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I. 

I 

lieber  die  Reflexion  und  Refractiön  beim 

Kreise. 

Von 

dem  Heransgeber. 


§.  1. 

Für  eipen  Kreis,  dessen  Ebene,  in  welcber  im  Folgenden  alle 
Constmctionen  allein  ausgeführt  werden,  selbst  als  Ebene  der  xif 
angenommen  wird ,  ergiebt  sich  aus  dem  in  dem  Aufsatxe  Tbl.  IV. 
No.  XX.  entwickelten  allgemeinen  Formeln  unmittelbar  die  folgende 
Auflösung  des  Fundameotalproblems  der  Katoptrik  und  Dioptrik. 
Gegeben  sind: 
die  Coordinaten  p^  q  des  Punktes,  von  welchem  der  einfallende 
Strahl  ausgeht; 

die  18Q^  nicht  übersteigenden  Winkel  a,  /!?,  welche  der  einfal- 
lende Strahl  mit  den  positiven  Theilen  zweier  dur^h  den  Punkt 
\fq)  ffelegter,  den  primitiven  Axen  der  or,  y  paralleler  Axen 
einschliesst; 

die  Gleichung  des  zurückwerfenden  oder  brechenden  Kreises, 
nämlich  die  Gleichung 

wo  der  Halbmesser  /t,   als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet 

wird,  jenachdem  der  einfallende  Strahl  die  concave  oder  convexe 

Seite  dieses  Kreises  trifft. 

Gesucht  werden  die  Coordinaten  p^^ffi  des  Einfallspunkts  und 

die  180®  nicht  übersteigenden  Winkel  Oi,  /?,,  welche  der  von  dem 

Punkte  (f^i^i)   ausgehende    ausfallende  Strahl   mit   den   positiven 

Theilen  zweier  durch   den  Punkt  (p^qx)  gelegter,  den  primitiven 

Axen  der  oe^  y  paralleler  Axen  einschliesst« 

TieUy.  1 


Znr  BerechnuDfir  dieser  vier  Grössen,  dnrch  welche  die  Lage 
des  ausfallenden  Strahls  vollkommen  bestimmt  wird»  hat  man  nach 
den  in  dem  genannten  Aufsatze  entwickelten  allgemeinen  Gleichun- 
gen offenbar  die  folgenden  Formeln. 

Zuerst  berechnet  man  die  Grössen  E^  und  K^  mittelst  der 
Formeln 


£7.  =  \/(a,-;»)»H-(Ä,-V)%    . 
K,  =  («r,  —  ;/)  cos  a  +  (b^  —  g)  cos  ß; 

und  hierauf  den  90'  nicht  übersteigenden  Winkel  &  mittelst  einer 
der  Formeln 


cos 


0=|/rr 


(g,+ir.)(jg,— A-,) 


oder 


sin  e=\/ 


Dann  ergeben  sich  die  Coordinaten  /?,,  ^,  mittelst  der  Formeln: 

p^z=p^  (Ä',  -H  /^i  cos  0)  cos  a, 
y^  =  y4-(/r,  4-/^1  cos  0)  cos /?; 

und  hierauf  die  180*^  nicht  übersteigenden  Winkel  a\  ß'  mittelst 
der  Formeln  ' 


cos 


^1— yi 


«  =-^— ,  cos  /y  =  — g— . 


Endlich  erhält  man  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  «, ,  /?i 
mittelst  der  Formeln 

cos  a,  =ft  cos  «-I-COS  a'{fji  cos  ©±l/'l — /u*  sin  0*), 
cos  /?,  =ft  cos  /S  +  cos  /5'(a*  cos  ©±1^1  —  ^*  sin  0'); 

wo  /tt  seine  bekannte  Bedeutung  hat,  und  im  Falle  der  Reflexion 
die  obern,  im  Falle  der  Refraction  die  untern  Zeichen  zu  nehmen 

sind. 

Wenn  man  die  Lage  einer  von  einem  Punkte  ausgebenden  ge- 
raden Linie  nicht  wie  vorher  durch  die  zwei  von  ihr  mit  den  po- 
sitiven Thcilen  »weier  durch  den  in  Rede  stehenden  Punkt  gelegter 
auf  einander  senkrecht  stehender  Axen  eingeschlossenen,  18^^  nicht 
übersteigenden  Winkel,  sondern  durch  den  einen  von  dieser  Linie 
mit  dem  positiven  Theile  der  als  erste  angenommenen ,  Axe  des 
Systems  eingeschlossenen,  durch  den  Coordinatenwinkel  hindurch 
von  dem  positiven  Theile  der  in  Rede  stehenden  Axe  an  von  0  bis 
360®  gezählten  Winkel  bestimmt;  so  muss  man,. wie  leicht  erhellen 
wird,  wenn  nämlich  jetzt  a,  a\  a,  die  in  Rede  stehenden  auf  die 
angegebene  Weise  genommenen  Bestimmüngswinkel  sina,  in  den 
obigen  Formeln  statt 

cos  a,  cos^  ß;  cos  a%  cos  ß'\  cos  a,,  cos  ßi 


respective 


cos  a,  sin  a;  cos  a',  sin  af;  cos  aj,  sin  a, 


setzen.    Dies  voran seesetzt,  erhalten  wir  aus  dem  Obigen  unmittel 

bar  die  folgende  Autlösung  unsers  Problems: 
Gegeben  sind: 
die  Coordinaten  p,  g  d^s  Punktes,  von   welchem  der  einfallende' 
Strahl  ausgebt; 

der  von  dem  einfallenden  Strahle  mit  dem  positiven  Tbeile  der 
ersten  Axe  eines  durch  den  Punkt  (pqS  gelegten,  dem  primitiven 
Svateme  der  acy  parallelen  Coordinatensystems  eingeschlossene 
Winkel  a,  indem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile 
.der  ersten  Axe  des  in  Rede  stehenden  Systems  an  durch  den 
Coordinatenwinkel  dieses  Systems  hindurch  von  0  bis  360**  zählt; 
die  Gleichung  des  zurückwerfenden  oder  brechenden  Kreises, 
nämlich. die  Gleichung  v 

wo  der  Halbmesser  R^  als  positiv  oder  negativ  zu  betrachten  ist, 
jenachdem  der  einfalljende  Strahl  die  concav^  oder  convexe  Seite 
dieses  Kreises  trifft. 

Gesucht  werden  die  Coordinaten  Pi^t/i  des  Einfallspunkts  und 
der  Winkel  a,,  welchen  der  von  dem  Punkte  {pi^i)  ausgehende 
ausfallende  Strahl  mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  einea 
durch  den  Punkt  {pi^x)  ^clcg'tcn,  dem  primitiven  Systeme  der  jcy 
parallelea  Coordinatensystems  einsfhliesst,  indem  man  diesen  Win- 
kel von  denr  positiven  Theile  der  ersten  Axe  des  in- Rede  stehen- 
den, dem  primitiven  Systeme  parallelen  Systems  an  durch  den  Coor- 
dinatenwinkel dieses  Systems  hindurch  von  0  bis  360®  zählt. 

Zur  Berechnung  dieser  drei  Grössen  hat  man  nach  dem'  Obigen 
die  folgenden  Formeln.  '  / 

Zoerst  berechnet  man  die  Grössen  IB^  und  A",  mittelst  der 
Formeln 

iST,  =(a,  — p)  cos  a-+-(^,  *-y)  sin  a; 

■ 

und  hierauf  den  90®  nicht  übersteigenden  Winkel  (9  mittelst  einer 
der.  Formeln 


cbs 


e^yüi 


(g. -H  AT,) Cg.-Af.) 


oder 


.m0  =  |/<^--^^J>;f--^->. 


Dann  ergeben  sich  die  Coordinaten  piy^i  mittelst  der  Formeln 

Pi  zszp  +  {K^  '^R^  cos  0)  cos  a, ' 
^,  =^-f-(jr,  -HÄi  cos  ®)  sin  o; 


uml  hierauf  d  mittelst -der  Formeln 


cos  «  =  — js — 9   sin  a  =      » 
Endlich  erhält  man  den  Winkel  tfi  mittelst  der  Formeln 

cos  ai*=p  cos  a  +  cos  a'(/i*  cos  0±  l/^l — ^*  sin  0*), 


sin  a^  =  fjb  sin  a  +  sin  a'  (/i*  cos  0  db  V^l  —  fi*  sin  0»); 

wo  fjb  seine  bekannte  Bedeutung  hat,  und  im  Falle  der  Reflexion 
die  obern,  im  Falle  der  Refriaction  die  uotern  Zeichen  zu  nehmen 
sind. 

f  2. 

Man  kann  aber  die  am  Ende  des  vorhergehenden  Paragraphen 
entwickelten  Formeln  noch  auf  einen  andern  Ausdruck  bringen. 
Zuerst  ist  nämli«b,  wie  man  leicht  findet, 

iE?,»— i5r,»  =  j(a,  — p)  sin  a  — (Ä,  —  ^)  cos  o|», 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

L^z=a{al  --p)  sin  «  — (^i  — ^)  cos  « 
setzen, 

Weil  nun  ferner  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
R,  cos  «'  =  »1— ;?„  Ä,  sin  o'  =  ä,  —  y, 

ist;  so  ist,  wenn  man  die  bekannten  Ausdrücke  vod  pi  und  ^i  ein- 
fuhrt: 

Äj  cos  a'=a,  — /!?— (Ä'.-i-Äi  cos  0)  cos  a, 
Ä,  sin  a'  =  ^,  —  ^  — (Ä^i+Äi  cos  0)  sin  o; 

und  folglich»  wenn  man  nun  auch  noch  für  Ä",  seinen  bekannten 
Werth  setzt: 

Jt^  cosef'={(a,  —  ;i)sina  — (A,  — y)cos«)sina— Ä,  cos0cosa, 
Jt^  sin  a'=—  i(»,  —p)  sin  a— (ä,  — y)  cos  aj  co&a  —  Ä, cosOsinaj 
d.  i.  in  der  vorher  eingeführten  Bezeichnung 

Äj  cos  «'  =  Z^i  sin  a  — Ä,  cos  0  cos  a, 
Ä,  sin  a'  =  — Zi  cos  a  — Ä,  cos  0  sin  a; 

also 

,       iL,  sin  Ä  —  Äi  cos  O  cos  « 
cos  a'  = '-g 9 
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,             l$x  €08  a  -4-  i?.  COS  %  sin  a 
siD  a  =; * -s^ — ^ ' — ; 

oder  auch 

cos  a  =;:  —  cos  0  coa  a-|-  ir-  sin  a,. 

sin  a'  =  —  cos  ®  sin  a  —  tst-  cos  a. 

FQhrt  mmn  diese  Ausdrucke  in  die  bekannten  Ausdrücke  von  cos  a^ 
und  sin  <Dt|  eiui  so  erhalt  man 

coa  «,  =3  *' 

A»  cos  a  — (cos  0  cos  a  —  7p  sin  a)  (f»  cos  ©  =b  l/^  1  —  /*»  sin  0=), 


sin  a^ 


/fr  sin  a  —  (cos  0  sin  o  -f-  jp  cos  a)  (/*  cos  0  ±  V^l — f*»sin0*); 

Httd  unaere  Aufgabe  kann  daher  jetzt  auch  durch  ^ie  folgenden 
Formeln,  in  denen  der  Winkel  o'  gar  nicht  mehr  vorkommt^  und 
auch  die  Berechnung  der  Grösse  £^  nicht  erfordert  wird,  aufge* 
löst  werdeci: 

jfiT,  =(a,  -^p)  cos  a'-|-(^,  — q)  ain  a 
L^  ^  («1  — ;>)  sin  a  —  (ä,  —  ^)  cos  a; 

CO.  0  =  1/1-14.  sin  0  =  1/5?; 

/?!  ==  />  +  (-AT,  4-  Ä,  cos  0)  cos  o, 
yj=^-|-(i5rj-f-/|,  cos  0)  sin  «5 

cos  ttj  = 

« 

/A  cos  a  -—  (cos  0  cos  a  —  -g-  sin  a)  (/*  cos  0  =i=  1^1  — •  f»'  sin  0'), 

sin  a^  = 
/»  sin  a  —  (cos  0  sin  o  -|-  -j^  cos  a)  (fi  cos  0  db  \/\  —  (i^  sin  0») ; 

wo  immer  im  Falle  der  Refiexion  die.  obero,  im  Falle  der  Refraction 
die  untern  2ieichen  zu  nehmen  sind. 

Weil  zwei  dem  Zeichen  nach  entgegengesetzte  Winkel  oder 
Bogen,  deren  absolute  Werthe  einander  gleich  sind,  bekanntlich 
jederzeit  gleiche  Cosinus  haben,  so  ist  klar,  dass,  wenn  man  jetzt 
den  Winkel  0  als  einen  blossen  Hülfswinkel  mittelst  der  Formel 

sin0=^ 

bestimmt,  und  dieser  GJeichnnff  gemäss  gehörig  positiv  und  nega- 
tiv, seinen  absoluten  Werth  aber  nie  grösser  als  90<*  nimmt,  die 


vorhergebenden  Gleichungen  ihre  völjige  Richtigkeit  behalten;  und 
man  hat  daher  zu  der  Auflösung  unserer  Aufgabe  jetzt  die  folgen- 
den Formeln : 

Ki=^(ai  — p)  cos  a-|-(Äi  — q)  sin  a, 

//i  =(flr, — p)  sin  a — {d^ — ^)  cos  a;  i 

sin©=^; 

Pi  =z=/iH-(iSr,  +Itg  cos  ©)  cos  a, 
^j  =  y  -h  (/JT,  +  Ä,  cos  0)  sin  a; 

cos  a,  = 


fjb  cos  a  ■—  (cos  S  cos  a  —  -jsr-  sin  a)  (fi  cos  0  db  V^l  —  fA^  sin  0*}, 

sin  a.  = 
fi  ein  a  —  (cos  ^  sin  «+ »^  co»  «)  (f*  cos  0±Vl  — /ti*  sin0*); 

wo  der  absolute  Werth  von  0  nie  grösser  als  00®  zu  nehmen  ist, 
und  dem  Falle  der  Reflexion  die  obern,  dem  Falle  der  Refractioa 
die  untern  Zeichen  entsprachen«' 
Nun  ist  aber 

cos  0  cos  a — TT^flio  a  =  cos  (a-f-0), 
cos  0  sin  a  -f-  -^  cos  a  =  sin  (« -4-  0) ; 

und  man  kann  also  die  obigen  Formeln  auch  unter  der  folgenden 
Form  darstellen: 

Ä",  =(a,  — p)  cos  «  +  (^1  — q)  sin  «, 
,  //,  =(a,  — p)  sin  a  —  (ä,  —  ^)  cos  a; 

8in0  =  ^; 

;/,  =p  +  {K^  H-Ä,  cos  0)  cos  a, 
^1  =  ^  +  (Jf,  +  Iti  cos  0)  sin  a  \ 

cos  ai=/i»  cos  a  —  cos(a  +  0)(/i^  dos  0±\/l — /t**  sin  0*), 

sin  a,=/[i  sin  a  —  sin (a  +  0) (/i*  cos  0±l/l  —  /ia*  sin  0*); 

wo  wieder  der  absolute  Werth  von  0  nie  grösser  als  90®  genom- 
men wird,  und  dem  Falle  der  Reflexion  die  obern,  dem  Falle  der 
Refraction  die  untern  Zeichen  entsprechen.  v 

Nimmt,  man  nun  aber  fi^  welches  bisher  immer/ als  positiv  be- 
trachtet wurde  9  im  Falle  der  Reflexion  positiv,  im  Falle  der  Re- 
fraction dagegen  negativ,  und  bezeichnet  den  absoluten  Werth  von 
f*  durch  ifJb)^  so  kann  man  die  obigen  Formeln  auch  auf  den  fol- 
genden Ausdruck  bringen,  bfei  welchem  man  bloss  zu  beachten  hat, 
dass  der  absolute  Werth  von  0  nie  grösser  als  90®  zu  nehmen  ist: 


*  X,  =(«1  — p)  810  a  —  (^1  — g)  cos  a; 

sin  0  =  ^v 

/fjSz/^-l-fÄ'j  -f-Äj  €08  0)  cos  a, 
^,  ==^-f-(JSr,  +Ä,  cos  0)  sin  a; 

*^f  f '  =  cos  a  — co8(a-+-©)(cos  0  +  — \/l— A**  sin  0»), 

?^  =  sin  a  —  8iD(a  +  0)  (cos  0  +  -V^l— ^»  sin  0»). 

Berechnet  man  die  Hülfsgrössen  Qy  n  nnd  S  mittelst  der  For- 
mein 

a,  -^pssQ  coB  ^,  ^j  — 7=5^  sin  ij 

nnd  ., 

8ia  1=:/»  sin  0, 

wobei  man  den  sbsolnteii  Wevth  von  §  nie  ffrösser  als  00^  nimmt; 
so  können  die  obigen  Qleichongen,  wie  leicnt  erhellen  wird^  auch 
unter  der  folgenden  Form  dargestellt  W^fden: 

K^^Q  cos  (a  —  ri)y  L^:=zq  sin  (a  — 17) ; 

sin  ©==  j^; 

p^  =p  +  {Ki  -f-Äj  cos  0)  cos  a, 
^j  =y  +  (iSri -hÄ,  toS  0)  sin  a; 

cos  Ol  cos  (a  «f- O)  sin  (I -I- ^ 

— /  x    ^=  cos  a  —  . — t.  9 

sin  a,  sin  (a  +  6)  sin  ({  +  6) 

.  X    ==  sin  a— — ^ : — r—^ ^. 

V«)  sin  I 

Unter  dieser  Gestalt  enthalten  die  Formeln,  wie  es  mir  scheint, 
die  vollständigste  und  einfachste  Anflösiing  nnsere  Problems» 


.    f  3. 

Die  Gleichunff  der  darch  den  eiafaHenden  Strahl  nnd  seine  Ver- 
längerung über  den  Punkt  (pg)  hinaus  dargestellten  geraden  Li- 
nie ist 

£— jp  _  y  — y 

Gos  a  sin  a 

oder 

jc  sin  ä  —  ff  cos  az=ip  sin  ce  — ^  cos  a. 

Bexeichneii  wir  nun  die  erste  Ckiordinate  des  Durchschnittspunkts 


'\ 
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der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  mk  der  Axe  der  x  durch  ^» 
so  ist 

^  sin  a  =  ;9  sin  a — q  cos  a, 

und  folglich  ^ 

A         p  sin  a  —  q  cos  a 

^-- SJTS ' 

oder  auch 

.   A  =  /'  —  9  cot  a. 
Ganz  eben  so  ist 

ar  — Pi  __  y  — yi 

cos  «1  sin«!  \ 

oder  / 

I 

üc  sin  ^1  —  y  cos  a^,  =;^,  sin  er,  — q^  cos  a, 

die  Gleichung  der  durch  den  ausfallenden  Strahl  und  seine-  VerTän- 
geruog  über  den  Punkt  {pxV\S  hinaus  dargestellten  geraden  Linie; 
also  ist^  wenn  wir  die  erste  Coordioate  des  Dorchschnittspunkts  die- 
ser geraden  Linie  mit  der  Axe  der  or  durch  ^i  bezeichnen: 

» 

^1  sin  a,  '='P\  ftin  <»i  *^^i  cos  a,, 
und  folglich 


p,  sin  «t  — y^  cos  «i 

oder  auch 


^"  —  sin  tf, 


Ai=;'i— yi  cö<J  «1- 

Nun  ist  aber  nach  dem  Torhergehenden  Paragraphen,  wie  man  leicht 
fiüdet: 

y,  sin  tt| — y^  cos  c^ 

I 

=  ;?  sin  a~f  ^  cos  a 
—  \(Kx  •4-/'  cos  a-4-^  sin  a)  sin  @+('£|  H-^'  sin  a— 7  00s  a)  cos  Q\ 

X  (cos  0  -4-  —V\  — >»  sin  0») 
und 

Kj+p  cos  a  +  y^  sin  a;=:a,  cos  a  +  ^i  sin  a, 
Z/,  «4- Z'  sin  a  — -  ^  cos  a=^aj  sin  a  ^  ^,  cos  a; 
also 

p^  sin  g,  — y,  cos  a, 

=  fi  sin  a  —  q  cos  a 
—  {(«,  cos  a  +  Ä,  sin  a)  sin  0 -H  («i  sin  a  —  ä,  cos  a)  cos  0 j 

X  (cos  0  +  i-l/l—^«  sin  0»). 

r* 


oder 

Pi  sin  c,  — y,  cos  c^' 

^  /»  sin  a  —  ^  coB  o 

—  {a^  8in(a-4-0)  — ^1  cos(a  +  0)|  (cos@H V^l— ^««0  0»)^ 

und  folglich  Dach  dem  Obigen 


^  gin  a — ^, 


am  a. 


(M) 


=  j(«f,  na{a  +  0)  —  6,  coa{a-t-&)\  (cos d -H — 1/ 1  — /»»  «in ©«). 

Fuhrt  man  aber  für     .  .  '  seinen  aus  dem  vorbergehenden^aragra- 
phen  bekannten  Wertb  ein,  so  erhält  man 

(A— Ai)  «n  a 
=  l(«i— Ai)«""(«+®)— *iCos(cH-0)j(eos©+— »/l---/i#»sin0»), 

oder 

(A  — Allsina 


(«1  —  Ai)  sin  (tf  4-  6)  -^  ^1  cos  (a  wf.  9) 
=  008  0  +  i- l/'l-./i»  sin  0». 
Für  ^,  =0  ist 

A  — ^  Al  sin  (a  -f-  ©)  ,  ^     ,       I    I  /r r : -pr-, 

= T^  =  — \„  (cos  0 H Kl  —  4*»  sin  0*), 

Äj — Ai  >  sin  a      ^  *    (A  »^  " 

und  folglich  ' 

«1 — A         1        sin(a-f-©).,         ^    .     1  xyr^ ;; — .*    ^,v 

— * — x^  =1 .  ^^      (cos  0  H Kl  —  £*»  sin  0*), 

01  — Ai  «in  «       ^  ■    ^  »^  '' 

oder  auch,  wie  man  hieraus  leicht  findet, 


gi  — A co8(g-t-e)  sin  e       sin(g-f-9)Kl— ^«  »in  e» 

«1  —  Ai  """  sin«  ^  sin  a ' 


Berechnet  man  den  Hiilfawinkel  w  mittelst  der  Formel 

sin  wz=fA  sin  0 

und  nimmt  den  absoluten  Werth  von  (ü  nicht  grosser  als  90^,  so 
ist^  wie  man  leicht  findfet,    • 

a. — A         1       sin(a  +  ^)  8in((0-4-^) 

— * r-  =  1  — r- ^r- . 

Ol  —  Ai  Sin  a  sin  a> 

Weil  nun  aber  bekanntlich  nach  dem  Obigen 

JLi  =  0|  sin  a  —  6^  cos  a  —  (p  sin  a  —  q  cos  a) 


'  .        < 
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und 

/\  sin  uzizp  ain  a  —  y  cos  a     « 
isl,  80  ist 

£,^z=z{ai — ^)  siD  a  —  ^^  cos.o»^ 
und 

•     r\      -(<»i  —  A)  sin  a  —  ^i  cos  a 

also  für  ^1  =  0 

•     •%      ^1  —  A    * 
sin  &=S"r~ —  sin  a. 


Weil  also  in  diesem  Falle 


Hl      ^_^  sin  g 
Ol  —  A  """sin  © 


ist,  so  ist  na^h  dem  Obigen 

Äi                         ,      .    ^..        sin  (a-H  0)1^1 — u»  sin  ö» 
^  =:  —  cos  («  H-  ®) ^  ■  — : — TT- 

oder 


Ä.  sin  e 

Ai  —  «1  = 


1  j 

cos(a  +  ^)  sin  ö-|-—  sin  (« -i- ö V^i  —  ^»  sin  ö» 


also 

^1  sin  6 


Ai  =  »i 


1    . 


cos  (er +  0)  sin  0  +  — 8in(aH-^)l^l--^'  sin  8' 


Auch  ist  nach  dem  Obigen  unter  der  Voraussetzung,  dass  ^^  =0  ist: 

1  .1  sin « -+-  Ö)     ,       r\  .    ^  t  /5 ■  ■    .     ^  . 

1 r-  ==  7 A\    •»     (cos  ©  H V/1  — A**  sin  ®»), 

also,  weil  (a,  — A)  sin  az=:R^  sin  ©  ist, 

1  1  .    1     sin  (« -f-  ö)  ,        Ä   .     1  I  •; = — : — STT 

r -7-  =  -»-- «  ^        (CO8  0  +  — l/l —  tt»  «in  Ö»K 

«1— A       «1— Ai        Ä,         sind       ^  ^^fA^  f»    9u^,, 


§.  4. 

Nach  §.  2.  ist 

Ä",  =(«,  —p)  cos  «  +  (^1  —  ^)  sin  a, 
Z,  =  (a»  —  ;?)  sin  a  —  (ä,  —  y)  cos  a; 

also 


\ 


»    . 
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f  -  \ 

K^  c6s  a-|-X|  sinket ^a,  — p, 

K^  sin  a—  -^j  cos  a  =  ^,  — ^; 
folglicli 

K^  cos  0  =  «^]^  — p^^i^^  sin  ij^ 

JSTi  8111  a=^j — g-^L^  cos  «• 

Weil  DQD  nach  dem  vorhergebenden  Paragraphen 

i^i  =  (»i  —  A)  wo  «  —  ^1  cos  a 
ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

iT,  cos  a  =  A  — ;^+l(<yi  —  A)  cos  a  +  ^i  aio  a{  cos  o, 
^1  sin  as=    — ^-M(«ii-^A)  cos  a-*-   ö,  sin  «J  sita  a; 

und  folglich,  weil  nach  f.  2. 

Pi  =p-^{^i  +-Ä,  cos  0)  cos  a, 
^1  =/4-(i5ri  -f-Ä,  coe  0)  sin  a 
ist: 

Pi  =AH-|(»i  —  A)  cos  a  +  Ä,  sin  a+ R^  cos  ©(  cos  a, 
^1=  K^iT-A)  cos  a-l-Ä,  sin  a  +  /{,  cos  ®(  sin  a. 

Weil  nnn  aber  nach  dem  vorhergebenden  Paragraphen 

Sin  a 
ist,  so  ist,  irie  man  leicht  findet: 

Pi=A+\Ai+^i  sin(a  +  ©)j  cot  a, 
,^i=^iH-Ä,  sin  («  +  ©). 

Für  6^=0  ist  ,  -  • 

;^i  =A+ l(»i  —  A)  cos  a+Äi  coB  0}  cos«, 

9i  =  l(»i  —  A)  cos  a  +  iR,  cos  0}  sin  a 

oder 

^j  =  A  +  ^1  sin  (a  +  0)  cot  a, 
^1  =  Ai  sin  («  -H  0). 


f5. 


Weil  bekanntlich 


cos   Ol 

C«) 


=  cos  a — «oa (a -f- 0) (cos ® H — i^l—ft*  sin  9*) 
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^~i  =  siD  a  —  siD  (a  -f.  0)  (cos  0  +  ^  1/ 1  —  /i*«  sin  0») 


und 


ist,  so  ist 


cos  0  +  ~  l/l  —  ^»  sin  0» 

(A— Ai)  sin  g 

(«1  -*  Ai)  «in  («■:♦-  ö)  —  Äj  cos  («  4-  ö) 


(A  — Ai)  gin  CK  cos(tt  -f-  O) 


oder 


cos  ai 

■  i^i>«  cos   OL  ^^  ^— ••• 

0«)  («1  —  Ai)  sin  (a  H-  e)  —  ift,  cos  («  -f.  e)* 

sin  «1  __    .j.  ^ (A  — Ai)  sin  a  8ip(g-4.e) 

{/*)  («1— Ai)8in(a-|-e)  — A,  oos(a^e) 


cos  a  —  — -^  =  (A-A,)  sin  a  co8(«-He) 

(/*)  («I  —  Ai)  sin  (a  -I-  e)  —  Äj  cos  («  +  e)* 


sin 


sin  ay (A  — Ai)  sin  a  sin(tt  +  0) 

(m)  («I  —  Ai)  sin  (a+e)  — A,  cos(a  +  e>* 


woraus  sich  auch  sogleich 


sm  a  — 


sin  a, 


taug  (a  +  0)  = 


(^) 


cos  a  — 


cos  g| 

C") 


ergiebt. 

Eiir  ^,  =0  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

-^=:  cos  a  —  spi:^  sm  a  cot  (a  +  0); 
sin  «j         «1  — A 

Nach  f.  2.  ist  auch 

cos  a, 

Z>  1  * 

cos a  —  (cos 0 cos a—  jp sin a) (cos 0 H l/l— /t*»  sin  0«), 

•  "• 

und  folglich,  rfnter  der  Voraussetzung,  dass  ^,z=0  ist: 

cos  tt,    

cm  o—  (cos  0  cos  «— "'x —  ""  "*)  (**"  0 +  —  (/i ^s  sin  @>), 
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1        COS  c, 
(fi)  *   cos  a 


»ir-A 


=  l-~(co8  O'+'-hr^  cos  a)(cog©  +  --l/l— ji*»  sia  ®»), 
also  nacb  dem  Obigen 

1       cos  a,  -         8in(«+6)  ,         ja    .     1  ■  >'- :: — : — 7^ — 

Bekanntlich  ist  aber 

Ät  — A         -       8in(«-f-Ö)  ,        j%   .     1  ■  >■        '  ^  V 

— ^ — T-  =1 .  (cos  ©H l/l— -tt»  sin  0*) 

und 


V*) 


A-A, 


sin  a 


i— Ai     sm  (a-f-^j  ^  ^ 


Daber  ist 


oder 


1       cos  «t  ___  g|-"A   II    ,   A— Ai        tang  a    > 
(^)  *   cos  a         ai — Ai  -Äi     '  sm(a-f  O)' 


.  %  «i—A    j  .    A— Ai  sin  a 

«••  «•  =:  <^)5rrz;  l«~  «  +  Sr  •  «in  («+«) 


I 


Weil  nun  nacb  dem  Obigen 


ist,  so  ist 


sin  «1 / „X  «i  —  A 

sin  a        ^^  Ol — Ai 


sin  «1   ,  A — Ai  sin  a     , 

cos    Ol  =-7—-      {cos    OH ]5—   .    .;„    /^_LÖ\i» 


sm  a 


■KT"  '  sin  (a-f-0) 


und  folglich 


oder 


worans^ancb 


cot  a.  =  cot  a  -f-  75 — : — 7 — r-3; 

cot  a,  — cot  aÄ  5 — ."^'  ',  ^^. 

.^  i„      „  \ (A— Ai)  sin  a  sin  a. 

Sin  («-«.)=       ig;ain(«+e)      > 


also,  weil 


ist, 
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8iD  «',  =  (/»)  j^^  «n  a  =  iij.)  j-^  sin  & 
,  V        t    \ä — A.     sin  a  sin  0 

SID    (a  —  «1 )  =  (m)  r^  •  -r-7 — r- 

\  1/        ^»^'' a, — ^        sin(a-f~< 


+e) 


folgt. 


§.6. 


So  Ipiige  nicht  ausdrücklich  etwas  Anderes  bestimmt  wird, 
werden  wir  im  Folgenden  immer  ^,  =rO  setzen,  und  woHen  nun 
annehmen,  dass  sich,  indem  ^  ungeändert  oder  constattt  bleibt, 
sin  a  immer  mehr  und  mehr  dem  Zustande  des  Verschwindens  oder 
der  Null  nähere;  so  wird  sich,  weil  unter  der  gemachten  Voraus- 
setzung bekanntlich 

sin  &  =  -^5 —   sin  a 

ist,  und  der <  absolute  Wertb  von  '&  nie  grösser  als  90®  genommen 
wird,  auch  &  der  Null,  also  sin  0  der  Null  und  cos  0^  der  positi- 
ven Einheit  näbern.    Nähert  sich  nun  unter  diesen  VoranssetzangeD 
die  im  Vorhergehenden  durch  ^,  bezeichnete  Grösse  ein^r  gewissen    , 
bestimmten   endlichen  Gränze ,   so  wollen   wir  diese  Grunze '  durch 
./"j  bezeichnen,  und  wollen  nun  untersuchen,  ob  eine  solche  Gränze 
.  wirklich  existirt,  wobei  sich  dann,  wenn  dies  der  Fall  sein  sollte,     , 
die  Bestimmung  dieser  Gränze  zugleich  von  selbst  ergeben  wird. 
Nach  §.  3.  ist 

57=^  =  * ^-'(c«8  0  +  -l/l-^»8in0«). 

Aber 

sin  (a-4-0)                ^    ,    sin  © 
^^ ^==cos  0H--T 


sin  €t  sin  a 

und  folglich,  weil  bekanntlich 

sin  0  _^^  g,  — A 

sin  a  ^     Äj 


cos  a,       , 


jst. 


sin  («4-^)     .  r\  .    »1— A 

V— ^ — -  =±  cos  0 H *« —  cos  «; 

sin  a  ■       Äi  ' 


also  nach  dem  Obigen 

.2i:=f  =  1  —  (cos  0  +  ^^^  cos  «)  (cos  0  +  i»/i  «.  ^»  8in  ©•). 

Wenn  nun  sin  a  sich  der  Null  nähert,  so  nähert  sich  cos  a  entweder 


' . 
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der  poBitiveil  oder  der  Degativen  Einheit.  .Nebmen  wir  also  im  Fol- 
genoen  immer  die  obern  oder  die  untern  Zeichen,  jenachdem  sich, 
wenn  sin  a  sich  der  Null  nähert ,  cos  a  der  Gränze  + 1  oder  der 
Gränze  —  1  nähert^  so  ist  offenbar,  da  sich,  wenn  sin  a  sich  der 
Null  nähert,  sin  &  und  cos  @*respective  den  Grätizen  0  uud  +  1 
nähern, 

oder,  wie  bierans  leicht  folgt, 

^Ja=(i+-i)(i±--^). 

Auch  überzeugt  man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  der  Gleichung 


oder 


*  • 


«.7. 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  welche  Werthe  die  beiden  Grös-1 
•sen  @  und  iR,  nothwendig  haben  müssen,  wenn  die  beiden  Glei- 
chungen 

a^ — A  sin^O 

R^  sin  a ' 

und 

j 

/r    1      l\/i_i_«i — Av       sin(a  +  6)  .        ^    .     1  .  ^- — 

(1  +  ^)a±-l8;-)=     sin«      «=«"  0  +  ^,»/l-M*«««0»),- 

wobei  wir  annehmen,  dass  sin  a  eine  nicht  verschwindende  Grösse 
sein  -soll,  .zugleich  erfüllt  sein  sollen. 

Nehmen  wir  also  zu  dem  Ende  diese  beiden  Gleichungen  als 
erfüllt  an,  und  fuhren  den  Werth  von 

«1  —  A 

aus  der  eirsten  Gleichung  in  die  zweite  ein,  so  erhalten  wir  die 
Gleichung 

(1 + i-)  (1  ±  Ü^)  ^ 

^         li'  ^         sin  a 


sin  (a-4-6)  ,        ^        1  ,  y- r^— :• 


also 


*    ' 
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(IH )(Bin  a dbsin  0) 

=  Mn(a-H0)(co8  0  +  ^V/l— ^*  sin  ©»). 


Weil  nun  bekanntlich 


sin  u  +  sin  0  =  2sin  -^{a  +  0)  cos  |(a  —  &)i 
sin  a  —  sin  '0  =  2sin  4(«— v0)  cos  4(«-f-®) 


und 


sin(a+'0)  =  2sin  i(a  +  0)  cos  Ma  +  0) 
ist,  so  giebt  das  obere  Zeichen  die  Gleichung 

^^'*"  r)  cosi(a— 0)=co8  i(a+0)  (cos  0  +  ^  \/ 1  —  /!*»  sin  ©•), 
Und  das  untere  Zeichen  giebt  die  Gleichung 

(l+-i-)  siifi(a— 0)  =  8ini(a+0)(co80+^  l/l  — ^»  sin©»). 
Im  ersten  Falle  ist 

(1  H )  cos  4(a  —  0)  —  cos  0  cos  ^(a  +  0) 

=  —  cos  i(a  -f-  0)  Vl^fi*  sin  0», 

und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  des  GleichheitszeichenB 
quadrirt,  wie  man  leicht  findet: 

(1  +  —)»  cosi(a  — 0)»  +  (l---^)  cos  4(a-*-0)» 

—  2(1-1-—)  cos  0  cos  i(a  — 0)  cos  ^a-4-0) 


=  0, 


also  y  wenn  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  durch  1  +  — 
dividirt: 


a  -*-— )  cos  i(a  —  ey  4-  (1  —  1)  cos  iCa  -4-  0)» 

V— '2cos  0  cos  4(a  — 0)  cos  ^Ca-|-0) 
Nun  ist  aber 

2cos  4(a ~ 0)»  =  l-h cos (o  —  0), 

2cos  |Ca-f-0)»  =  l  +  cosCa-*-0) 
und 

Scos  i(a  —  &)  cos  ^(a4-0)  =  Gos  a+coa  0; 


=  0. 
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alao 


=  0, 


folglich 


d.  i. 


oder 


+  l(H-^)+a-^)l  CO.  a  co.©'f      ^^ 
-I- 1(1  +  jj^)  -  a-J^)!  «n  o  .iB  0 


1-1-  —  sin  a  nn  d  —  coa  0*  =  0 


IIB  ö(iin  0  +  —  sin  a)=rO, 


'.\ 


nnd  folglSeli^  weil  sin  a,  also  anek 

sin  0  = 
Dieht  verscbwindet, 


— V'"" 


sin  ®  +  —  sin  a  =  0. 


im  .zweiten  Falle  ist 


1 


Oh )  sin  4C«  — ö)  — coÄ  ©  sin  ;lCa  +  0) 

=  --  sin  i(a+0)\/l^fi*  »in  ®», 

und  folglicli»  wenn  man  wieder  anf  beiden  Seiten  des  Gleichlieits- 
Zeichens  qnadrirti  wie  man  leicht  findet: 

.    a+^)'  MiCa-ey+Ci-^^)  BiD  K^+ey 

—  2(1  +  —)  cos  0  sin  i(«  — 0)  sin  i<a  +  0) 


=0, 


■ 

also,  wenn  man  anf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  durch  1  -f-— 
dividirt^ 

TlMÜV.  2 
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CH-^)  Bin  i(a-0)«  +  a-^)  Bio  K«-!-©)'       j  _^ 

—  8co8  ©  sin  4(a  — d)  sin.^C«-f-0) 
Nun  iät  aber  . .    ;     '      . 

28in  iC«  —  ^)^  nB:l  —  W^Cä-t  ©), 
28iii  ^(a  +  0)»,=  1  —  cosC«  +  0) 

2BiQ  4Ca  —  0)  «in  i(o  +  0)  =:  —  (cob  »^  cor  0), 


und 


also 


I   / 


(l-»-i-)|l-.co.C*-0>j 
+  2cös  0(co8  a  —  cos  0) 


folglich 


(l+;^)  +  (l-^) 


d.  i. 


oder 


-\a+p  +  a-p\  cos  a  cos  0  ^^^^ 

T- 1(1  +  ^) -(1-^)1  sin«  sin  0 
+  2cos  0Ccos  a  —  cos  0) 


1 shi  a  siD  0  — cos  0»=O 

u 


sin  0(810  0 sin  11)3;  0, 


und  folglich,  weil  «in  a,  also  auch 


sin  0=3-^5 —  sm  a 


nicht  verschwindet, 


-v    sin0  — —  WniaÄsO. 


Es  ist  alsQ  iHiarhanpi 


sin  0±—  sin  a=:=0. 


d.  i. 
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'  sin  ^.^^^r  =F  ^  ffn  o, 
nnd  folglich,  weil  bekaantlieh 

,.,  .Ä.=(».-A)sH:ä 

ist,  f     <       .'     .   -       '  .- 

Wepn  alao  die.b^Uen  G|:CiiqhnttgeD    • 


.s  .: 


..      V 


nnd 


•  «_.'"•       ' .  ■  '       »  - 


zogleiclr  d#ff4ll' Min' ^olleiTy^  kir  tfotf«  notlHrflii^dig  mit 
Bexielioiig  der  obern  nnd  untern  Zeichen  aufeinander 
jederzeit  .     :,  c  .     ^   .       i  ' 

sin  9s=:^—  sin  a^  /{,  =:f=ji*(a,  — ^) 


sein. 


♦•  8- . . . , 

Ferner  wollen  wir  nun  aber  auch  untersuchen,  ob  sich  umge- 
kehrt biA9«ptten  liMt,  diiss  fw 

sin  ®=:qp--  sin  a,  Ä,  ==p /»(«,>— /\) 

jedeneit  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander  • 

g,  — A sin  B 

und 

(1  +  1)  (1  ±£i^,=Ü»^^  (eo»  ©4-^l/l-MV.Nd«) 

ist. 

Nehmen  wir  zuerst  die  oBem  Zeicheli  und  setzen  also 

•  ...... 

sin  0  =  — --  sin  a,  /l,  =<*ft(0i  —  A)> 


•        "1 


SO  ist,  wie  aus  der  im  vorhergehenden  Paragraphen'  in  diesem  Falle 
angestellten  Aaiily8is,,;wcBn  'man  dieselbe  rbckwärts  synthetisch 
▼erfolgt,  sich  leicht  ergieBt,  jederzeit 

2" 
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Ä, .    """  sm  a 
und 

(1+i-)»  cos  j(a-0)»  +  (l-l)  cos  4(a+©)» 

'^  '^  )  =0, 

,     —2(1-1 — )  cos  0  cos  i(a  — 0)  cos  i(a+9) 


also 


d.  i 


(!  +  -)•  cos  i(a  — ^»H-cos  ©'  cos  J(aH-©)» 
—  2(1  +  —)  cos  0  cos  iCa—©)  cos|(a-H0) 

4 

=  -^  COS  ^(o-|-©)»(l— f*«  sin  0»), 


{(1  -H  i)  cos  i{m  —  0)  —  cos  0  «OS  |(a  +  0)| » 

=  -T  «0«  *(«  +  0)*  (1  — /*•  BW  ©•)> 
und  folglich 

(1 H )  cos  i(a  —  0)  —  cos  ©  cos  i{a  -|-  0)        • 

=  ±~  cosi(a  +  0)V/l— I»«  sin©», 

wo  sich  nun  fragt,  welches  Zeichen  man  au  nehsien  liat»  was  auf 
folgende  Art  entschieden  werden  kann. 
Wenn 

0<o<90^  oder  270«<a<360» 
ist,  so  ist  cos  a  positiv.    Da  nun 

sin  ©  sc:  —  —  sin  o 

ist,  so  ist 

/E*  sin  0  ==:  —  sin  a, 
und  folglich 

^  V/l — /*»  sin  ©»  =  cos  o. 
Soll  also  die  Gleichung 

(1+—)  cos  i(a— ©)  — cos  ©  cos  i(a-f*©) 
Ä±—  cos  4(aH-0)V^l  — f**  sin  ©»     , 
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•fMII  Mi«,  ■•  nmtB 

(sb  a— sin  S)  eot  i(a—0)  —  Bin  a  cos  9  cog  |(«.-H9) 

:=5=peoi  a  mn  S  com  iCo^Kd), 
4.  i. 

(lin  a  — «11  &)  eb«  i(a^@)=:ain(a=pG)  cm  |(a-H6) 
oder 

m{m^Q)  cos  j(«-h®)sss»iA(«=|:6l)  eos4(a+i9) 


sein  9  welclies  oSeiibsr  nur  dann  möglich  isti  wenn  man  das  obei^ 
Zeichen  nimmt,  und  daher 

(1  -I-  --)  cos  IC«  —  0)  —  cos  0  cos  }Ca  •+:  0)    . 


=  ^  cos  i(a  +  0)V^l— M*  «n  0» 


setxt. 

Wenn 


«0*  <  o  <  180*  oder  180*  <  a  <  270« 
ist,  so  ist  cos  a  negativ.    Da  nun 

sin  0=* sin  a 

ist,  SO  ist 

/»  sin  0=s*--sin  a> 
und  folglich 

i^l  —  f**  sin  0*=  —  cos  o. 
Soll  also  die  Gleichnng 

Cl-h"^)  cos  j(a  — 0)  — cos  0  cos  ^a-f-0) 

=  db~  COS  |(a-f^0)\/l  — f*»  sin  0» 

erfttllt  sein,  so  mnss 

(sin  a  —  sin  0)  cos  \(a  —  0)-«8in  a  cos  0  cos  iCa4-0)' 

=  :±:cos  a  sin  0  cos  |(a*H0), 
d.i. 

m 

(sin  o  —  sin  0)  cos  ^(a  — 0):=sin(adb0)  cos  1(^  +  0), 
oder 

sin(a  — 0)  cos  i(a+0)  =  sin(adb0)  cos  i(a-H0) 


So 

seioy  welches  offenbar  nur  dann  möglich  ist,  wmwi.  imd  4uk  VOftiK« 
Zeichen  nimmt,  nnd  also 

(JL -J»>i)  CO«  iC^f—*)-—  CO»  ö  cos  i(a+  ö) 


=  — —  cos  ^(a-|-0)V^l— /*»  sin  0» 


i 


setzt 

Also  ist 


:(i-l-— )  eÄi^(»— ©)-^iJos  «  cos  iCö  +  ejI  • 

indem  man  das  ohere  oder  das  untere  Zeicjien  nlmi^ti  jenaehdem 
cos  a  positiv  oder  negativ  ist. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  aber 

(1-H— )cosi(a  — ©)  =  cosi(ä-h0)Ccoa^zfc— l/l— f*»sin©*) 

oder 

2(l-i.-i)  sin  l(aH-0)  cos  i(a-0) 


=  sin C« -*- 0) (cos  ^ ±  —  \/l— /*»  sin  0»), 


d.  i. 


(1  -I-  — )  (»in  «+  sin  0)  sasto(a+d)  (cos 0 db -  l/l— f*»  sin0>) 


t       • 


oder 

r\    t     ^  N /-i    ■    sin  ^N        8in(«-|-0)  ,         /-k_i_  1  i>/7"^ 5I — : — ZK\ 

(n--)(n-jnnp=--j—  (cos  0=fe^»/i^^va«0»), 

also,  weil    ,     ,  ..  i  ;    . 


sin  ^ 


=  — —  — «i-^ 

-«in  a        ./!-.-•     ^i  « 

'  > 

ist, 

« 


Für 


sin  0  =  —  —  sin  a,  Ä,  =  —  /»(a,  —  A) 


ist  folglich  immer 

» 


W6DD  man  4«8  obere  odec  das.uotefe  Z^eid^en  /9biu|il9  jemkcbdem 
cos  a  positiv  öder  negativ  ist«  -^     -    v.. 

Setsen  wir  ferner 

1 

sin  0=^:7  sin  a,  /l|  =K^i  —  A)> 

80  iatj  wie  a«  der  im  ▼orbergdMnden.  Paitagi^ftien~ttifire«Mlten 
Analysis,  wenn  man  dieselbe  /ilcKW'iE^. Ifl^i^^tiscb  verfolgt,  sieb 
leicbt  ergiebt,  jederzeit 

'  «1  —  A         sinO 

und 

.        .         1  /»Vf. 

—  a(l  +  ^)  cos  0  sin  iC«  — 0)  «  iC«***©) 


also 


d.  i. 


(!-♦--)»  «in  4(a—  0Jf»  +  cos  0»  -sin  Ka  +  0)* 
—  2(1  +  ^)  cos  0  sin  i(a  —  0)  sin  i(a-f-0) 

=;?«»  l(»-t-0)'  (l— '!»•  «in  0»3y 


1(1 -h-i)  «in  K«-0)-cos  0:si4  4£«-f.0)|» 
A*  •  * 

=  -^  sin  i(a -*-©)»  (1— M»  sin  0«),  ' 


.» •• 


und  folglich 


—  r 


(1  -!*-i-)  ein  i(a— 0)  ^c*>li  0  «in  .K€i-«-0) 


—  sin  iC«  +  ®)^^l— M»  •*>»  ®V      ' 


.  _.   ^^ 


wo'  sieb  nun  wieder  fragt.  welpBes  Zeicb.en  man  zu  nebmen  bat, 
was  auf  folgende  Art  entscuieden  werden  kann. 

Wenn  » 


0  <  «  <  90«  oder  ^»  <  a  <  aQO« 
ist,  so  ist  cos  a  positiv,  und  folglich  auf  ähnliche  Art  wie  vorher 

|/^1 — tt»  sin  @'==cos  a, 
Soli  also  die  deichung 


u 


(l-f-^)  sin  }(«  —  ©)  —  «>•  ©  sin  i(a-l-S) 


-  •    •  . 


=  ±~  sin  iC«  +  ©)  W  — /*»  Bio  0» 

erfüllt  seiii,  so  muss 

(flin  a+«iii  0)  sin  i(a— 0)  — tis  a  bot  6^  sin  |(a4-9) 

ssdbcoTi  a  sin  9  sin  iC^  +  9), 
d.  i. 


(sin  a  +  sin  9)  sin  i(ia'-0)=im(adb@)  sin  ^(a-f-O) 


oder 


sin(a  — 6)  sin  i(a4-®).=«in(a=fc0)  sin  iC^  +  S) 


sein,  welches  olTenbar  nur  dann  möglich  ist,  wenii  man  das  untere 
Zeichen  nimmty  nnd  daher  . 

(1+-^)  sin  i(«  — ©)  — cos  0  siniCa  +  ö) 


=  — --  sin  K«  +  0>^'1  — A**  "0  ©• 


setzt. 


Wenn 


90»  <  «  <  18d»  oder  180»  <  x»  <  ^70* 

■ 
I 

ist,  so  ist  cos  a  negatir>  und  folglich  wie  oben 

V^l  — fj»  siu  ©•  =  — cos  a. 
Soll  also  die  Gleichung  ' 

(1+— )  sin  iC«  — 0)  — cos  0  sin  4(a  +  ©)     . 

Ädh  i-  sin  i(a+ 0)  1^1  —  /*»  sin  0» 

erfüllt  sein,  so  mnss 

(sin  a  +  sin  0)  sin  ^(a  — 0} — ^^sin  a  cos -0  sin  i(a-H0) 

^qpcos  cc  sin  0  sin  iCa  +  0)» 
d.  i. 


(sin  a  + sin  0)  sin  i(a-^0)  =  sin(a=f:0)  sia  iCa  +  0) 


oder 


sin  (^1-0)  sin  l(a+0)=sin(aq=0)  sin  \{a  +  @) 


sein,  welches  offenbar  nur  dann  möglich  ist,  wenn  man  das  obere 
Zeichen  nimmt,,  und  daher 


t 


(l-*--^)  «n  |(a  —  ©)  —  cos  0  üu  i(a  +  0) 


=  i  •!■  i(o  +  e)  W'l— /»»  «n»» 


•eist 

Also  iat 


(1-h— )  nn  i(o--0r-eof  0  sio  i(a+0) 

^==fc—  sin  i(a -I- 0)  l/^l  —  /*»  sin  0», 

indem  man  das  ober^  oder  untere  Zeidien  nimmt,  jenacbdetai  cos  a 
negatiy  oder  positiv  ist  ^  . 

Ann  dieser  Gleiehnngp  folgt  aber 


■        •  A 


(1  -•- r )  «"  *("— ^)  =  MB {(o-l-©) (coi © ± ^ l/l  — /»»  ain©») 

—  « 

oder 

2(1  +  ^)  lin  !(«-  «)  eos  «a  +  0) 

s sin («>!-&) (cos  Ö±— Vi  — /»»  «n  ©») 

d.  1.  .         •  .      .  -;. 
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(^-♦-iX»'«  a-si<  ^=»sui(a-|-0)(cos  0=fc~ V^l  ^mVw®») 
oder 
(l  +  ±)(l-!|2«)==«5^>  (eo.  Q±-^V/l-M'«Bg?), 

^  fi''  '         «in  a'  «in  «       ^  fi  '^  " 

also»  weil 

•  sing 1^        g,  «*>A 

sin  «"*"/«     '        Ä. 

(1  ^. ±)  (1  -21^  =  '«±±3  (CO.  0±i-|/l-M»"aö»). 


Für 


=  -•  sin  a,  Ä,  =sji»(ä,  —  A) 


iat  »Im  iatBer 

(1 + 1)  (1 « fiZlA)  =  «»(5 +^  (cos  0 ± i. W^4-^»ri.d«). 

Wenn  man  das  obere  oder  das  untere  Zeieben  nimmt,  jenaebdem 
eos  a  negativ  oder  positiv  ist   .  . 


Aus  der  vorhergehenden  Dntersnehiing  ergiebt  sich  nnn  das 
folgende  Gesaduneresoltat:  ' 

?ur 

1 

sin  01=  —  --  sin  a,  -Ä|=  — M«i— A) 


ist 


tf  I  —  A        sin  0 
IC|  sin  a 


und 


/i    >    1  \ /i  '.  ^i — Av       sin(a-f-O)  -        •%■_  ^  lys ,    .    ^^. 

I  ■ 

wenn  man   das   obere   oder  das  Hintere  2feichen  aiBnit, 
jenachdem  cos  a  positi?  oder  negativ  ist    Für 

sin  ®  =  ^  «n  «1  Äi=M«i— A) 
ist  dagegen  ' 


R^  sin  a 

und 

wenn  nia.n  das  ober^  oder  das  untere  Keiefaen  Bimmty  Je* 
nachdem  cos  a  negativ  oder  positiv  ist 


Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  auf  den  in  Taf«  I.  Fig.  1.  um 
den  Mittelpnnict  C  beschriebenen  Kreis  Strahlen  auffallen^' wekshe 
entweder  wirklich  sämmtlicli  aus  dem  Punkte  A  ausgehen  oder  we- 
nigstens als  sämmtlich  iMis  diesem  Punkte  aussehend  betrachtet 
werden  können,  und  wollen  die  von  A  aus  durch  C  gezogene  ge« 
rade  Linie  als  den  positiven  Theil  der  Aze  der  as  annehmen ,  wo 
denn  im  Vorhergeheiden  «|  :=,  AC  und  /^  z=:  0^  also  0^  -^  A  t=,jiC 
zu  setzen  ist.  Nehmen  wir  nun  farner  an,  dass  der  aus  dem  Mit* 
telpunkte  C  beschriebene  Kreis  mit  dem  Halbmesser  (/*) .  AC  he- 
schrieben  sei,  wo  Qi»}  bekanntlich  den  absoluten  Werth  von  f*  be* 
zeichnet,  so  sind  die  drei  folffenden  Fälle  zu  unterscheiden. 

I.    Es  sei  (;»)<;  1,  wekSem  PaHe  T^f,  I.  Fig«  l.a«  entspricht 
Für  einen  auf  die  concave  Seite  des  um  C  mit  dem  Halbmes- 
ser Qi).AC  beschriebenen  Kreises  unter  dem  Winkel  ei  fallendett 
und  an  dem  Kreise  eine  Brechung  erleidenden  Strahl  ist  na<;h  §.  3. 
bekanollichj  wenn  man  .  '      .    ^ 


setzt, 


sin  0  =  5r  sin  a 


!•  .1 


/»»   «0  &.'), 


.  21 

and  fk  ist  eine  negative,  H^  eine  positive  Gtifue. 

Weil  nun  in  vorliegenden  Falle  > 

'    i2|Z:3:-^^.\i#^,  #180  sin  @ss-^*7  «in  (« 

und  cos  a  offenbar  positiv  ist,  so  ist  naoh  ANn  vortftrgohwde^, 
Paragraphen 

oder 

1 r  =s — '.  "^       (cos  0-f-— Kl— /*»  sin  0»), 


<i 


also 


?='- 


und' foIgHeü  qach  dem  Obigen 

AC 


t«' 


I  • 


slso>  «ie  «{«h  hieran»  leicht  ergieht, 

^,  «(1 -/»»).  ^<?cr  (I  ^ M)  (1 -*»/»).  .^C 

D«lier  isl  ^t  ^^^^  conatanto  von  a  imabliängige  Grösse. 

Für  eiaiw  a^Cjdie  convexe  $eite  A^  um  t/ mit  dem  ilalbme's« 
ser  (fi^nJlC  bvqbriebeoen  Kreises  unter  <l«J>n  Winkel  ^  falleoden 
niid-M,4e^i  l^reise  eine  Zurückwerfung  erleidenitsu  Strahl  i9tnach 
f«  3e  b.ekmBUtUob>  wenn  puin  ,  . 


Sin  0  =  |p  sin  a 


setct,  wieder 


..  -37; — 3-  =  1 br^-— ^  (cos  04 —  K 1  —  ^»  sin  0*), 

•  .  *  ■ 

und  jetzt  ist  /*  eine  positive,  /l.  eine  negative  Grösse. 


letzt  ist  fk  eine  positive,  /c.  eiu( 
Weil  nun  im  vorliegenden  Falle 


1 


Ä,  ==  —  fi .  jiC,  also  sin  0=: sin  a 

und  ^^^0»- ]N»eitiv  ist,  «o  ist,  nach  dttn  vorbergebenden  P^ragri 
phen  Wieder 

(H.l)(l  +  |E)===ÜE^dt^  (cos  04-11/1-^.  sin  ö») 


oder 


also 
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nnd  folglich  nacli  dem  Obigen 

AC      _J^ 

mlio,  wie  sich  hierans  leicht  ergiebt, 

Ai=(i-M').^^=(i-M)a-Hf*).-^c'. 

Daher  iit  Ai  wieder  eine' constante  von  a  unabhängige  Grötie. 

üeberlegt  ,man  nun,  dass  die  constanten  Werthe  yop  ^^  in  den 
beiden  vorher  betrachteten  Fällen  einander  gleich  sind,  so  ergiebt 
sich  uniaittelbar  der  folgende  Satx: 

Wenn  A  und  V  zwei  beliebige  Punkte  sind,  und 
man,  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  absolute  Werth 
(f*)  von  f*  kleiner  als  die  Einheit  ist,  aus  dem  Punkte 
C  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  Cf»)  .  AC  einen 
Kreia  beschrieben  hat;  so  ffehen  alle  Skrahlen,  weiche 
als  ans  demPunkte^if  ausgehend  betrachtet  werdenkön- 
nen und  auf  die  concave  fi^eite  des  in  Aede  stehenden 
Kreises  fallen,  nachdem  diese  Strahlen  an  derselben 
eine  Brechung  erlitten  haben,  nöthigenfalls  gehörig 
rerlängert,  —  und  alle  Strahlen,  welche  als  au«  dem 
Punkte  A  ausgehend  betrachtet  werden  können  und  auf 
die  convexe  Seite  des  in  Rede  stehenden  Kreises  fal- 
len, nachdem  diese  Strahlen  an  derselben  ^ine  Zurttjck- 
werfung  erlitten  haben,  nöthigenfaFls  gehörig  verlän- 
gert, —  durch  einen  und  denselben  Punkt  der  durch  ^  und 
ergehenden  geraden  Linie,  welche^  immer  von^annach 
C  nin  liegt*),  und  dessen, Entfernung  von  A  durch  das 
Product  (1  — /i*»).^C=(l— /»)(l4-/i*).^Cbestimmt  wird. 

IL    Es  sei  (f*)>l,  weichem  Falle  Taf.  I.  Fig.  l,k  entspricht. 

Alle  Strahlen^  welche  als  aus  dem  Punkte  A  ausgehend  be- 
trachtet werden  können,  fallen  in  diesem  Ffille  auf  £e  ioncave 
Seite  des  um  C  beschriebenen  Kreises,  und  für  einen  unter  dem 
Winkel  a  auffallenden  Strahl  ist  nach  §•  3.,  wenn 


Sin  0  =  j^  sin  a 


gesetzt  wird,  jederzeit 


AC  -       «nC«  H-  ö)  /        Äi   •    *  \yt     '    >  -e    'ici>% 


*)  Da  nimlfeh  in  diM,em  Fall«  (1— /u*)  ,AC  poüttT  iat. 


Wenn  nmi  alle  imter  •■»en  Winkel  o,  4er  swieeben  0  und 
oder  swieclieD  270*  und  SSO«"  Hegt,  auffallende  Strahlen  eine  Bre- 
eking  erleiden»  io  ist  offenbar 

itj  :=s  — f*  .  Ai)y  also  lin  9  =  — ••--  sin  o, 

■nd  fölglieii  nacb  des  Torliergebenden  Paragraphen^  da  eoa  a  po« 
■itiT  isty 

a+^)(i+^)«=%^^  (CO.  ©-i.-i.v^i-M-«B©») 


Ä. 


sin  a 


ako 


V 

/u*  Bin  a        ^  ■   /*  '^  '' 


Bin  a 

und  foljjÜGh  nach  dem  Obigen 

AC 


AC^^^ 


I*' 


alio,  wie  aieh  hieraiiB  leicht  ergiebt, 

Daher  ist  A|  eine  constante  von  a  anabhängige  Grösse. 

^  Wenn  terner  alte  unter  einem  Winkel  a,  der  zwischen  90^  und 
ISO«"  oder  zwischen  ISO^"  und  270<»  Hegt,  auffallende  Strahlen  eine 
ZoffOckwerfung  erleiden,  so  ist  offenbar 

I 
Ml  =/ii  •  ACy  also  sin  &zs=, —  sin  a» 

nnd  folglich  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen,  da  cos  a  ne» 
gativ  ist, 

(l  +  l){l-^)  =  !!n^tl«!)  (cos  ©  +  -Lv/l->.  »inö«) 
oder 


1_^  ^«inf«-*-^)  (cos  Ö+JL|/1-.|^.  «BÖ«), 
/«•  Bin  a       ^  ■    ^  '^  '' 


also 


-|  =s  1 \'         \  (cos  ®  H l/l  —  1*»  sin  ö*), 


und  folglich  nach  dem  Obigen 

AC 


AC-Li 


,s* 


also,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt, 


90 


A,  3a<l —/»»). ^«7=s(l«4.» 0-*f-]u)  .  -rfC 


•»   /   » 


Daher    ist    aoch    jetzt    ^,     eine    eoatUmie   ta»   a  aimUiftpgige 
Grösse. 

Ueberlegft  man  ihhi  wieder,  dails  dl^  beide»  eoBsttpten  Wertbe 
TOD  ^1  in  dem  erdteo  und  zweiten  der  beiden  vorher  betrachteten. 
PHIIe  einander  f^Uiefa  mwi,  so  erfiebt  sich  "nnmitteHMir  4er  UigeniB 

Satz:  ... 

Wenn^  nnd  C^zwei  beliebig^e j^nnkte.sind,  nod  man, 
unter  der  T'oravsietzong»  das«  der  «^splnte  Wert^  (y*) 
▼  on  fi  grösser  als'die  Einheit  ist,  aus  denf  Pnnlit^  <7  als 
Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  {fjb)  .  AC  einen  Kreia 
beschrieben  bat;  so  gehen  alle  Strahleui  welcjie  als  ans 
dem  Punkte  j^  »«sglshe^d  beibrachtet  werden  krö>nnen, 
und  auf  derselben  Seite  des  durch  A  itu-f  ^^errichte- 
ten Perpendikels,  auf  welcher  der  Mittelpunkt  C  liefet, 
auf  den  Kreis  fallen,  nachdem  diese  Stjrahlen  a«  dem* 
selben-  eine  ßrechunof  ertrtjei»  halren,  n&thfgveirfatls  ffe- 
hörig  verlängert,  —  und  alle  Strahlen,  welche  als  aus  dem 
Punkte  J  ausgehend  betrachtet  werden  können^  ..und* 
nicht  auf  derselben  Seite  des  durch  u/ auf  ^C  errtcnte- 
ten  Perpendikels,  auf  welcher  der  Mittelpunkt  C^liegt, 
auf  den  Kreis  fallen,  nachdem  dreve  Strahlen  an  demsel- 
ben eine  Zurückwerfung  erlitten  haben,  nöthigenfalls 
fehörig  verlängert,  —  durch  einen  und  denselfbe:n  Punkt 
er  durch  A  und  C  gehenden  Geraden  Linie,  welcher 
immer  von  A  im  nicht  nach  ^Einliegt^)^  un.d  dessen 
EntFernung  von  A  durch  das  Product  (je»*  —  \),AC=s: 
(/*  —  l)(ji*-f-l)  : -4€7  bestimmt  wird. 

in.  Uass  in  dem  Falle  (/t*)  =  l,  t^elehem  Taf.  t  Fig.  l.c/ ent- 
spricht, alle  Strahlen  9  welche  als  aus  dem  Punkte  ^  atls^h^nd 
betrachtet  werden  können,  auf  den  Kreis  fallen  und  an  dettMlb<Ati 
eine  Brechung  erleiden,  nach  de/  Brechung  wieder  sämmtlich 
durch  den  Punkt, ^  gehen,  fällt  aof  der  Stelle  in  die  Augen  und 
bedarf  keiner  weitern  ßrläuterung. 


«.  10. 


f  —  •  " 


Femer  wollen  wir  annehmen,  dass  auf  den  in  Taf.l.  Fig. 2,  um  den 
'  Mittelpunkt  C  beschriebenen  Kreis  Strahlen  auffallen,  welche  sämmli- 
lieh  nach  dem  Punkte  A  h^n  convergiren^  und  wollen  wieder  die 
von  A  aas  durch  C  gezogene  ^rade  Linie  als  den  pdsi^veo'Theil 
der  Axe  der  a:  annehmen,  wo  denn  im  Vorhergehenden  auch  jetzt 
a^  ^=zAC  und  2^  =  0,  also  a^  — ^'=.AC  im  setzen  ist.  Nehmte» 
,wir  nun  ausserdem  an,  duss  der  aus  dem  Mittelpunkte  C  befchrie- 
bene  Kreis  mit  detil  Halbmesser  (/u)  \  AC  beschrieben  set^,-  w;o  {ik) 
seine  bekannte  Bedeutung  hat,  so  sind  wieder  die  drei  folg^naen 
Fälle  zu  unterscheiden. 

I.    Es  sei  (fi)<;l,  welchem  Falle  Taf.  I.  Fig.  SwB.  entspricht 
Für  einen  auf  die  concave  Seite  des  um  C  mit  dem  Halbmes- 


*)  Da  nämlich  in  diesem  Falle  (1  •—]»>)  .  AC  hegstiv  ist 


n 

4 

■er  (fk)  .  jiC  besehriebeiifiii  Kreiiei  nnler  d^m  Wickel  a  faHeiiden 
und  an  dem  Kreife  ehe  ZnrückwerfiiDg  erfeidenden  Strahl  ist  nach 
4.  3.  bekanntlich!  wenn  man 


■etst, 

AC 


AC-^L^ 


Bin  @  =  -«<-  iia^itt 


^-^^^^fer^  («»"  0+;7Vl>.ft»  «a«^). 


nnd  M  isty  10  wie  anch-/t,  eine  pötitiTe  Grösse. 
Weil  nnn  im  roriieg^nden.  Falle  .         ' 

/{,  =/i»  .  AC,  also  sin  0=r~  ain.o  , 

und  00s  o  offenbar  negativ  Ist»  so  ist  nach.  f.  8. 

oder 

also 

-:  =  1 V '-  (cos  0H — Kl — a*  sm  0*), 

nnd  folglicb  nach  dem  Obigen 

AC      _  2- 

alsOf  wie  sich  hieraus  leicht  aif^iebt, 

Ai=(i-M*).^^=(i-f*J(i+M).^c: 

Daher  ist  ^,  eine  conslaate  Ton  a  nnabliängig^  Grösse« 

Für  .einen  auf  -die  conveze  Seite  de»  vm  C  mit  dem  Htibmes* 
^c  ifi).  uiC  beschriebenen , Kreises  nnter  dem  Winkel  a  fallenden 
nnd  an  dem  Kreise  eine  Buchung  erleidenden  Strahl  mt  nach  §.  3., 
wenn  man  ' 


in  O^jT-  sin  o 


■etat,  bAamKlich  trieder 


AC^        -       ein(a.4*e)  ,        «  .    ^  1  y,      '  J'   .    '^t,^ 


und  M  Mt»  10  wie  JR^  eine  negative  Grösse. 
Weil  nnn  im  vorliegenden  Fiilte  wieder 


I 
I 
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'     •  1 

Jt,'T=iu.A(y.  also  sin  0  =  — wn  a 

*      *^    . .    '  f& 

Hod  cos  a  offenbar  Bogativ  ist,  so  ist  nach  f.  8. 


oder 


also 


fA'  Äj  sin  a       ^  ■    ju 

l  =  l-!«är^>  (CO.  0  +  i.l/l-M»  «n  ö^). 


und  folglich  nach  dem  Obigen 

JC      _  l 

also,  wie  sich'hieraus  leicht  ergieht,  \ 

A.=(l-f**).^C'=(l-A*)(l4.f*).u*a 

Daher  ist  ^|  wieder  eine- constante  von  a  nnahhängige  Gr^se. 

Deberlegt  man  nun,  dass  die  beiden  constanteu  Werthe  Ton 
^1  im  ersten  und  zweiten  der  beiden  vorher  betrachteten  Fälle 
einander  gleich  sind,  so  «rgiebt  sich  nnmittelbar  der  folgende 
Sats: 

Wenn^  und  Czwei  beliebige  Punkte  sind,  und  man, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  der  «bsbluteWerth  (fi} 
von  /i*  kleiner  als  die  Einheit  ist,  aus  dem  Punkte  £^  als 
Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  (^fk^.AC  einen  Kreis 
beschrieben  hat;  so  gehen  alle  nach  dem  Punkte  A  con* 
verffirende  Strahlen,  welche  auf  die  concave  Seite  des 
in  Rede  stehenden  Kreises  fallen,  nachdem  diese  Strah» 
len  an  derselben  eine  Zurückwerfnng  erlitten  haben» 
nöthigenfalls  gehörig  verlängert,  —  und  alle  nach  dem 
Punkte  A  convergirende  Strahlen,  welche  auf  die  con» 
veze  Seite  des  in  Rede  stehenden  Kreises  falieji,  nach* 
dem  diese  Strahlen  an  derselben  eine  Brechung  erlitten 
haben,  ndthigenfalis  gehörig  verlängert,  •—  durch  einen 
und  denselben  Punkt  der  durch  A  und  C  gehenden  ge* 
raden  Linie,  welcher  immer  von  A  an  nach  C  liegt*), 
und  dessen  Entfernung  von  A  durch  das  Product 
(l_u«).^C=:(l—f*)(l-4-7«).^C  bestimmt  wird. 

II.    Es  sei  (iu)>l,  welchem  Falle  Taf.  I.  Fig.2.b.  entspricht. 

Alle  nach  dem  Punkte  A  convergirende. Strahlen  fallen  in  die* 
sem  Falle  auf  die  convexe  Seite  des  um  C  beschriebenen  Kreises, 
und  fiir  einen  unter  dem  W^ikel  a  auffallenden  Strahl  ist  nach 
%,  3.,'wetin 


•)  Dft  nunlich  in  diesem  FaUe  (1— /(i>j.i4(7  positiv  ist 
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■iD  9:=-«-  am  a 
gnMst  wird,  jedeneit  ' 

Wenn  nvn  alle  unter  einem  Winkel  a,  der  iwieclien  00^  und  180® 
.  oder  zwiicben  180*  und  270<*  liegt,  auffallende  Sfcrableo  eine  Bre- 

eliimg  (erleiden,  so  ist  offenbar 

>       • 

üj  =£  /» .  jiC^  also  sin  0  =  -—  sin  o,  . 

and  Ip^g^i^h  Baeb<f.  8.,  weil  cot  a  negativ  ist, 

.   ."      •  '  * 

^  y^  ^^      ig;^  ~      »in  «    ^  tcoa.e + ^  V^  1  -  M»  Bin  (9«) 
Oder 

^'  sin«       ^  f*  ^  /»  . 

•lao.  .  - . 

^         ^  (eos  0+  — Kl— f**  sin  ©•), 


1-. 


1  ^^ 

'  ,'        i?  **       sin  a 

t         • 

nnd  folglich' naeb  dem  Obigen 

fl 


} 


A€-^, 


3' 


ahio,'%ie  ■ich  biteaus  leicbt  ergiebt, 

A.  =  (1 -/♦•).  ^C=  (1 -^  f»)  (1 -I- M)  • -<<- 

Oaber  ist  j^i  ,ei.ne  constaat?  von  a  unabhängige  Grösse«:  "    • 

Wenn  ferner  alle  nnt^  einem  Winkel  o,  der  swiachen  0  «nd 
W  oder  awiacben  270''  und  300»  liegt,  auffisUendo  Strahlen  eine 
Zurnckwerfung  erleiden,  so  ist  offenbar 

1 
/ti  =  —  f»  .  ACy  also  sin  0  = sin  a, 

und  folglich  nach  §.  8.,  weil  cos  a  positiv  ist, 
oder 


1 r  = — ,.    ^      (cos  0H K  1—1*'. sin  ©»), 


also 


TMI V.'  3 


\' 


nnd  folglich  Dach  dem  Obigen  ' 
also.^e  sich  hierai»  leicht  erffiebt«  •   ■ 

A.  =  (1  -  M»)  •  ^<^=  (1  - /«)  1-*- /*) .  ^^•'" 


I,    •  ij 


Daher  Ist  ^|  tdeder  eine  constaBte  too  a  uqahhänffige  Grosae. 

•  Da  die  constanten  Werthe  von  2\|  in  deta' beiden  vorher  be- 
trachteten Fälle  einander  gleich  sind ,  ao  erg^iebt  «ich  der  folgende 
Satz: 

Wenn  u^  und  6^  zwei  beliebige  Punkte  alnd,  und  man, 
unter  der  Vorauatetaang,  das«  der  «baolilt«  W^^llfa'  (j»i 
yon  fA  grösser  als  die  Einheit  ist,  aus  dein  Mittelpunkte 
C  a^it  aemvHatibmesser  (f»)  .  ^C  einen-  Kreis  J>p8;cnrieb|BB 
hat;  80  gehen  alle  nach  dem  Punkte  ^  eonvergirende 
Strahlen,  welche  auf  derselben  Seite  des  durch  jd  mtii 
AC  errichteten  Perpendikels,  auf  welcher  d,er  Mittel- 
punkt C  liegt,  auf  den  Kreis  falten,  , nachdem- diese 
Strahlen  an  demselben  eine  Brechung  erlitten  haben, 
nöthigenfals  gehörig  verlängert,  —  und  alle  nach  detm 
Punktet  coovergirende  Strahlen,  welche  nicht  a^f  der* 
selben  Seite  des  däreh  ^  auf  ^t^  eri^ichtetea  Perpendi- 
kels, auf  welcher  dler  Mittelpunkt  C  liegt,  auf  den  Kreis 
fallen,  n^achdemdieseStrahlenan  demselben  eineZcirii^k- 
werfung  erlitten  haben,  nöthigenfalls  gehörig  verlän- 
'gert,  —  durch  einen  und  denselben  Punkt  der  durch  A 
^nd  ergehenden  gerad-ep  Linie,  welcher  immer  von^  an 
nicht  nach  ^  hin  liegt*),  und  dessen  Entfernung  von  A 
durch  das  Product  0^*' —  1)  <•  *^^=8(/«*  — 1)  <A*-I-1)  ^  i^C  ha* 
atimmt  wird. 

lil.  Date  ini^ei^  Falle  (/*)c=l,  welchem  Taf.  I.  Eig.2.c.  ent- 
8pricht,a11e  nach  dem  Punkte  A  convergirende  Strahlen^  weiche  auf 
den  Kreis  fallen  und  an  demselben  eine  Brechung  erleide^  Aach  dei* 
Brechung  wieder  s&mmtlich  durch  den  Punkt  ^^  gehitn,  fällte  auf  der 
Stelle  in  die  Augen  und  bedarf  keiner  weitern  Erläuterung.' 


f  11. 

Indem  wir  jetzt  znvöHerst  wieder  a^ '  beliebig  annehmen,  wol- 
en  wir  einen  von  dem  Punkte  (pq)  ausgehenden  Strahl  betrachten, 
weldier  der  Aze  de^  a:  parallel  ist. 
In  diesem  Falle  iM  offenbar 

sin  a=cO,  cos  a  =  r!=l 

r 

und  folglich  nach  %,  2.,  weil 


*)  Da  nämlich  in  diesem  Falle  {JL -^  fi^) ,  AC  negativ  ist. 


$6 

I 

sin  (a -|1 9)  =5 gin\a  cos. 0  + cos  a  sin  0=i=bsin  9 


C08  a  810 


ittc 


ain  %'sa^'S^  •  *ju  ■  j 
p,  s=«,  ±it,  coa  9,  7,  ssf; 

±  !^  =  l_Ci  9(co.  0  +  ^V'i-M»«o©»), 

■        Qu)  '     /    ^     •  ^  *^  '^ 

«0,4aiM^fll^o  iIvmIi  4ie  Iblgviid^D  Fonp^lo»  ;ii|p  ^enen  die  oben  .oder 
die  ODtero  Zeichen  so-  nebaen  sipdt  jenaehdeai  4er  ¥oa  deei  Pankte 
(p^)  anBffebende  8trabl  von  diesem  Pnokte  au  aacb  der  Seite  der 
poaitifen  oder  nacb  der  Seite  der  aeffativeo  j:  bin  geriebtet  ist, 
die  Lage  des  ansfallenden  Strabls  völlloaibieo  besCiaint  wird: 


Pl  SS -4^1  tife'Ai   ^it§  9^'  ^1' 


9$ 


z  ^'=  1  -co^  ©(coa  ©+^  l/l-/*«  sin®»), 
=F5£JL!=8iD  ©(cos  ©^-i-i/^l-^,  sin  ©»)• 


Nucb'^.  3.  ist  also 


«-^sr,  ^Äi  «68  • 


1  —  cos  8  (cos  8  h V^l  —  /u*  810  8*) 


y-f 


"^*- 


sin  8(co8  8-4- — V^i.x-^«  sia  8*) 

V  *  •  •  •  . 

'    :    ■    .«  '         '  •  .  .     .    • 

die  Gleicbong  der  durcb  den  ansfallenden  StrabI  piid  seiiie  Verlätt«^ 
gerang  über  den  Punkt  IPi^i)  binaus  dargestellten  geraden  Linie. 
Bexeicbnet  nun  ^1  die  erste  Coordinale  des  Dnrcbscbnittspunkta 
dieser  geraden  Linie  mit  der  Axe  der  jr\  so  beben  wir  lur  Be- 
stimmung von  Ai  »acb  dem  Vorbergebenden  die  Gleicbung 


tA^^K^tm^ 


Ai  — a,^Xi  cos  8 


M>lfe*M*a 


1  — COS  8(co8  8-f.--W^i— ^»  sin  e*) 

«. /■ 

sin  8 (cos  8H-  — V^l— /u«  sin  8») 


•  I 


3* 


also  BlHsIf  Mftelii^^  Obi^tf  '     ^ 

Ai— giTJgi  CO«  e 


•    'll 


1  —  cos  e (CO«  e  +  —  l/i— ^»  sin  ©,) 


7Ä, 


(Äj-^^)tco»«  +  --Ki^^»  sin  e») 


worans  sich  bbne  Schwierigkeit 

g  —  b^  cos  e(co8  ÖH Vi_^a  sine») 

Ai— «i==t= ^ ; p^  ^1 

"i— y)(c6s  en — Vi— ^»  «Id. e») 


llll 

auf  der  rechten  Seite  des  GieichheitiKeichea«  mit 


erriebt«    Multiplicirt  vian  ab^  dea  Zibier  vad  Nenner  des  Bniobs 


0 

COS  0  — ^Vl  — /»»  «in  9», 


80  erhält  man 


^^— ;:>^^i  ^*'  «--7(«o^^r-rr>^i— ^*  sin  e») 
A.-«i=± ^^ — 7 ^^^ Ä. 

oder 

(1——)  (l-H— )i,  cot  e— 7(eos  0— -Vi^^faiae») 

A,  -  «.  =db — e-. — e — i ; 1. ^Ä, 

Weil  nach  dem  Obigen' 

^    Bin  0  =  ^=*!^,  C08  0  =  l/r!ZSHÄ. 

ist,  so  nähern  sichj»  wenn  q  sich  der  Null  nähert,  sin  9  und  cos  9 
respective  den  Gränzen 


^  und  j/l  -  (*L)*. 


Bezeichnen  wir  nun  die  Gränze,  welcher  Ai  sich  nähert,  dnrrh  /*,, 
so  ist  nach  dem  Obigen,  unter  der  Voraussetzung,  dass  b^  nicht 
verschwindet,  ,      , 


also 


3T. 


#•.=:•,  iÄ.J/TTiJÖ., 


CID  Ausdruck«  der  jf ddn^U  d^haltt  mit  dem  Namen  eines  merk- 
'igen  bemäkhnet  %ii  werden  verdient,  weil  er  von  fk  gans  nn- 


abhftngig  ist 

Für  ^1^0  ist  nach  dem  Obigen 

/»»  =Ä,  =fcÄ.  COS  ©,  y,  =y; 

q:^i  =^ip  =0 (CO«  »H- - V^l-/*«  sin  ©») 


vnd 


CO«  94 — l/l—x^a 


oder 


"■  ■■  .1;    I    ■         !,'  l'i    •.  >   I 


it,  (coa  e-  iiV''  1  -,^»  siu  e») 


1-'-^ 

/«*• 


'oder  aucb 


Ä,  (cos  ö  —  ^  1^1— ^»  sine*) 

Äi— «.^i Vi 

(l-i-Xl-H^) 

Berechnet  man  den  Hiilfswinkel*  io  äkittelst  der  Formel 

sin  wasTf*  sin  d 

und  nimmt  den  absoluten  Wertb  tou  oi  nie  grosses  als  90^,  so  er- 
hält man  leicht 

•     -     ■         .  • 

.  X     -*  'Ä.  sin  0)      .1.1 

^•~*'=7='='.ii*<i-+.«)- 

Fuhrt  man  für  sin  &  ^und  cos  ®  ihre  Werthe  ein,  so  erhält  map  * 
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und 


A  J  .  « 


•  fl 


'VFS^V^^ 


oder 


1  —  #,  _  =rr  — s r       t 


- 1     .  i 
oder  anch 


Ai— «.==4: s«r-^:= j ^-i— 

Ferner  ergiebt  sich  in  diesem  •  Falle ,  wo  ^r=:0  ist,  ans  den  obi< 
gen  Formeln  sogleich 

/'.-«.  =±7^    oder/-.— .=±f^. 
also 


ft.  12. 


Für  /^,  ^Ai  i*t  aneh  ^i  <— -#»  =sAi  **  ^i>  <^lfM>  nach  dei 
vorhergehenden  Paragraphen,  wenn  wir  wieder  ^,=0  setien, 


d.  i. 


i^,^^l/l— |;+yii:^ 


I    .  •> 


nnd  folgHch,  mvnb  bIoIl  leicht  ergiebt»  wenn  man  auf  beiden  Seiten 
quadrirt: 


^^'*=V^'l/i^^^' 


/•Iio,  wenn  mmt  wieder  auf  beiden.  Seiten  qUa^Urirt, 

,        /■  . 

(1  +  /*)»  Ä  0,  folgH«h  i»  =  -- 1. 

Für  ffrs*— 1  werden  aber  die  obigen  Ausdrücke  von  /\  —  iV|  und 

JE 
^1—01  beide  =p-^,  und  man  kann  also  eigentlicb  nicbt  sägen, 

dass  die  Gleichung  JF^  —  a,=s^,  —  0,«oder  JP|  =  Ai  für/*=  — 1 
erfüllt  sei.  Vielmehr  ist  dieselbe,  wie  leicht  erhellet^  nur  dann  er- 
füllt, wenn  ^  =  0  ist. 

« 

i 

f.  1». 

*[  Es  ist  leicbt  au  zeigen,  dass  die  beiden  Grössen 

imnier  gleiche  Vorzeichen  haben. 

Wenn  nämlich  zuvörderst  f*  positiv  ist,  so  sind  die  Grössen 


•i  -' 


offenbar  beide  positiy.' 

Wenn  dagegen  jit  negativ  ist,  so  hat  man  die  drei  folgenden 
Fälle  zu  nnterscneideo.u 

1.  Wenn  -^^^l-  i^>  eo  ist  1-4-/»  positiv.    Weil  nun  ferner 

und  f**'<.l  ist,  ao  ist  aflfenbar 

grösser  als  der  absolute  Werth  von. 

und  folglich 

positiv. 

2.  Wenn  — l*,'^^   ist»  so   isf  1  +/»  negativ.     Weil  nun 
ferner 


4» 

t 

und  /*>>!  ist,  «o  ist  offenbar 

kleiner  als  der  absolute  Wertb  von 

und  folglich 

negativ.        , 

3.    Für  —  f*  z=  1  verschwinden  die  Gr^tosan 


i-  ::    ■•  .■■,/   . 


•  •    #. 


Hau  flieht  also,  dass  die  Grössen 


f.  14. 

'  Wenn  wir  der  Kürze  wegen 


setzen,  so  ist  für  6,  =0  nach  f.  11. 


«•      .1 


I 

41 

■ 

Um  WBLu  la  nntirtocbeii,  unter  welchen  BMiQgDD|;«D»  wenn 
f  als  g^g^eii  oder;cpi&st«D(^  liagegeB  ^^  als  v«tätta«riia&  belraefa- 
tet  wird,  der  absölate  Werth  der  Differenz  ~ 


eks  MiiiiMiii  adar  ein  Haxism  wird«  siissan  wir  m  »llaa  DL|^- 
gas  daii'  arstto.  Oiffaraatialquatientan  van  17*  In  Bazag  aaf  A, .  ahi 
TeHMarlicha  Grosse  entwickeln.    Weil  aber 


I        I 


ist,  so  kommt  ^  bloss  anf  die  Entwickelnng  des  ersten  DHfcren- 
tialqnotienten  von  ü  in  Bezug  auf/l,  als  veränderliehe  Grösse  an. 
Nach  dem  Obigen  ist 


und  folglich 


)         • 


£^==fc/<Ä.(j^-F), 


dU  '    1  dF  ^ 


>i      M' 


Nun  ist  aber,  Ivie  iaan  leicht  findet, 


*\      .1  V 


dR^ 


Ä.»_ 


''•V-?; 


— as; — =       ^^ 


.•*''V^^. 


/ ...     _  -r-»  V  *-;^-Qr-.         •    -»- 


und  folglich 


dV  _        .  yuy'F 

dÄi 


oder,  wenn  der  KÄrae  wegen 


•  'f 


geaetxt' wird: 


»  « 


1       •:    •     r     T.' 


Abo  ist  nach  dem  4bigan> 


'    t 
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Ufli  niitt  d\%  BedifigUD^B  avftnfiBdIeB,  ttntev  »äMMi  AiP  ahiobito 
Wertk  v#»  47  mm  Miniminii  odtr  eu  MasioiBfli.  wivd,  mnm  «m 
bekanotlich 


=  0, 


d.  i  fffifft  de«i.  Obigeo 


^^§,^' 


^      setseD»  eine  GleidinDgi  welclie  ffii* 


'.> 


17=0  ODd^=0 


erfüllt  ist.  Da  aber  die  Gleichung  '€/=  0,  wie  Ms  f.  12«  erhellet, 
sn  j»  =  —  1  fuhrt,  in  welchem  Falle  die  Grössen  jP,  und  ^^  beide 
unendlich  werden,  so  bleibt  bloss  die  Gleichung 


d.  i.  die  Gleichung 

1 


fA^l  —  »a  -I-  »/l  —  fA*%' 


fix* 


=  0. 


Multiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit 

so  wird  dieselbe 

=  (IH- ^) (V/1—«»  ,  1^1—^»»»  —  /i**«), 

und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  qnadrirt,  nach  einigen 
leichten  Reductionen: 

A*(l+f*)»»♦-^a{l-»»)(l-^ /.*»•)  (i-M^») 
=2(1  +/i;*»)«l/i — «• .  Vi —/&»«». 

Quadrirt  man  nun  wieder  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung,  so 
erhält  man.  nach  einigen  leicbten  Reductionen  die  Gieichmig 


oder 


oder 
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/♦»(l  +  i»)^*  PS  4(1  —  »»)  (1  -f-  ftx*}  tlw-  ^»j(») 


•J  -^ 


/»*(1  -f-M)*«*  —4(1  —  »»)  (1  +  j»»»)  (1  —/»*«•)*•» 


H-4/»(l  — /»  +  /*»)«* 

+  4(1  — /*-*^l»*>»' 

■       —4 


=  0, 


*>         li 


oder  siiiili,  iDsbfem  1  —  f»  mcbt  tenchwibdett 

*  ^    Ml-/»)* 


*        t  « 


i"M -/»)'' 


Setzt  Man,   am,  auB  dieser  Gfeichnngr  das  vwelte  GHed*  tvtgin» 
schaffeo, 


SO  erhält' ^feiui  zttr  Bestjnmiiiifp  tou  $  die  Gleichung 

^._4    (l-|-/*)»(i^ff-4-/u») 


=0. 


Es  ist  BfdD  Doch  Dötbig,  den  sweiten  Differentialqaotienten  vod  U^ 
in  Bezog  auf  /l,  als  veränderliche  Grösse  zu  entwickeln.  Weil 
aber 


.  V 


also 


ist,  und 


du 


=  0 


gesetst  worden  ist,  so  braucht  man  bloss. 

d*D 

an  entwickein.    Naeb  dem  Obigen  ist 


$  \i 


/- 
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and  folgKeb       '  ^  i- 


I    11. 


so  dais  es  abo»  da 

Ml 
ans  dem  Obigen  bekannt  ist,  bloss  noch  anf  d^  E|ntwickeIfU|g  T9I^, 

ä*F 

"i 


ankommt.    Weil  nun  n.acb  dem  Obigen 
ist,  so  18^  wie  mfn.l^erans  leicht  finde^  . 

also 


• •• «11      > 
•  •  •    •    ' 


-Ä,    1(3-*- ^_^,  ^it,i->y»>  rfÄ.-*^  »^     <?«,' 
oder 


I » t 


^=_ii -.(3+ j:^:^  +-^)  ^  +  Fr'gf  )•, 

*  Setzt  man  der  Kürze  wegen 


so  ist 


^—  -  v^Y^^.Vi  -^v* 


^^  =  Ä -1  IT  oder  B,^  =  IT, 


und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden,  wie  man  leicht  findet. 


46 


W«il  BV»  BMkl.taB  OU9M 


itt|  so  ist 

Da  aber  bekanntlich 

und 

ist,  so  wird  man  bei  der  Berechnung  des  xwetten  IKfferentialqno- 
tienten  ron  D*  sich  am  besten  an  die  folgenden  Formeln  halten: 


a  *  A 


und 


«^  1 

^V/l  — «»  ^-  V^l  —/*»««' 


f.  15. 

Wenn,  indea  X  eine  gegebene.  ZaM  bezeichnet, 

sein  soll,  so  haben  wir  nach  dem  Obigen  die  Gleichung 

WO  X  seine'' bekannte  Bedeutung  hat,  «also,  wie  man  leicht  findet, 
wenn  d^r  Kürze  wegen 


I  — ,-- 


gesetzt  ^rird, 


4« 

Quadrirt  man  dod  aof  beiden  Seiten  diflner  Glmkntf^y  ao  «rgielt 
flieh 


2f*i/r=T* .  i/i— V»»»  ==  it* — ^t  _  ^  ^  2^.,.^ 

und  folgUchy  wenn  man  jetit  wieder  auf  J>eiden  Seiten  quadrirt, 
nach  einigen  leichten  Rednctionen;  ^ 


oder 


oder  auch 


•  •  •  •  ■ 

Hat  man  mittelst  dieser  Forme)  %*  gefunden,  so  ergiebt  sich  auch 
flr*.  mittelst  der  Formet 


f.  16. 

Wir  wollen,  nun  noch  die  wichtigsten  der  im  Obigen  gefunde- 
nen Formeln  in  Reihen.  entwiclLein^  und  jR^erdeii  dabei. ^e  Bino- 
mialcoefficienten  fair  den  Exponenten  m  wie  gewöhnlich  durch 

♦  i 

«W|j    ^V^}    xRIg,    ^^4>    ^^§9    •  •  •  • 

bezeichnen. 

Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  nun  zuerst 


tf 
f     I 


»  '  ' 


Sin  0=     »  '     sin  a 

setzen.    Dann  i^t 

,  •       •  •  •      I  f 

sin(a4-@)  =  sin  a  cos  @  +  cos  o  sin  @ 

=£  sin  aK  1  ^r  sin  ®*  -}^  cos  a  sifi  ^ 

SSM  «{1+^^^^  «Ol  a^(i).  «0  ®* 

-I-  (i).  sin  ©« 

-i-(i)«  sin  e» 

■   'I  •  ' ' 
ttDd  folglich 
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!  -(4),  «^«* 


;  « ' 


/ 


Ferner  ist,  Iremi  wir  im  Folgenden  4er  Kürze. wegen  : 


AOBCOS  «  +  -■  t/l^/»»  «11  »» 


oder 


i    I    ■  i.*. 


I  ^ 


fl=V^l  — sin  0»-!-  — V/1  — n*»  sin  ©• 


i       IJ    •  : 


I  I 


•«... 


aetzeii,  wie  onn  letoBt  findet: 


.-'l 


.4-(i),(H-M')«i«Ö* 


t. 


Also  ist 


«1— A 


«in  a 


Ä. 


(i)>(H-A*)(H--ij7=e«»«) 


(i).  (H-^) 


■in  e< 


(i).(H-^')(l  +  ^«o««).,i     „,, 


+  (i).(4).(l+M) 

» 

+  (i).(l"4-^)        ... 

(i),  (1  -».  /»•)(!  -♦*  2i^  eoe  «) 

-^a).(4).(H-M) 
-K«).0-lr~) 


sin  e* 


sin  9' 


Ein  lillgeneines  Glied  dieser  Reihe  ist 


.  / 
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(-!> 


(i)-(H-i»»^')(,l  +  =^ 

+  (i).(+X*-i  (!  +  #*-») 

-4- (1).  (4)-.  (1+ /.»-») 

v.  s.  w. 

-4-(;)--i(i).(i+rt 

-!-(+)« (14-^) 

■«  cot  tt) 


Nack  einem  sehr  dekaniiteii  Sutzt  Tott  Aln  BiDOHmlcoefBeieiiten  ist 
aber,  wie  man  leicht  finden  wird,  fnr  it^l: 


obij^e  allffemeine  Glied  lässt  sich  also  fdr  4t  ^  1 ,  wenn 
r  dieser  VorausseUunir  der  Karte  weireii 


und  daa 
man  unter 


Ä-=7ia)«+a)-i«).M* 


n.  8.  w. 
.^^       ,  "f"(i)i  (i)«^-i 

settt,  anch  anf  den  folgenden  Aosdruck  bringen: 

(-  m»n  +  a)n  (1  +  M^^)  ^^  cos  O}    sin 

Setzt  man  nun  noch  der  Kürze  wegen 


1 


'    '  .'. 


SO  erhält  mi|ti  nach  dem  Obigen  für 
folgenden  Luftdruck: 


sin  a 


\" 


ß!i2iSL±Lg) 


i 


sm  a 


=  (H-^)(H. 


«1— Ä-  • . 

A  "  CO«  a) 


^"      '    rf- 1».  +  (i).  (1  +  M")  Tj—  cos  aj  .in  ©• 
l  *  ' 

-  Ift.  -f-(4).  a  +  /»^)Tip,  cps  a<  sId  ©• 

+ 1««  +  (J)i  (l  + 1^')  ^^  coi  aj  ahi  e« 


>•     M        .      . 
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und  folglicli  nach  f  <  3. 


«I— A 


«.— A, 

-  I«.  -Ki),  (1  +/*')^^^  CO«  «l  «n  ©♦ 
+ 1«.  -f- (i),  (!+/*•)  ^^^  «08  «}  tin  #•      ^ 

•  *      ■ 

"'l  -I 


oder 


~t        ! 


»1— Ai 


•  •     <    . 


+  I».  -i-(i).  (!+/»)  ^  CO«  ^(S^lTA).  ,i„  „. 

-|«.-»-(i).(H-M')^  «•¥.  «H-^j^)*  Bin  «« 
+  l«.-»-(4).(l-*-/»')^  CO.  «I(^)«  «n  a« 
-|««4-(4)^(1+/»')^^  cos  «j(^)'  sin  a- 


Weil  Don  aber 


y 


i 


i 


ces 


«  =  ±1^1  —  810  a» 
•  =x:|:;l-.;;t=(^)^  sin  «• 
qb(i),  Bio  a* 


ist,  so  ist,  wie  man'  leicht  findet: 


Tbdiy. 


«1— A, 

=i-(i-i-i)(i±^) 
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(i).(l+;J-) 


^  {  +(i).(X+i.*)<^)'  j  »in  «» 


«I— A 


Ueber  die  durch 


tt),0+^) 


i--A>« 


(i)4{H-^) 


•inAv, 


^'     '+(i).U).(l7*-/»*)(^)* 


+  (i)«0-Hj.»)i(^)' 

±«.(20- 


"l>   "l»  Ri>  *»4»  •»» 


«■  a* 


+  (i).(i).(i+i»)(Ti7') 
+  (i).  (4),  (!  +  /»)  (^)' 

# 

-*-a).(i-HM*)(^r 


0hl  a< 


bezeichDeten  Orösaeo  wollen  wir  noch  bemerken,  dasi,  wie  man 
durch  leichte  Rechnung'  findet: 


SI 


«.  =  - 


l-H^)* 


8^     ' 

1 -/«»)»  (1+/U») 


1<^ 


2!M^ 


iRt,  und  man  wird  leicht  ähnliche  Ansdrücke  auch  ftr  die  folgenden 
Coefücienten  finden  können.  .    - 

Ffirj[A  =  l  ist  St,  =2,  nni,  wie  hiebt  ans  dem  angeführten 
Satse  Yon  den  Binomialcoefficienten  gecN^hloasen  wird, 

- 
^  iCj  ^s  «t  2^  K4  SÄ  ITf  — *-  •  p  •  •  ^—  v^ 

I 

r  • 

alao  fiir  f*  =  l  nach  dem  Obigen: 


±2V^i(4).+«).(;),(^^' 

-|-a).(*)r(^^ 

+  (i).  (4).  (^^)* 
+  (*).(Ö.(^-)* 

+W41  Ä^  ) 


Bina' 


aina* 


rinra* 


oder  anch 


'  i 
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< 
I 


•4 
I 


CS 


;s 


iL- 


i 


+ 


I 


-6 


.    I 


+  +  I 


iL-  I 

+    + 


2L 

+ 


I 


ö      w     ;:;:.     o 


I 


.^    ^^    J^    < 


I  >  I 


I 


I 


I     j. 


I 


3  I 


I 


■<  L 


I 


< 
-    I 


■^K  «I«  '^is  "^IS 
J^    41    41    41    -H    41  41 

li 


1«      «      « 

;S     8     «       . 

[ 

1 

•( 

1 

< 

'          a    S  .2     • 

■■                 »pM     "*     "^ 

a          S    «    «B     • 

-In   -I«    -Jw      ] 

1 

*i*  'if¥?4l 

9 

»M 

1 

1      41 

(i 

>  .  n 

1 

a 

3         » 

e 

e 

« 

Ol 

s 


a 


• 
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siii(«  +  e) 


•in  a 


gefnndeiien.  Reibe  leicht: 


sin  a 


._ /i\   ^1 "—  A  11  ■  1^  gl  —  A>     .       , 

•  ±(i).2»^{i±(ei^.}«»«- 

=F(4).2^{l±(2i^)'}rin«« 


und  hieraus  mit  Hülfe  des  schon  mehrmals  angewandten  Satxes  von 
den  Binomialcoefficienteii 

t  I;^       ^  cos  a  =  sm  (a  H-  0)  cot  o 

8in  «  \      ■      ^ 


=±(l=fc2ij^) 


T(*).(l± 


in^t»  ^ 


Ä. 


)*   IIB  «* 


£!J=^U 


>l  (i).  +,(i).  tt).  (=^)«  +  (4).  (=^)« }  «i»  a* 

I(i).-Hi).(4).(^)'-H«.(i).(^)*-Hi).(^)*  l«i"«* 


Weil  nan  nach  f.  4.  bekanntlich 


oder 


;ij=^4-il,  8in(a-f»9)  cot  a, 
giSsA,  sin(a  +  d) 


^^Ts —  =  sin  (a  -I-  ö)  cot  «, 
^  =  sin(a  +  @) 


ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 


"ST" 


d=(i±^) 


=p(i).(i±^^»«»«» 


.:iii»  j-  a\.  i?i^i« 


und 


,  I 


Weil  nach  §.  5. 


«IBM      A 

sin  ce .  =  (/i*)-^ — T-  sin  a" 


ist,  so  brancbt  man  die  oben  fiir 

«i-Ai 

gefundene  Reibe  ^nr  mit  (//»)  sin  a  «u  mnUipliciren ,  um  onf  der 
teile  eine  nacb  den  uogeraden  Potefizen  von  sin  a  fortscbreitende 
Reibe  für  sin  Oj  zu  erbalten.  Die  ReHie  für  -cos  a,  ma^,  als  we- 
niger wicbtiff,  und  weil  ibre  Entwickelung  nicbt  obne  einige  Weit- 
läufigkeit möglieb  ist,  der  Kürze  wegen  für  jetzt  bier  übergangen 
werden. 


*.  17. 

t 

Wir  wollen  nun  nocb  den  Fall  besondem  betrachten,  wenn  der 
einfallende  Strabl  der  Axe  der  jf  parallel  fSf.  '  In  diesem  Falle  ist, 
wenn  wir  die  in  f.  11.  eingefubrten  Bezeichnuugen  beibebalten^ 
und  immer  ^i  =  0  setzen : 


sin  8  =  ±  Tj?- 

ond 

Äi(cos  e— —  V/l— ^«  sin  ©') 
ül  — «I  — ^  1 

^' 

wo  die  obei^  oder  antern  Zeichen  zn  nehmen  sind,  jenachdem  der 
einfallende  Strahl  Ton  seinem  Ausganffsponkte  an  nach  der  Seite 
der  positiven  ^,  oder  nach  der  Seite  der  negativen  x  hin  gerich- 
tet ist  

Entwickeln  wir  ann»  indem  wir  cos  ®  =  V^l  —  «S»  ö*  setien, 
den  Zähler  des  vOrs^eheaden  Bmchs  nach  den  Potensen  von  9»  9, 
80  erhalten  wirr 

-A,:ä=«.q=i^^Ä.|i-^-a),(l-/»)8lB0« 

+  (*).(!-***•)  «"Ö* 

•dar 

A.=«.q=i-^Ä.{l-^-(4).(l-f*)(i;)' 

+  (4).(l-M')(j|;)* 


Ferner  ist  nach  f.  ü. 

•      •  ■  »^ 

t 

and  folglich,  wie  nan  leicht  findet: 

=»:  8iii  «.  =  (m)  1(1  +  ^)  «in  ö - (i).  <1  +  ^)  «"  ©• 

-4-(4).(H-f»')«inö' 
-(4).(H-M')«"®' 
-H  (i).  (1  +  M')  rf"  «• 


5« 

oder        -  . 

«in  a.  =  - 0*)  \il  +j)-^^- (4).  (1  +  />»)(]?;)• 

-(ih(H-/»'Kj|;)'/- 

< 

ICiidlicL  ist  Dach  f.  11. 

,   ±-^y*=l  — C08  0(co8  0-|-~:|/l-.f»»  »in  ö»), 

und  folglich,  wie  maD  mit  Hülfe  des  scbon  mehrfach  aogewandten 
Satzes  Von  den  Binomialcoefficienten  laicht  findet: 

« 

-(*).(H-M)*  Au&*    • 

H-{(4).+(+).(i).M*-H<i),/t»M  Bio  e* 

+  {(4).-Hi).(i).M'-Ki).(i),M*-Hi).(i).M*-Hi)4f»'  I"««' 

oder 

cos  a,  = 

1 

- 1(4).  -»-  (4).  (4).M'  +  (4).  (4)./»*  -*-  (4)./»M  (i;)' 

oder  auch,  wie  man  durch  leichte  Rechnung  findet: 

cos  «,  ^ 


7 


»• 


-40+rtM3|;)* 
-  4(1  -  /<*')•  (jI^)* 


X»« 


— r{T(l  -^*r  (5  +  6/»»  4-5/*') (3^) 
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f  '18. 
io  f.  16.  haben  wir 

«i— A. 


•  •*        *  > 


iD  eine,  naicli  df^  ^er^den  Poieii^jeji  \pn  sin  «  fortschreitende  Reihe 
eDt^ckelt.'    Um  nun  aber  atfct . '  '     '    ' 


«A— Al 
«1— A 


iä  eine  solche  Reihe  za  entwickeln,  miisste  man  auf  folgende  Art 
verfahren.    Man  aetse 


•  • 


^ — ^  =  ^-+-i?8in  a'+Giin  a^H-Äiin  «•-H...., 

wo  die  Goef&cienten  A^B^C^D^,,,.  ans  f.  16.  bekannt  sind,  und 

^f-^' =  a ■+•  »sin  a»+€8in  a*+Dsin  a«Hl.... 


\-  .«i-r-A 
Weil'  nun 


#, — Ai  ■  Äi— A 


t     t 


ia^  so  erhält  man  durch.  Mukiplication  der  beiden  obigen  Reihen  in 
ftinander  dio  fileiehuiBg 

+  M9  +  i9!t)  sin  «« 

+  (^£-+-Äa5+  C«)  sin  a* 

+  (^3)  +  Äflr+c»  +  ZW0  sin  a» 


ans  welcher  sich  sur  Bestimmung  der  Coefficienteu  8,  »,  £9  D»  <••• 
die  Gleichungen 

u.  s.  w. 

ergeben  y  deren  Gesetz  klar  vor  Augen  liegt.  Diese  kurze  Andeu- 
tung über,  d^n.in  Rade  stehenden  Gregenstand  mag  filr  jetzt  geflü- 
geo,  um  dieso,AbiiaJidl&ng,  welche  vorzüglich  nur  die  Grundlagen 


andore  spiter«  Untersuchungen  enthalten  soll»   nicht  zu  sehr 
•oazudehnen. 
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n. 

Lehrsätze  und  Formeln  aus  der  analyttschen 

Geometrie  mid  matiiematischen  Gciograj^ie^ 

welche  in  der  practischen  Geometrie 

zur  Anwendung  kommen. 

Won 

Herrn  Professor  Dr«  Gerling 

Bu  Marburg. 


ZumBehaf  meiner  TriaDgalirangs- Arbeiten  habe  ich  t^on  ?or 
mehr  als  zwanzig  Jahren  die  nöthigen  Lehrsätze  und  Formelq  mir 
in  möglichst  elementarer  und  anschaulicher  Weise  selbstständrg  ent- 
wickelt. Dieses  hat  mir  gate  Dienste  geleistet,  und  habe  ich  ancb 
dabei  gelegentlich  Eins  und  das  Andere  aofgefundeu ,  was,  meines 
Wissens,  wenigstens  nicht  so  allgemein  bekannt  ist,  als  für  die 
Anwendung  vielleicht  za  wünschen  wUre.  leb  stelle  alta  meine 
Abletlungen  hier  zum  Gebrauch  der  Praetiker  «asammen  «od 
gebe  ihnen  dadurch  zugleich  vollständige  Auskunft  über  das  Ver- 
fahren, welches  in  dieser  Beziehung  von  mir  beobachtet  wurde,  in 
meinem  Buche  über  die  Triangnlirung  aber  ( B^Uräare  %ur  Geo» 
graphie  von  KfurheMsen,  1838^  namentlich  f.  51.  54.  96.  nur  kprt 
angedeutet  werden  konnte. 


Den  elliptischen  Erd«Meridian  betreffend. 

♦.  1. 

Bezeichnen  wir  die  halbe  grosse  Axe  der  Ellipse  mit  tf^  die 
halbe  kleine  Axe  mit  ^,  so  haben  wir  bekanntlich  die  Gleichung 
der  Ellipse  für  rechtwinkliche  ans  dem  Mittelpunkt  den  Azen  paral- 
lel gezänlte  Coordinaten 


(1) 


Diefte  Form  der  Gleiebung  ist  aber  für  die  Rechnungen  ^  die  sieh 
auf  den  Erdmeridian  beziehen,  niebt  die  bequemste.  Wir  haben 
biebei  nämlich  immer  zuerit  nach  der  Pol  höbe  ( nnverbeasertan 
geographischen  Breite)  des  Orts  zu  fragen,  für  welchen  ea  etwas 
zu  reebnen  giebt.  Diese  Polhqhe  ist  bekanntlich  der  Winkel,^  den 
die  Vertiefte  des  Orts   mit  der  Bbene  des  Aequators  macht,    der 


«9 

X 

MMt  ainli  woU  $iilMioraia)«tt«WMikel  f^oAnpt  wird.  —  SMasn  aber 
braocbeo  w|r  ud»  wibrtBd  noimtr  nfmatea  EechniiBgeii  am  4aä 
wirkliebe  LängeDBaaMr  tod  'a  (dem  Halbn^eaeer  des  Aequators) 
uod  d  (dem  Halbmesser  des  Pob  oder  der  halben  Rotations- Aze) 

far  nicbt  au  bekilmmera^  weiwi  wir  nur  von  Anfang  die  Gestalt 
er  Ellipse  kennen,  und  zuletzt ^die  ricbtige  Maass •  Einbeit  ein- 
fuhren. 

Wir  werden  also  uns  die  Rechnungen  erleichtern,  wenn  wir 
gleich  yon  Anfang  ip^  4er  Gleiekuiiff  der  Ellipse  sowohl  a  zum  Maass 
aller  L&ngen  nehmen,  als  auch  die  rechtwinklicben  Coordinaten 
selbst,  und  alles,  was  damit  zusammenhängt,  als  FMctmen  des 
Snbnormalen  -  Winkels  9der  der  Polhöhe  des  OTrts  ausdrucken,  die 
wir  mit  A  bezeichnen  wollen. 


Dia  Gestalt  4ea  elftipliaebaa  ErdaeridiaBa  ist   nun   duck  die 
Abplattung  e  gegeben,  wofür  wir  die  Formel  haben 

ß)    e  =  ^ 

% 

Wir  gebrauchen  aber  in  den  nractischen  Rechnungen  gewöhnlich 
die  in  abstraeter  Zahl  ausgedruckte  Bxeentricitäi  e  der  Ellipse, 
die  wir  durch  die  Formel 

berechaen« 

Die  VergleMnmg  vob  <2)  und  (3)  giebt 


also 


^'  =  i-^'  =  a-^)% 


(4)    4?*=(2-c)c. 


Dieser  Formel  bedienen  wir  uns  schon  mit  Nutzen  zu  üebers  hlS* 
gen.     Denn  *  da  wir  wissen ,  dass  c  nach  dem  Zeugniss  aller  Grad- 

messungen  nur  sehr  wenig  von  rrg  abweicht;  so  haben  wir 


e* 


150 

1 
22500 


5  ^^  »75000  "•  *•  ^' 


Wenn,  uns  also  ReiheMatwickelungau  vorkommen,  die  nach  Poten- 
zen von  0^  fortschreiten,  so  können  wir  nach  dem  jedesmaligen 
Zwecke  biednrcb  leicht  benrtheilen,  wie  viel  Glieder  davon  wir 
mitsuoehmen  bkben. 
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f  f 

BeseUiesseB  wir  nun  far  das  Folgende  m  ivr  Maaw.BiMkeit 
aller  Längen  xn  wählen,  so  haben  wir  in  setaen 

(«)    «=1    . 

und  somit  wird  unsere  Formel  (1)  in 

(8)y«  =  (l-.ir»)(l-*») 
sich  verwandeln. 


%.  3. 

Cm  nun  weiter  die  Coordinnten  als  Functionen  der  Polhöhe 
(des  Subnormalen-Winliels)  J^  auszudrücken^  erinnern  wir  uns,  daas 
ganz  aHgemein  Tcrmöge  des  sogenannten  cbaracteristischen  Difie* 
rential- Dreiecks  ist: 

also  entweder 

tamg  ^=  +  ^  oder  tang  A^=  — jg^. 

In  nnserm  besondern  Fall  werden  wir  für  tang  N  den  letzten  die- 
ser Ausdrücke  zu  wählen  haben ,  weil  die  Polhöhen  und  mit  ihnen 
die  elliptischen  Meridian  «Bögen  immer  im  ersten  Quadranten  blei- 
ben und  vom  Aequator  gegen  den  Pol  hin  wachsen,  somit  also  die 
äse  und  dy  nothwendig  verschiedene  Zeichen  haben. 

Diflferentiir^n  wir  nnn  die  Gleichung  (8),  so  kommt  uns  sn- 
nächst 

%ydy=  —  2(1  —  e»)a?ite, 

d.  h. 

dx >y 

dy~      (l-e'K 

Erheben  wir  ins  Quadrat  und  setzen  f&r  y*  seinen  Werth  aus  (S), 
so  wird 

(9)    tamgX'=j^E^*' 

Gehen  wir  von  der  Tangente  auf  die  Secante  und  von  dieser  auf 
den  Cosinus  über,  so  kommt  uns 

und  endlich  darch  Mvitiplieation  von  (9)  and  (10) 

(II)    »im  X*  =  iZe*x'' 
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DrBcken  wir  oub  jc^  darcb  die  Fortfiel  (11)  a«8,  so  kommt  ans 


also  endlicb 


(12)   ^•  =  i_^t^^.. 


^*^^     *=(l^^»jmA^»)*' 


Seftien  wir  den  Werth<von  ^*  ana  (12)  in  die  Formel  (8),  so' er- 
halten wir 

UüX      ■^(l-g')(l-<>'*^iV'-wiV>) 

alao  sngammeogenommeD  Dod  amgeiogen 

/i^\       _     (l-^)#<niy 
i^öj    y— (TZir-JSTS^li- 

*  • 

Der  für  jp  und  y  gemeinschaftliche  Factor  tt^^%  g;^  /y»^  "^> 

wie  weiter  unten  erhellen  wird,  von  grosser  practischer  Wichtig- 
keit, Er  hietet  aher  aueh  ein  geometrisches  Interesse  dar.  Denn 
ist  FliT*  t«  X  der  Funkt  des  Meridians,  für  welchen  die  Rechnung 
SU  fuhren  ist,  nod  ^^  in  seiner  Verticale,'  so  ist  nach  unsem  bis- 
herigen Festsetzungen  CP^=zas^  also  aus  (13) 


(1  —  «»  9in  N^yk 


d.  b.  gleich  dem  Theil  der  Verticale,  welcher  swischen  dem  in  Rech- 
nung zu  nehmenden  Ort  und  der  Rotations «-  Aze  des  elliptischen 
Sphäroids  liegt.  Ich 'habe  für  diese  Linie  den  Namen  Co  nor- 
male vorgeschlagen  und  werde  auch  hier  den  Buchstaben  k  zu 
ihrer  kurzen  Bezeichnung  gebrauchen. 


Mit  Hflife  der  Conormale  k  lassen  sich  nun  die  sämmtlichen 
Linien,  die  in  dem  elliptischen  Meridiane  zur  Berechnung  kommen 
können,  leicht  und  in  bequemen  Ausdrücken  als  Functionen  der 
^ Polhöbe  darstellen.    Wir  haben  nämlich  Flff.  f. 

»    y (==  LJP)  =  (1  —  e^)k  Mim  N 
4    NoanuLE  (  =  LN)  =  (1  —  e^)k 

*  SUBNORHALE  (=  NP)  =  (1  —  e*)k  COM  N 

•  SUBTANGENTB  (=  FT)  =  (1  —  «»)it  9m  l\  .  Utmg  N 
9     TANGEKTB  (=s:Z^T)=s(l— 0*)^  «Mi^  A 


n.  #     CO=,e^k  Hn  N 

Cbeo  80  leicht  ergeben  sich  dod  zwei  andere  GröueD',  welche 
maD  mitunter  gebraucht,  die  Entfernung  CL{z=^  R)  des  Orte  vom 
Mittelpunkt  der  Erde  (der  aogenaante  locale  Erd-Radiua)  und' der 
Winkel  CXA^(=v),  den  diese  Linie  mit  der  Verdcale  macht  (.die 
sogenannte  Verbesserung  der  Po^b&heK  welcher  Winkel  auf  un* 
serer  Erde  bekanntlich  höchstens  12'  beträgt  und  von  der  Folböbe 
abzuziehen  ist»  um  die  sogenannte  verbesserte  Breite  I^CJL 
:=:  A  -^v  ZU  haben. 

Denken  wir  uns  nämlich  von  C  auf  die  Conormale  ein  Per- 
pendikel gefällt,  so  ist 

(16)    n  9im  ps=z  CA  um  Nz=:\e*k  #ij»  IN 

k 
Hieraus  ergiebt  sich  nun  leicht  durch  bivision 

li .  tt    tang  0  =  \e*k^  Hm  2A 


(17)    R  cos  v  =  LO^CO  Mm  A=z^. 


k  cos  V 


Diese  letzte  Formel  zeigt  auch  eine  elegante  geometrische 
Eigenschaft  der  Ellipse  an,  womit  wir  uns  hier  aber  nicht  aufhal- 
ten. Ich  habe  sie  mitgetheilt  in  meinem  Programm  de  paraliaasi 
eimtianis  1830,  wo  auch  die  obigen  Formefn,  meines  WisseuSy 
snerst  bekannt  gemacht  wurden. 


f  5. 

Die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  zeigen,  dass  es  bei  allen 
Rechnungen,  die  sich  auf  das  Erd-Sphäroid  beziehen,  am  vortherl- 
baftesten  sein  wird,  aus  dem  zum  Grunde  zu  legenden  c,  erst  nach 
(4)  das  €'  scharf  zu  berechnen,  und  sodann  nach  n.t  för  die  Ge- 
gend, worin  man  zu  tbun  hat,  eine  Hülfstaf^l  zu  construiren, 
aus  welcher  man  für  das  Argument  A  das  jedesmalige  Jk  abliest. 
Hieraus  folgt  dann  alles  Weitere  nach  obigen  Formeln  leicht,  und 
kann  erforderlichen  Falls  auch  in  Tafeln  gebracht  werden. 

Ich  habe  zweimal  eine  solche  HiUfstafä  bereehnet«  Xuemt  1622 
für  die  Wai^ecksche  Abplattung  (BeUräge  u.  s.  w.  S.  84  und  198) 
und  sodann  1830  fiir  die  (erste)  Sekmi^t^  Abplattung  tpmraU 
iajpit  elat.y  vergl.  Sckumaeher  AMtrom^mUehe  Amc/kricmem  X. 
S.  7.).  Hier  will  ich  also  fiir  Practiker,  die  vielleicht  sich  aUinliche 
Tafeln  entwerfen  wollten,  etwa  noch  der  neuesten  JOesseischen  Ab- 
plattung ^=2991^  {Schumacher  a.  a.  0.  XIX.  S.  116.),  noch 

die  Weise  angeben,  wie  ich  dabei  verfuhr. 

Man  gebraucht  in  der  Praxi»  gemeinigltdi  iddit  h  itlbst^  aon- 


/ 
% 


4cni  8«iii«ii  ijsfaritibmtt,  ooil  kt  also  aaeb  die  Tafel  gleich  filr 
i^g^  h  au  «aDatvairaD. 

-'Eriidbe  ick  alio  die  Faraiel  m.I  erat  ins  Quadrat,  so  kommt 

^»  =  (1  —  e»  nin  J^»)-». 

Diffefeiitiire  ich  dieaea  nacik-#tJ»  Jji^  so  kommt 

Dividire  ich  dann  das  untere  durch  das  obere,  so  erhalte  ich 

Entwickele  ich  rechts  die  Parenthese  und  multiplicire  mit  e'*  sim  N^ 
so  ergiebt  sich 

also   dnroh-  Integration   and   Multiplication   mit  dem  Hodolns   des 
briggiseben  Sjstem»  (ss  M) 

(18)  Ugk:aBM(\6^  «•«  A»  -+-i«*  sin  A*  +*<?•  4m  üi^-^....) 


Dass  keine  Integrations-Constante  beizufügen  ist,  erhellt  daraus/ 
4aaa  für  J^s^O  nach  ii*t,  kz=z\  werden  moss,  also  auch  iog  k 
=  0. 

Man  kaiui  also  «ur  Eutwerfang  der  Hölfstafel  flir  iog  k  einen 
grossen  Theil  der  liechnong  mit  Sstelligen  Logarithmeo  ausfuhren. 


und  bat  dann,  um  die  Logarithmen  aller  im  vorigen  Paragraphen 
erwähnten  Grössen  für  de«  Halbmesser  des  Aeonators  als  Einheit  durch 
leichte  Formeln  au  erhalten ,  ausser  dem  log  e* ,  den  man  schon 
für  die  Bttlfstafel  gebrauchte,  nur  noch  den  feg'(l— «*)  ein  fiir 
allemal  an  berechnen  und  sich  aufzuschreiben.  Zoletat  ist  dann, 
wenn  aMin«bsii|utes  Länfpenmaass  verlangt,  noch  ioga  binsasufiigen« 
Beiiei  (a.  a.  0.)  giebt  nach  seiner  so  höchst  verdieostiidien 
definitiven  Bereehnung  von  zehn  eradmessungen 

i^^  (1  —  IT«)»  =s  9,9985458 .  202 

«  =  3272077,14  Toisen 
ib^  «  =  «,5148235. 337 


Den  Krfioimungshalbmesser  des  Meridians 

betreffend. 

Bei  Untersnchnngen  über  Quantität  uqd^  Qualität  der  Krüm- 
mung einer  ebenen  Curve  pflegt  man  gemeiniglich  denselben  Weg 
einznachlageay  den  man  auch  bei  den  meisten  andern  Dntersuehnn- 
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gtu  geht;  sa  dais  nao  also  doF  als  coMtänt.jM^iBinty.  (d.  Ii. 
die  o;  als  UDabbäogige  der  Zeit  proportional  wacineade  Grösaea  be- 
trachtet), alle  libriffeD  Differeotiale  saiiäcbsfc  «it  da^  «ergleichi, 
und  dadurch  die  brannten  Formeln  mit  Hülfe  der  sweiten  Diffe- 

rential- Verhältnisses  -^  entwickelt. 

Mich  hat  aber  immer  bedanken  wollen,  dass  miin  auf  eio<iii 
andern  Wege  in  manchen  practischen  Fällen  bequemer  aod  jeden- 
falls übersichtlicher  zum  Ziel  kommt.    Folgendes  ist  dieser  Weg. 

1.'  Ich  denke  mir  nämlich  von  Anfang  den  Bogen  s  der  ebe- 
nen Cttrve  als  unabhängige  Veränderliche,  da^  heisst  also  mit 
andern  Worten,  ich  denke  mir  die  Curve  als  entstanden  ana  einem 
eingeschriebenen  Pol  jgonznge,  der  aripriiliglich  über  .den  Poljgon- 
seilen  lauter  gleiche  Bögen  hatte,  und  nun  durch  fortgesetzte 
Halbirung  dieser  Bögen  in  die  Curve  überging,  worin  alao  inneres 
und  äusseres  Polygon  zusammenfallen.  Oder  noch  anders,  auage.-» 
drückt,  ich  denke  die  Curve  nicht  bloss  als  Poijgonzug,  sondern 
als  gleichseitigen  Polygonzug  von  unendlieV vieletp  ua^Hdlicl 
kleinen  Seiten,  deren  jede  den  constanten  Werth  dt  bat. 

2.  Zwei  .benachbarte  dt  können  nna  nidkt  ia  gierader  Liaie 
liegen,  weil  sonst  ein  Theil  der  Curve  ana  einer  geraden  Linie 
entsprungen  sein  müsste.  Der  Winkel  aber,  den  sie  mit  einander 
bilden,  muss  nur  um  eine  unendlich  kleine  Differena  ¥oa  ^wei 
rechten  Winkeln  verschieden  sein,  weil  sonst  dt  nicht  unendlich 
klein  wäre.  (Oder,  will  ich' noch  hinzusetzen,  weil  sonst  die  Ste« 
tigkeit  unterbrochen  wäre,  welcher  FaR  aber  für  gegenwärtige» 
Zweck  ausser  Betrachtung  bleibt.) 

3.  Denke  ich  mir  nun  am  Anfang  und  am  Ende  eines  beliebi- 
gen Elements  jenen  Winkel  mit  seinem  benachbarten  Element  durch 
eine  gerade  Linie  halbirt,  so  erhalte  ich  zwei  b<enacbbarti6  Nor- 
malen. Diese  Normalen  kann  ich  mir,  wenn*  eft  erforderlieb  ist, 
auch  senkrecht  auf  andern  Cunrenelementen  errichl^t  denken, 
indem  ich  die  Mitte  eines  in  Betrachtung  gezogenen  Element»  dt 
mit  der  Mitte  des  vorhergehenden  und  folgenden  durch  neue  gleidi 
grosse  Elemente  verbunden  denke^  die  also  auch  wieder  mit  4er 
Curve  zusammenfallen. 

4.  Je  zwei  auf  solche  Weise  einander  benachbarte  Normalen 
werden  sich  nun,  allgemein  zu  reden  (denn  Ausnahmsfalle  erfordern 
eine  besondere  Betrachtung),  in  einem  Punkt  schneiden,  und  hier 
einen  Winkel  einschliessen,  welcher  aach  uneiidlich  klein  ist,  weil 
ein  Elementardreieck  entsteht,  in  welchem  die  beiden  dem  dt  an- 
liegenden Winkel  nur  um  einen  unendlich  kleinen  Unterschied  von 
rechten  Winkeln  abweichen.  Denke  ich  mir  aber  irgendwo  in  der 
Ebene  der  Figur  eine  beliebige  Abscissenlinie  gezogen,  bezeichne 
den  Winkel,  den  die  durch  den  Anfang  von  dt  gezogene  Nor- 
male mit  derselben  macht,  mit  A^,  und  zwar  in  dem  Sinn,  dass  für 
das  wachsende  t  auch  A^  wachsen  mnss,  so  ist  der  obige  von  zwei 
einander  unendlich  nahen  Normalen  eingeschlossene  unendlich  kleine 
Winkel  mit  dA  zu  bezeichnen.  Diesen  Winkel  dJ¥  kann  man  da- 
bei am  bequemsten  durch  einen  sehr  kleinen  Bruch  des,  als  Ein- 
heit zu  nehmenden,  |lalbmessers  ausgedrückt  denken.  Sollte  er  in 
Secunden  dargestellt  werden,  so  käme  dann  nur  noch  der  bekannte 
Factor  ^(=m2M,81)  hinzu. 

5.  Ist  nun  die  zu  betrachtende  Cnrfe  ein  Kreia,  so  ist  aie 
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nach  bekanntes  Elementar •SütseD  aus  einem  regelmässigen, 
also  nicht  bloss  gleichseitigen,  sondern  ancb  gleichwinklicbcn  Po* 
Ijgoif  entstanden.  Demnach  werden  alle  Elementar*  Dreiecke  auch 
gleichschenklich  und  einander  conffraent,  und  alle  Normalen  schnei- 
den sich  also  in  einem  obd  demselben  Paukt,  dem  Mittelpunkt 
des  Kreises.  / 

^  6.  Ist  aber  die  Cnrve  kein  Kreis,  so  muss  sie  aus  einem 
gleichseitigen,  nicht  gleichwinklichen  Poljffonzuge  entstanden 
gedacht  werden.  Allgemein  zu  reden  werden  also  je  drei  auf  ein- 
ander folgende  tU  zwei  Winkel  mit  einander  bilden,  die  von  ein-^ 
ander  verschieden  sind,  und  zwar  verschieden  um  die  Differenz 
zweier  unendlich  kleiner  Winkel,  d.  h.  um  einen  Winkel,  welcher 
im  zweiten  Grad  unendlich  klein  ist. 

7.  Denkt  man  sich  nun  anf  dem  mittelsten  von  drei  auf  ein- 
ander folgenden  Elementen  in  seiner  Mitte  ein  beliebig  verläng^tes 
Perpendikel  errichtet,  so  mnss  dieses,  nach  dem  obigen  3.,  irnch 
als  Normale  der  Curve  gedacht  werden.  Es  steht,  wie  oben,  senk- 
recht auf  der  Berti brnngt-Linie,  die  als  Verlängemng  eines  Cnrven- 
Elements  zu  denken  ist.  Es  ist  also  auch  der  geometrische  Ort  für 
die  Mittelpunkte  aller. Kreise,  welche  an  dieser  Stelle  die  Corvo 
beröbren  und  also  die  Berührung^s-Linie  und  auch  dies  eine  EleuTent 
mit  ihr  gemein  haben. 

8.  In  Kreisen  nun,  welche  eine  Cnrve  von  aussen  berühren, 
liegen  alle  fibriffen  Kreis -Elemente  auf  der  andern  Seite  der  Be< 
ruhrungs  -  Linie  als  wo' die  entsprechenden  Curven -Elemente  liegen. 

Bei  inneren  Berührungs- Kreisen  aber  tritt,  riicksichtlich 
der  drei  auf  einander  folgenden  Elemente,  eine  föufTache  Ver- 
schiedenheit ein. 

d)  Es  können,  wie  Fli^.  9.  roh  angedeutet  ist,  die  beiden 
benachbarten  Kreis  -  Elemente  innerhalb  der  entsprechenden  Cur- 
ven- Elemente  fallen. 

b)  Es  können,  wie  Fiff«  S*9  die  beiden  benachbarten  Kreis- 
Elemente  ausserhalb  der  Curve  fallen. 

c)  Es  kann,  wie  Fiff*  4.9  das  benachbarte  Cnrven  -  Element,' 
welches  tlen  kleineren  Winkel  init  dem  mittelsten  Element  macht, 
mit  seinem  Kreis -EleiiieDt  zusammenfallen,  dann  wird  im  dritten 
Element  die  Cnrve  zwischen  den  Kreis  und  die  Berührungs -Linie 
fallen.  * 

d)  Es  kann ,  wie  Flip.  5*9  dasjenige  benachbarte  Curven  -  Ele- 
ment,' welches  den  grösseren  Winlcel  macht,  mit  dem  Kreis- Ele- 
ment zusammenfallen,  dann  wird  im  dritten  Element  der  Kreis 
zwischen  Curve  und  BerührnngrsHnie  fallen. 

Zur  Vergleichung  dieser  vier  ersten  Fälle  denken  wir  uns  den 
Halbmesser  des  betreffenden  Kreises  stetig  wachsend.  Dann  geht 
zuerst  der  Fall  a)  in  den  Fall  c)  über.  In  beiden  Fällen  ist  das 
dN  des  Kreises  grösser  als  das  dN  der  Curve,  und  zwar  betragt 
der  Unterschied  dieser  beiden  dN  ein  unendlich  Kleines  des  zwei- 
ten Grades.  —  Von  der  andern  Seite  muss  bei  abnehmendem  Ualb- 
messer  der  Fall  b)  zuerst  ita  den  Fall  d)  übergeben,  und  ist  in  bei- 
den Fällen  das  dN  des  Kreises  um  ein  nnendlich  Khines  des  zwei- 
ten Grades  kleiner  als  das  dN  ^tr  Curve. 

e)  Zwischen  den  Fällen  c)  und  d)  sind  nun  die  Fälle  enthal- 
ten, bei  welchen  ein  benachbartes  Element  innerhalb  fällt,  das  an- 
dere ansaerhalb.    Unter  diesen  muss  also  auch  einer  begriffen  sein. 
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bei  welckem  jeni^r  Unterschied  der  beiden  dA  gttntlicb  verachwia- 
det.  Die8  lässt  sich  i^ämltck  oar  auf  die  einzige  Weine  errei» 
eben ,  dass  man  die  beiden  benachbarten  Kreis  •  GleoMnte  unter 
gleichen  Winiceln  (unendlich  kleinen  des  xweiten  Gradeil)  ge- 
gen die  Curven  •<  Elemente  zu  beiden  Seiten  geneigt  denkt,  wie 
FiS*  ^*  angedeutet  ist.  Weil  nämlich  der  geometrische  Ort  des 
kreismittelpunkts  nach  7)  gegeben  ist,  so  kommt  es  nur  noch  darauf 
an,  durch  die  beiden  Endpunkte  des  Elements  und  den  Durchschnitte- 
punkt  .  der  beiden  benachbarten  Normalen  der  Curvc  einen  Kreis 
gelegt  zu  denken,  der  den  verlangten^  Mittelpunkt  auf  dem  Perpen- 
dikel abschneidet. 

9.  Denjenigen  berührenden  Kreis  nun,  dessen  dem  gemein- 
schaftlichen ds  entsprechendes  dA^  mit  dem  dA  der  Curfe  Töllig 
übereinstimmt  (welcher  also  die  Cunre  unter  gleichea,  im  zweiten 
Grad  unendlich  kleinen  Winkeln  schneidet)  nennen  wir  den  Krüm- 
nungs kreis  und  seinen  Halbmesser  (=r)  den  Krfimmungff- 
halbmesser  der^Curve  an  dem  entsprechenden  Punkt,  wo  wir  una 
im  Vorigen  das  mittelste  Element  oder  vielmehr  dessen  Mitte  dach- 
ten.   Damit  haben  wir  also  die  Gleichung  gewonnen 

._  ät 

Für  die  practische  Anwendung  dieser  Gleichung  ist  es  nun  na- 
türlich nicht  mehr  nöthig  gerade,  wie  bisher  zum  Behuf  der  Ablei- 
tung geschah,  s  als  unabhängige  Veränderliche  zu  denken.  Es 
genügt,  wenn  wir  nur  auf  irgend  eine  Weise  uns  Kenntniss  von 

ds 
dem  Quotienten  -r^  verschaffen. 


f.  7. 

Bei  der  Anwendung  des  Vorigen  auf  den  elfiptischen  Erd- 
meridian ^ergiebt  sich  für  den  Krümmungshalbmesser  ^  zuerst 

vermittelst    des  sogenannten  characteristischen  Dreieck»  die  Glei- 
chung 

-  dx 

also 

ds  da: 


dN~      sin  NdJT 

Der  letzte  Theil  des  letzten  Ausdrucks  findet  sich  hier  aus  der  Dif* 
ferentiation  von  (12). 
Ans 

ees  A^«  =  (1  —  #»  #M  JV*)^» 

kommt  nämlich 


-CO«  Jr.'-=^^l-e*sinJ»*)x-e*a^»c0tJV^!^^. 
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ZtUMuneDgeioge«  nnd  lUDgekehrt: 

_      dm       c»#  iy(l  —  <* j:»)     ' 

ff 

oder  durch  Einfiilmiiig  von  (10) 

__£tL=i!)__ 

"cw  AClr-d»  sin  N^y 
das  ist  nadi  (13) 

1  —  g» 

uod  also  endlich  nach  n«  JL 

aif.  14    r  =  (l-.e»)^«. 

Ist  demnach  die  oben  erwähnte  Hfilfttafel  ft&r  k^  oder  vielmehr 
für  hg  k^  einmal  berechnet»  so  hat  man  auch  zur  Auffindung  von 
rfhf  jede  beliebige  Polhöhe  nur  noch  geringe  Bemühung. 

Aus  n.  14  ergiebt  sich  nun  auch  mit  Leichtigkeit,  dass  die 
extremen  Wenhe  von  r  mit  den 'extremen  Werthen  von  k  zusam- 
menfisUen.    Aus  la.  I  vnrd  dann 


das  ^rösste  r  (für  A^=90«)  =  (l  —  e»)-» 
das  kleinste  r  (für  Nz=z  0)  =  1  —  e' 

d.  b.  wenn  smu  a  nnd  b  selbst  wieder  einfuhrt, 


•% 


der  Krümmungshalbmesser  am  Pol        ^^^'T 
»»  »9  „  Aeqoatoras  •— •» 

wie  auch  sonst  allgemein  bekannt. 


Die  ebenen  Schnitte  des  Erd-Sphäroids 

betreffend. 

•  ♦.  8. 

Wenn  eine  ganz  beliebige  Bbene  durek  das 
Rotations -Sphäroid  gelegt  wird»  so  miiss  es  isMner  einen  MesidiiM 
geben,  dessen  Ebene  ven  ihr  unter  einem  nscbten  Winkel  getroffen 
wird. 

Damit  nun  die  schneidende  Ebene  als  gegeben  betrachtet  wer- 
den dürfe»  muss  man  Flff*  9.  in  Jenem  senkrechten  Heridina 
den  Punkt  S  kennen,  in  welchem  sie  ihn  trifft,  und  überdies 
den  Winkel  Wy  unter  welchem  sie  gegen  den  Aequator  geneigt  ist. 
Derselbe  wird  dann  in  der  Ebene  &s  senkrechten  Meridians  selbst 
gemessen. 

6» 
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,     ' 


Der  Winkel  w  kann  nun  alle  Werthe  von  0  bis  180*  anneb* 
men,  und  nur  in  dem  Fall,  da«s  w  die  Polhöbe  des  Punkta  S  um 
90**  übertrifft,  wird  die  acbneidende  Ebene  in  eine  berabrende,  also 
der  Scbnitt  in  einen  Punkt  sieb  verwandeln.  Bei  der  Bntwicke- 
lung  der  nötbigen  Formeln  kann  man  also  von  einem  w  ausgpeben, 
welches  in' den  ersten  Quadranten  fällt  und  in  demselben  Sinn  ge- 
zählt wird,  wie  die  N  der  früheren  Paragraphen. 

1.  Die  Dnrchschnittslinie  des  Schnitts  mit  dem  cum  Grunde 
gelegten  auf  ihm  senkrechten  Meridian  trifft  nun  seine  beiden  Azeo, 
allgemein  xu  reden,  in  den  Punkten  Q,  und  0.  (Die  beiden  beson- 
dern Fälle,  wo  einer  dieser  Punkte  ins  Unendliche  fällt,  werden 
wir  demnächst  abgesondert  betrachten.)  Man  bat  also  zuvörderst 
die  beiden  constanten  Bulfsgrössen 

SQ=zp  und  S0=^ 

zur  Benutzung,  die  man  aus  den  Coordinaten  des  Punkts  S  in  sei- 
nem  Meridian  und  dem  gegebenen  Winkel  w  nach  Bednifniss  leicht 
berechnet. 

2.  Wählt  man  nun  einen  beliebigen  Punkt  X  in  der  Curve, 
die  der  ebene  Schnitt  auf  dem  Sphäroid  bestimmt,  und  fällt  von 
ihm  die  beiden  Perpendikel,  £/Ia  auf  den  senkrechten  Meridian, 
und  £*P  auf  den  Aequator;  so  trifft  auch  ZtM  auf  SÜ  in  JU  unter 
rechten  Winkeln  ein,  man  kann  also  die  Linie 

s 

als  die  eine  Coordinate  der  zu  untersuchenden  ebenen  Schnitt- 
Curve  betrachten.  Zur  andern  Coordinate  wähle  man  dann  den 
Abstand  des  Punkts  M  von  S^  und  setze 

so  dass  jetzt  eine  Gleichung  zwischen  u  und  v  zu  suchen  ist. 

3.  Für  den  Punkt  JL  findet  sich  nun  auch  ein  Meridian  be- 
stimmt und  in  ihm  seine  Coordinaten 

CP=za:  und  LP=y. 

Legt  man  aber  durch  LtP  und  LM  eine  Bbene,  so  entstehen  recbt- 
winkliche  Dreiecke,  aus  welchen  sich  sogleich  ergiebt 

(19)  y = 0»  •—  «)  sin  fo 

(20)  or*  =  (y  —  •)»  C09  fp»  -f-  d». 

Dprch  Substitution  dieser  Gleiebunsren  in  die  Ellipsen  •Gleichung 
(8)  mnss  sich  also  die  gesuchte  Gleichung  des  Schnitts  ergeben. 

4.  Statt  der  verlangten  Substitution  kann  man  aber  kürzer 
zum  Ziel  kommen,  wenn  man  die  Gleichungen  (19)  und  (20)  diffe- 
rentiirt,  dann  in  die  Differential -Gleichung  der  Ellipse  substituirt, 
nttd  endlich  integrirt. 

So  erhält  man  zuerst  ans  (19) 

(21)  dyz^^-^sm  w  ,du 

(22)  arite=:  — (^  — «)  COM  w^du-J^pth. 
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Die  Differentialglekbinig^dtr  Blli|Mie  aber  keno  Back  fi  3.  getchrie* 
ben  werden 


/ ' 


(«3)  -^=-  i^=^. 

^    '   xdx  y 

Polglicli  bat  man  dnrcb  Division  von  (22)  in  (21)  und  Binfibrung 
TOD  (19)  zunächst 

$in  wdu 1  — <» 

C^  — «)  C09  w^du^-vdv  {p  —  u)  sin  w* 

also  wenn  man  vdv  absondert,  nacb  u  ordnet  und  zusammenaieht: 

(24)    vdv  =  {p .  YZrj^  +  9  cos  w^)dm  -  ( j-^;;;^; )udu. 

Diese  Gleichung  integrirt  gtebt  • 

/aK\         •  a/    '**  •^*     -  «x  gl-^S*   COM  V**    • 

(25)      <^'=2(/l^i_^,+  y  C9«  tP«  )w— (  i_^,  ^K>    . 

wo  keine  Constante  beizufügen  ist,  weil  fiir  »  =  0  auch  ff  ==  0 
wird« 

Unsere  Gleichung  ist  also  von  der  Form 

und  somit  bewiesen,  dass  jeder  ebene  Schnitt  des  Erdsphä- 
roidaeine  Ellipse  gie'bt,  deren  Scheitel  der  Punkt  8  und  de-t 
reu  Abscissen*Axe  die  gerade  Linie  ist,  welche  die  Schnitt -Ebene 
mit  dem  auf  ihr  senkrediten  Heridiau  gemein  hat. 


f.  9. 

Um  nun  die  Beschaffenheit  dieser  Ellipse  näher  zu  untersuchen, 
bezeichne  man  die  halbe  Abscissen  -  Axe  mit  A^  ihre  coordinirte 
mit  ^B,  Dann  ist  die  Gleichung  (25)  zuerst  auf  die  Gleichung  der 
BIlipse  aus  dem  Scheitel 

«.»=f-;,«.(2.<-«) 

zu  bringen. 

Demnach  haben  wir  zu  setzen 

(26)    :ji=e  =  — nZT^-' 

Aus  (26)  ergeben  sich  gleich  schon  einige  wichtige  Eigenschaf- 
ten uea  Schnitts.  v 


1.    Das  Terhältniss  ^i?  >st  bloss  von  «'  und  w  abhängig*   Dem« 
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nach  erbält  «ab  Unter  ei nand«r  ähnlicke  BHipita,  wenn  mmt 
Uoter  unter  sich  parallele  Schnitte  durch  das  Sphäroid  führt 

2.  Es  giebt  nur  einen  einzigen  Fall)  in  welchem  ^  =  1 

wird,  d.  h.  in  welchem  der  elliptische  Schnitt  sich  in  einen  Kreis 
verwandelt,  den  nämlich  wenn  «^  =  0  oder  =  180®  wird,  und  dies 
ist  einer  von  den  beiden  oben  vorbehaltenen  besondern  Fällen,  wo 
der  Schnitt  also  in  einen  Parallel -Kreis  übergeht. 

3.  Es  ist  (den  letzterwähnten  besoodern  Fall  als  Ausnahme  bei 
Seite  gesetzt)  immer  B^'^A*^  d.  h.  man  bekommt  lauter  soge- 
nannte breite  Ellipsen,  deren  Scheitel  der  kleinen  Axe  in  den 
auf  ihren  Ebenea  senkrechten  Meridian  fallt 

Man  wird  also,  um  die  Analoffie  mit  den  gewöhnlichen  Axen 
herzustellen,  die  Formeln  (26)  und  (27)  umsehreiben  müssen,  in- 
dem man  ' 


A:=ß  und  B=za 


setzt. 


Dies  giebt 


m  S  =  rr 


1— tf» 


e»  eoi  w* 

(29)    ß':=^P.JiJL!!l±^Lz£iJ!!LSL. 

\      J     r  1  --  e»  cot  W^ 

4.     Bezeichnet  man  die  Excentricität  des  elliptischen  Schnitts, 
in  nbstracter  Kahl  ausgedrückt,  mit  €,  so  wird 


alsn  nach  (28) 


(30)     €»=«•(_ 

^       '  ^1  —  C»    COM  W 


i). 


woraus  erhellt,  dass  für  «^  =  90®,  und  nur  für  tp=s90®,  .an  jedem 
beliebigen  Punkt  des  Sphäroids  e'=c#'  wird»  d.  h.  dass  nur  die- 
jenige auf  den  Meridian  eines  Orts  senkrechte  Ebene ,  welche  au* 
gleich  mit  der  Rotations- Axe  der  Erde  parallel  ist  (die  Ebene  des 
„sechsten  Stundenkreises'*)  eine  dem  Erdmeridian  ähnliche 
Ellipse  abschneidet.  Das  ist  also  der  zweite  der  beiden  ohen  ¥or- 
behaltenen  besondern  Fälle. 

5.     Weil  e*<;l,  so  ist  auch  för  fl«^<^  und  ;>90® 


1  —  ^'  COM  uf^^iin  w*y  d.  h.  «' 


e». 


Alle  auf  den  Meridian  senkrechten  Schnitte  auf  beiden  Seiten  dfs 
sechsten  StBndenkreises  geben  also  Ellipsen,  welche  runder  sind, 
als  der  Brdmeridian. 

Da  aber  ^  von  dem  Zeichen  des  cos  w  unabhängig  ist,  so  er- 
hellt, dass  die  Schnitte,  welche  auf  beiden  Seiten  dos  aeehsten 
Stundenkreises  gleiche  Winkel  mit  diesem  machen,  einander 
ähnlich  sind. 
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«  _ 

Die  OiiBfentiatttii  von  (98)  f iebt  eniMicb 

woraus  hervorgeht,  "dass  die  Runduug'  filr  positive  tin  2w,  d.  b. 
vom  Parallelkreis  bis  zum  sechsten  Stinidenkreis  stetig  abuimmty 
und  dagegen,  auf  der  andern  Seite  dieses'  Stundenkreises  wieder 
stetig  wichat,  bis  der  Parallelkreis  wieder  erteicbt  ist. 

o.  Den  Uebergang  von  den  Schnitten^  die  südlich  von  dem 
sechsten  Stundenkreis  liegen,  bildet  dabei  immer  der  schon  oben, 
erwähnte  Fall ,  wo  für  ein  mit .  S  zusammenfallendes  L  w  ^='  N  ' 
+  90^  wird,  demnach  die  schneidende  Ebene  sich  in  die  bernh- 
resde  (den  Horisont),  die  EUipae  also  sieb  in  dnen  Punkt  ver* 
wandelt.  In  diesem  Fall  haben  wir  also  auch  das  Flächen -Ble- 
nent  um  den  Berührungspunkt  als  eine  unendlich  kleine  Ellipse 
Yon  ganz  bestimmter  fizeentricität  zu  betrachten«  Für  wss:>N 
+  dO^  wird  nämlicb 

wofür  sieb  nach  n*  i^  auch  leicht  eine  geometrische  Darstellung  in 
der  mit  a  =  l  zu  beschreibenden  Ellipse  finden  Hesse. 

Die  Verlical- Schnitte  des   Erd- Sphäroids 

betreffend. 

♦•10. 

unter  den  \Scbnttten  des  Sphäroids  sind  vorzugsweise  dieVer- 
tieal-S^chaitte  für  den  practischen  Geometer  wichtig,  weil  deren 
Ebenen  gerade  von  seinem  Tbeodolitben- Fem  röhr  beschrieben  wer- 
den« Unter  diesen  Vertical  •  Schnitten  aber  kommt  wieder  »onäcbst 
derjenige  zur  Anwendung,  weicher  senkrecht  auf  dem  Orts-Heridian 
steht  (im  „ersten  Vertical''  des  Orts  liegt),  und  also  dem  söge* 
nannten  Perpendikel  auf  den  Meridian  angehört. 

Um  die  Ellipse^  für  dieses  Perpendikel  auf  den  Meridian  zu  fin- 
den, brauebeu  wir  nur  Flir*  !•  den  Wtnkel  iV  an  die  Stelle  dea  w 
UBserer  beiden  vorigen  Paragraphen  zu  setzen  (indem  wir  auch  hier 
iMkS  der  Vis»  '•  mit  ^  zusammenfallend  denken).  Demnach  wird» 
da  wir  für  jedes  N  auch  das  ihm  zugehörige  k  besitzen,  'aus  §•  *& 
und  M«  4. , 

)9  =  (1 — e^)k  und  g^zk, 
nnd  somit  «us  (29) 

Machen  wir  nun  auch  die  Substitution  in  (28),  so  wird 

V^*;    «»  ~  i^e»  cos  iV»* 


7*2 

Hieraus  folgt  nun  mit  Leichtigkeit  der  KriinaittDgthalbr 
messer  des  Perpendikels  anf  den  Meridian,  den  wir  mit 
n  bczeichoen  wollen.  Weil  nämlich  Unser  Ort  im  Scheitel  der 
kUipcn  Axe  des  betreffenden  Schnittes  liegt,  so  haben  wir  nach 

ZU  setzen,  d.  h.  wir  brauchen  nur  (31)' durch  (32)"zu  diTidiren, 
wodurch  uns  di^  Gleichung  entspringt 

B.  U    is==^. 

Die  %,  5.  erwähnte  Hülfstafel  gieht  also  diesen  Krümmuttsra« 
halboiesser  des  Perpendikels  unmittelbar,  und  wir  können  das 
Element  dieses  elliptischen.  Schnitts  als  das  filement  eines  Kreisen 
betrachten,  welcher  Vis«  I*  0  sum  Mittelpunkt  und  die  Conormale 
selbst  zum  Halbmesser  hätte. 


f  11. 

Der  Krümmungshalbmesser  für  einen  Vertical* Schnitt  in 
beliebigem  Azimuth  findet  sich  nun  aus  r  (dem  Kriimmnngs- 
hHlbmesser  des  Meridians)  und  n  (dem  des  Perpendikels)  auf  ßu 
gendp  Weise. 

Ein  solcher  Schnitt,  dessen  Asimuth  mit  •  'bezeichnet  wer- 
den mttff,  muss  bei  gehöriger  Erweiterung  den  auf  ihm  senk- 
rechten Meridian  AS  Fls-  9.  treffen.  Die  drei  Ebenen,  dieses 
senkrechten  Meridia&s  AS^  des  Schnitts  JL8  und  des  Orts -Meri- 
dians AL^  bilden  nun  bei  0^  wo  sie  in  der  Rotations  -  Axe  zusam- 
m^eotreffeo,  ^ine  dreikantige  Ecke,  in  welcher  JbO  die  Conormale 
für  den  Ort  £ä  ist,  Afß  ein  Stock  der  Rotations «Axe  vorstellt  und 
80  gerade  wie  Fly.  9.  in  der  Richtung  der^ kleinen  Aze  der  el- 
liptischen Schnitt -Curve  liegt«  Da  nun  die  Verticale  LßO  auf.  dem 
Horizont  von  /^,  also  auch  auf  dem  Element  des  Rogens  jL8  bei. 
£t  senkrecht  steht,  so  ist  Z/0  auch  Conormale  fflr  den  Schnitt 
und  der  Winkel  80L,  den  wir  Kürze  halber  mit  O  bezeichnen 
wollen,  bildet  in  der  Ebene  des  Schnitts  das  Complement  des  Snb- 
normalen- Winkels.  Rehalten  wir  also  für  den  Schnitt  die  Ruchsta- 
benbezeichnnng  der  §§.  8.  und  9.  bei,  so  haben  wir  für  den  Krfim- 
mungshalbmesser  m  des  Schnitts  am  Ort  Li  nach  m»  M  und  ■•  1 
zunächst  die  Gleichung 

^_       d-f»)« 

(1  —  a»  COM  ^)l 

oder  durch  Einführung  von  (28) 

a  (1  —  «*)  1 


(1  — «»  cos  ö»)4  '  (l  —  «»   cos  W^)  •   1  — «»  C09  0** 

Drückt  man  hier  in  dem  letzten  Factor  c'  durch  (30)  aus,  und  be- 
merkt, dass  der  erste  Factor  nichts  weiter  ist  als  die  Conormale 
LO  selbst,  so  erhält  man  zunächst 
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(S3)    «  =  ^(1— ir«)  ,  j_^,  c0$w*^e*  $m  w*  cos  ö»' 

Um  nuD  iD  di^se  Formel  die  Polhoke  N  UDd  das  Atim'uth  i  statt 
der  Grössen  fo  und  0  eiDzufiihren,  bemerkt  man,  dass  die  dreikan- 
tige Bcke  bei  O  einem  recktwinkUcben  spbäriscken  Dreieck  ent* 
spricbt,  dessen  Bypotenase  =ä  90®  —  A  ist,  und  worin  dem  spbä- 
nschen  Winke>  i  die  Katbete  0  anliegt,  die  Kathete  (90'' -—«e^) 
aber  gegenüber  liegt.  Demnach  hat  iosan  nach  bekannten  ForsMin 
der  Trigonometrie  (Orumäriss  m.  41.  »iti/  is.  42.). 

€09  w:^€üs  JV.sin  f. 
Dieses  substitnirt  gieht  sunächst 

yo^)    ^—i^e*  COM  N^nn  •»  - «»  «tu  JV«' 

wofür  man.  auch  schreiben  kann 

,oKv it(l  —  g») 

iO»j     «i_  j  _  ^,  _^^,  ^^^  ^,  ^^  ^^. 

Zum  practischen  Gebrauch  scheint  es  mir,  wie  gesagt,  am  bequem« 
Bten,  das  m  aof  die  obigen  r  und  n  surückinfiihren.   Zu  dem  Ende 
dividire  man  die  Gleichungen  (34)  und  (35)  in  1. 
Dies  giebt  sunächst 

J_ I  —6*  sm  jy»  — e«  cot  If*  sm  i* 

m  *(!  —  «•) 

und 

JL  i  —  g*  -t"  g*  cos  N^  COM  t* 

Sondert  man  .nun  in  diesen  Brüchen  das  letzte  Glied  des  Zählers 
jedesmal  ab,  und  bemerkt  die  Bedeutung,  welche  die  ersten  Brüche 
dadurch  nach  n.  I,  m.  M  und  n*  M  erhalten,  so  kommt 

.^a\     ^'  1         g*  ***  ^'  '»•  »' 

«..    J.  —  JL  j-  **  ^'  ^*  ^^'  •' 

J 

also  endlich ,  wenn  man  (36)  mit  cos  i* ,  (37)  mit  sin  •*  multipli- ' 
cirt  und  dann  addirt: 

-^      1         cos  t»    .    sin  I» 

m  r  n 

oder 

m 


m.  19    j»  = 


r  #m  t*  -f-  it  rot  »' 
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Da  nach  n.  M*und  n.  Ift 


und  (mit  AnsDabme  des  Falls,  wo  A^=s90<^,  also  die  Veitiealscbnitte 

lauter  Meridiane  siod)  oacb  n.  I  ^»  < ; ,   so   wird  für  jeden 

VertiealschniU 


^<i, 


folglich  auch  aus  n»  M. 


d.  h. 


—  <  1  und  — 


und 


Demnach  sind  auch  r  und  n  die  extremen  Werthe  aller  Krüm- 
mungshalbmesser für  den  angenommenen  Punkt  des  SphMroids. 

Bezeichnet  man  endlich  >  einen  beliebigen  Halbmesser  irgend 
einer  Ellipse  mit  R  und  seinen  Winkel  gegen  die  kleine  Axe 
mit  ff,  80  wird 


R  CO*  i^^y  und  H  Hm  4s=xt^ 


folglich  aus  (1) 


1 


cos  i* 


welche  Gleichung,  mit  (3)  und  n*  M.  verglichen,  den  Lehrsatz 
beweist:  Eine  im  Horizont  eines  Orts  beschriebene  Ellipse,  welche 
den  Horizontalschnitten  des  Brd-Sphäroids  für  denselben  Ort  ähnlich 
ist,  hat  durchweg  Halbmesser,  welche  den  Quadratwurzeln  aus 
den  Krümmungshalbmessern  der  entsprechenden  VeKical  -  Schnitte 
proportional  sind. 


Deu  sphäroidischen  Excess    betreffend. 

Die  gemessenen  Winkel  eines  geodätischen  Dreiecks  sind  eigent- 
lich Winkel  zwischen  Vertical-Schnitten  des  Spbäroidsi,  bei 
denen  die  Durcbschnittlinien  der  Ebenen,  im  Allgemeinen  wenig- 
stens, keine  dreikantige  Ecke  bilden,  ind^m  diese  drei  l/inien  mit 
der  Rotations  -  Axe  in  drei  oder  doch  in  zwei  verschiedenen  Funk- 
ten zusammenzutreffen  pflegen.  Den  Excess  dieser  gemessenen 
Winkel  über  zwei  Rechte  pflegt  man  aber,  weil  er  in  der  Resrel  nur 
wenige  Secunden  beträgt,  zu  berechnen,  als  ob  das  sphaeroidische 
Dreieck  (welches  ganz  streng  genommen  gar  nicht  einmal  zwischen 
lauter  Yertiealschnitten ,  sondern  zwischen  drei  ,||  geodätischen  Li« 


7« 


nivn'*  \99mt)  eis  spbftriftcliei  ivürcw    Will  Man  je^loch  bei  dieser   . 
nnr  annänerDd  ricbti^e  Veimutsetsiug  eieht  eUzeseiir  wimenllidi 
von  der  Wahrheit  abweichen,  so  ist  der  Halbmesser  (ß)  der  Ku- 

gely  welche  man  dabei  aam  Grande  leren  will,  TOr  Allem  erst  ^e- 
öriff  festansetzen.    Dazu  führen  nun  folgende,  an  das  Obige  sich 
unmittelbar  anschliessende  Betrachtungen. 

1.  Depkt  man  sich  an  einem  Punkt  des  Spliäroids  ausser  der 
berührendeo  Bbeue  (dem  Horizoot)  auch  noch  eine  berührende  Ku- 
gel, so  muss  deren  flalbmesser  mit  der  Verticale  des  Orts  zusam- 
menfallen. Eid  unebdlicb  kleiner  Theil  sowohl  der  spbäroidischen 
Fläche  als  der  Kugelfläche  um  den  Berührungspunkt,  muss  dann 
als  in  die  Berührungsebene  fallend  angesehen  werden  können. 

Solche  Flächen -Elemente  kann  man  aber  construiren.  Dazu 
errichte  man  zuvörderst  in  einer  einstweilen  beliebigen  Tiefe  {$) 
vom  Berührungspunkt  gegen  die  Rotations -Axe  hin,  eine  der  Be- 
rührungsebene parallele,  also  auf  der  Verticale  senkrechte  Ebene. 
Diese  schneidet  auf  dem  Spbäroid  eine  Ellipse  mit  der  Excentri- 
cität  e*ßi^  cos  JV*  ab  (siebe  $.  9.  6)),  deren  Mittelpunkt  in  der 
Verticale  liegt,  und  deren  Grösse  nnr  von  t  abhängt.  Auf  der  Ku- 
gel aber  wird  ein  Kreis  abgeschnitten,  dessen  Grösse  ausser  von 
t  aueb  noeh  von  dem  Halbmesser  JI  derselben  abhänsrt. 

Denkt  man  sich  nun  eine  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  ge- 
bende gerade  Linie  auf  dem  Umfang  des  letzterwähnten  kleinen 
Kngelkreises  herumgeführt,  so  beschreibt  dieselbe  auf  dem  Hori- 
zont die  Grundfläche  eines  geraden  kreisförmigen  Kegels.  Eben 
so  erhält  man  einen  geraden  elliptischen  Kegel  mit  derselben 
Spitze,  wenn  man  die  Linie  auf  dem  Umfang  des  elliptischen 
Schnitts  herumfährt. 

In  beiden  Fällen  wird  die  aus  der  Regetspitze  so  auf  den  Ho- 
rizont projicirte  ebene  Figur  zu  ihrer  Projection  selbst  in  einem 
bestimmten  Verhältoiss  stehen,  nämlich  rücksicbtlich  der  linearen 
Dimensionen  im  Verbältniss  (J7 —  t) :  ^  und  rücksichtrieb  der  F1&- 
cbenffrösse  im  Verbältniss  (i/ — t)*:It*, 

Lässt  man  endlich  t  so  weit  abnehmen,  bis  alle  Durchmesser  '  . 
der  betreffenden  Schnitte  unendlich  klein  werden,  so  sind  dieselben 
im  Sinn  dieses  §.  6.  als  Eleme^nte  der  Bögen  zu  betrachten, 
welche  auf  den  entsprechenden  krummen  Flächen 'dadurch  erzeugt 
werden»  dass  man  durch  die  Axe  der  obigen  Kegel  Ebenen  legt. 
Zugleich  aber  müssen  dann  die  Schnitte  als  mit  ihren  entsprechen- 
den Projectionen  auf  den  Horizont  zusammenfallend  gedacht  vrer« 
den,  nnd  sind  also  ihre  Figuren  als  die  gesuchten  Flächen-Ele* 
mente  zu  betrachten.  Die  oben  erwähnten  geraden  Kegel  werden 
dann  Körper-Elemente. 

2.  Weil  nun  eine  Ellipse  mit*einem  ihr  concentrischen  Kreise 
nicht  conf;rnent  .werden  kann,  so  kann  man  auch  nicht  wie  oben 
f.  6.  auf  Congruenz  der  Bogen •  Elemente ,  wohl  aber  auf  Gleich- 
heit der  Fläehen-Blemente  nnd  also  aqch  der  Körper-Blemeate 
die  Bestimmanfr  des  noeb  festzneetziinden  KagelbaibaiMsen  li 
gründen.  Das  heisst  mit  andern  VTorten:  man  wird  das  Zf,  und 
ahio  das  Kreis  «^  Element,  welches  mit  dem  elliptischen  Element  glei- 
ehes  f  bat,  so  bestimmen  köttnen,  dass  innerbalb  nad  ansserbalh 
des  letzteren  zwei  Paar  Monde  entstehen,  wd^he  gleioiien  Fläeben» 
inhalt  haben,  wie  Wi^,  9.  roh  angedeutet  ist. 

3.  Betrachtet  man  tun  anerä  den  Kreis 9  welcl^er  in  einer 
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endlicheD  Tiefe  t  auf  der  Kugel  entitebi,  aad  beseidmet  ieinen 
Halbmesser  nit  #,  so  ist  bekaantlieb'FIff.  W« 

(38)    9^zszP^H^t)  =  %m—t^. 

Da  Don  aber 

(39)    9=iH  Min  M 

tz=LlH  9in\M*^ 

so  gebort  zu  einem  unendlicb  kleinen  «  ein  ^,  welches  im  zwei- 
ten Grade  unendlich  klein  ist,  und  muss  also  bei  dieser  Voraus- 
setzung in  (38)  das  letzte  Glied  t^  gegen  ^Ht  verschwinden. 

^  Demoach  hat  man  für  ein  solches  ini  zweiten  Grade  unendlich 
kleines  t^  welches  mit  x  bezeichnet  werden  möge,  den  entsprechen- 
den Halbmesser  des  Kr<^is- Elements^  welcher  <T  heissen  mag,  und 

^  als  mit  einem  halben  Bogen -Element  auf  der  Kugel  zusammenfaU 

'  lend  gedacht  wird,  zu  berechnen  nach  der  Formel, 

(40)    <r(r=2i5ri. 

Man  erhält  demnach  die  Fläche  des  Kreis-Elements/dureb'die 
Formel 

(41)   fz=:nacz=i2n^H.%. 

Hieraus  kann  man  auch  schon  gelegentlich  überschlagen,  in  wie 
weit  für  ein  vorliegendes  Bedürfniss  des  practiscbeil  Lebens  unsere 
Annäherung  sich  der  Wirklichkeit  anscbliesst.  Denn  auf  einer  Ku- 
gel von  nur  800  prenssischen  Meilen  Halbmesser  würde  für  einen 
Schacht  von  1500  prenssischen  Fuss  (etwa  halb  so  tief  als  der  In- 
selsberg hoch  ist)  das  /  schon  über  300  Quadratmeilen  betragen. 
Es  umschlösse  ein  solches  Kreis -Element  ein  gleichseitiges  Dreieck 
von  ungefähr  17  Meilen  Seite  und  40^^  Excess. 

4.    Die  Betrachtung  des  elliptischen  Elements  muss  nun  * 
davon  ausgehen,    dass   für  dasselbe  x  die  a  verschiedener  Längte 
sind,  wenn  wir  sie  als  geradlinig  betrachten,  und  zugleich  als  mit 
verschiedenen  Krümmungshalbmessern   beschrieben,   wenn  wir  sie 
als  Bögen  des  Sphäroids  betrachten. 

Bezeichnen  wir  also  das  mit  dem  Meridian  zusammenfallende  c 
(die  halbe  kleine  Axe  unsers  Elements)  mit  c\  das  in  <las  Perpen- 
dikel auf  den  Meridian  fallende  (die  halbe  grosse  Axe)  mit  <r  ,  so 
haben  wir  durch  dieselben  Schlüsse,  die  uns  zu  (40)  führten, 

(42)    if<f  =  %n  , 

Jedes  andere  c  Atn  elliptischen  Elements  würde  mit  seinem  eigeneD 
m  zu  berechnen  sein,  nach  n«  M  und  dem  dabei  angefahrten 
Lehrsatz. 

Für  die  Fläche  des  elliptischen  Elements,  die  mit  f  beaeich- 
net  werden  mag)  ergiebt  sich  also  nach  dem  bekannten  Satz  über 
die  Quadratur  der  Ellipse 

(43)   fz=in<iisr^%n.V7m.t. 
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5.    Setzen  wir  endlichy  unserer  Annahme  gemäss,  die  beiden 
Elemente  einander  gleich,  so  entspriogt  die  Gleichung 


n.  18    H=i  V 


rn. 


d.h.  der  Lehrsatz:  Das  geometrische  Mittel  aus  den  heiden 
extremen  Rrümmungshaihmessern  ist  zum  Kngelhalbmess^r  zu  neh- 
men, wenn  man  den  spharoidischen  Ezcess  als  einen  sphärisichen 
zu  berechnen  sich  erlauben  will.  « 

Dieses  geometrische  Mittel  ist  übrigens  nach  m.  M  nnd  n»  U 
▼ermöge  der  Proportion 

(1  — e*)»  :  (1  —  e*)Jh  =  A: :  V7Ü 

auch  als  die  vierte  Proportionale  zu  der  halben  kleinen  Aice,  der 
Normale  und  der  Conormale  zu  betrachten,  und  somit  in  der  Ebene 
des  Meridians  leicht  zu  constniiren. 

'  6.  Cs  bleibt  nur  noch  übrig,  den  Punkt  des  sphiroidischen 
Dreiecks  zu  bestimmen,  für  welchen  die  r  und  n  gelten  (aus  den 
Tafeln  genommen  werden)  sollen,  die  wir  nach  dem  Vorhe^ehen- 
den  für  Berechnung  des  Ezcesses  gebrauchen. 

Dazu  wählte  ich  denjenigen  Punkt,  dessen  Polhöhe  dasarith-. 
metische  Mittel  aus  den  Polhöhen  der  .Winkelpunkte  ist  Denn 
denke  ich  mir  das  Dreieck  als  eben ,  und  die  betreffenden'  Meri» 
dian&ögen  der  beiden  nördlicheren  Punkte  als  geradlinige  Perpen- 
dikel auf  den  gleichfalls  als  geradlinig  gedachten  Parallelkreis 
durch  den  südlichsten  Punkt,  so  erhalte  ich  auf  diese  ^eise  mit^ 
grösster  Bequemlichkeit  den  Schwerpunkt  des  ebenen  Dreiecks, 
welcher  die  bekannte  Eigenschaft  hat,  dass  jede  durch  ihn  und 
einen  Winkelpunkt  gezogene  gerade  Linie  das  Dreieck 'in  Hälften 
¥on  gleichem  Flächeninhalt  theilt. 


-I 
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ni. 

mathematische  Bemerkungen. 

t 

VoD  den 

Herrn  Professor  C.  T.  Anger 

zu  Danzig^. 


I;  Die  Gaassischen  Gleichungeii  far  ebene  Dreiecke. 


Uie  wauBBiBcucu  vicivuu 

Die  GMiBischen  Gleicbungen : 

I.      glD  i(Ä  —  C)  .  COS  \A  = 


....  ^{b  —  i;).co8  ^uissiD  ia.sin  \(B — C) 
IL    «in  4(^+c)  .  sin  |^c=siB  |«.coe  i(i^—  C) 

III.  cos  \(b  —  c) .  cos  ^A  =  cos  Ja .  sin  {{B  4-  C) 

IV.  co8i(^  +  <;).8in  Judr  =  co8  ia.e«i^^+C) 

biete«  die  Frage  dar,  was  aus  ihnen  werde,  wena  die  Seiten  de« 
apbäriscben  Dreieciu  UDeodlicli  klein  angenommen  werden,  d.  h, 
wenn  sich  das  sphftriscbe  Dreieck  in  ein  ebenes  verwandelt^  dessen 
Seiten  0,  ^,  c  und  dessen  Winkel  A^  B y  ^C  sind.  Man  ersiebt 
leicht,  dass  sich  dadurch  die  folgenden  ergeben: 

1.  (^  —  c) .  cos  \A=:a  sin  i(Ä—  C) 

2.  (^  +  <;).sin  |^  =  a  cos  \{B  —  C) 

3.  cos  i^=sin  i(i?  +  ^) 

4.  sin  ^A  =  cos  \{B  +  C), 

Die  Gleichungen  3.  und  4.  sieben  nichs  Neues,  sondern  sprechen 
nur  den  Satt  aus,  dass  in  einem  ebenen  Dreiecke  die  Summe  der 
drei  Winkel  zweien  Rechten  gleich  ist.  Die  Gleichungen  1.  und 
2.  dagegen  gfeben  jene  eleganten  Formeln  der  Trigonometrie,  wel- 
che früher  in  den  Lehrbüchern  vermisst  wurden,  gegenwärtig  aber, 
nachdem  Mo II weide  und  später  Gerling  ihrer  erwähnt  haben, 
bekannter  geworden  sind.  Moll  weide  stellt,  in  einem  Aufsatze 
in  V.  Zach  s  monatlicher  Correspondenz  vom. Jahre  1808. 
S.  396.  die  beiden  Proportionen  auf 

^  +  0  :  a  =  cos  \{B  —  C)  :  sin  \A 
b  —  c  :  a  =:  sin  \(B  —  €J)  :  cos  \Ay  - 

welche  resp.  mit  den  Gleichungen  2.  und  1.  identisch  sind,  und  be- 
merkt dabei,   dass  man  diese  eleganten  Sätze,   welche  in  einem 
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▼oll8t&a<Kff«n  SyBte»  d^r  Trigoao«iBtrie  nklit  fehlen  toltton,  sehr 
leicht  ans  BetrachtoDff  der  Figur  erweise.  Cngefahr  16  Jahre  später 

SiebtGerling  in  Schumacher'sAstronoinischenNachrichteo 
o.  62«  dieselben  Formeln  mit  folgender  Bemerkung:  ,,So  nttts- 
lich  ich  diese  Formeln,'  welche  ich  vor  einigen  Jahreu* 
zufällig   fand,    für   die    Ausführung    halte,    so   unwahr-i 
scheinlich  ist  mir  doch,  dass  sie  neu  sein  sollten,  weil 

•1.        ALI    '^       ^  j        />!    •    I  .         »»"  /^  sin  i?        sin  C 

ihre  Ahleitung  aus  der  Gleichuoir  ^  =  — j —  = 

ar  SU  nahe  liegt.    Ich  hahe  sie  aher  bis  jetzt  in  k^iueja 

ehrhnche  aufgefunden". 

Aus  der  obigen  Ableitung  ersieht  man,  dass  diese  Formeln  für 
die  ebene  Trigonometrie  nichts  Anderes  siod,  als  die  GauBsischeo 
tiir  die  sphärische.  Durch  solche  Betrachtungen,  welche  ich  beim 
Unterrichte  nicht  ((^rne  unterlasse,  tritt  dem  Schüler  der  innere 
Organismus  der  Wisienschaft  oft  deutlich  vor  Augen.  Diese  Glei* 
chung^n  esgehen  auch,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  anfs  Quadrat 
erhebt  und  dann  addirt^  ohne  geometrische  Betrachtung,  sogleich 
die  Erweiterung  des  pythagorischen  Satzes. 
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II.    üeber  die  allgemeine  Ableitung  der  Gmndformel 
der  sphärischen  Trigonometrie. 

Es  ist  bekanntlich  von  Wichtigkeit  die  Gmndformel  der  sphtt» 
rischen  Trigonometrie  in  ihrer  Allgemeinheit  abzuleiten,  d.  h.  so, 
dass  die  Richtigkeit  derselben  für  alle  sphärische  Dreiecke,  die 
Seiten  mögeu  über  90®  oder  über  180**  u.  s.  w.  gehen,  erwiesen 
werde.  Dieses  geschieht  nun  auch,  indem  man  fiir  die  verschiede» 
neu  Fälle  besondere  Figuren  entwirft,  und  fiir  jede  einzelne  den 
Beweis  fuhrt.  Da  es  aber  wünsohenswerth  erscheint,  sich  nur  einer 
Figor  bedienen  zu  dürfen,  so  stellte  ich  mir  vor  etwa  20  Jahren 
die  Aufgabe:  „die  Grondformel  der  sphärischen  Trigonometrie  so 
abzuleiten,  dass  eine  Figur  dalel  ausreiche,  und  ein  ferneres  Zu- 
rückgehen zu  geometrischen  Betrachtungen  nicht  nöthig  sei."  Die 
Ableitung^  weßrhe  ich  fand,  habe  ich  damals  einigen  Freunden  imH^ 
getheilt,  auch  mich  derselben  beim  Unterrichte  in  der  hiesigen  Na- 
vigationsschule vor  Zeiten  mit  Vortheil  bedient,  denn  dort  kam  es 
besonders  darauf  an;  Kürze  mit  mathematischer  AHgemeinheit  zu 
verbinden.  Da  sie  mir,  bis  jetzt  wenigstens,  noch  in  keinem  Lehr- 
hncbe  vorgekommen  ist,  so  erlaube  ich  mir,  diese  Kleinigkeit  der 
öffentlichen  Beurtheilung  zu  fibergeben. 

Bezeichnet  man  die  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  dorck 
0,  d,  c,  die  Winkel  und  die  Eckpunkte  desselben  durch  A^  B^  Ci 
denkt  man  sich  von  einem  beliebigen  Eckpunkte,  etwa  von  A^  einen 
Radius  der  Kugel  gezogen,  legt  durch  den  Mittelpunkt  derselben  eine 
Ebene  auf  diesen  Radius  perpendiculär,  und  fällt  von  den  Punkten  B 
und  C  auf  diese  Ebene  Lothe,  so  entsteht,  wenn  man  die  Fusspunkte 
derselben  durch  B*  und  C  bezeichnet^  in  jener  Ebene,  welciie  zu- 
gleich -die  des  Papiers  sein  mag,  durch  Verbindung  d[es  Mittelpunk- 
tes M  mit  B'  und  C  ein  ebenes  Dreieck  MB'C  (Taf.  I.  Fig.  3.), 
durch  dessen  Betrachtung  sich  Alles  ergiebt.  Es  ist  nämlich  offisn- 
har  der  Winkel  BMC  gleich  dem  sphärischen  Winkel  A,  die 
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Seite  MC*=:m  ö,  die  Seite  3fB':s=ain  e^  nnd  nao  liat  (B^C)* 
=  (28in  }a)*  —  (cos  ä  —  eos  r)»,  also  nach  der  erweiteranff  des 
pjthagoriscben  Satzes  die  fileichuog: 

(2Biii  |a)»  — {ces  Ä— co8<?)»  =  sin'^  +  sin'c^SsiD  * .  mn  <;.  eos^, 
deren  Entwickelitfag  sogleich 

cos  «  =  co8  ^.coil  '^+810  ö  sin  c.cos  ji 

ergielft. 

Die  Kraft  dieses  Beweises  liegt  in  dem  Umstände,  dass  die 
Geraden  MB'  und  MC  immer  ihre  Bedeutung  behalten,  die  Seiten 
des  sphärischen  Dl-eiecks  mögen  so  gross  sein,  als  man  wolle,  denn 
die  Punkte  B'  und  C  sind  durch  Projection  der  Eckpunkte  B 
nnd  C  entstanden.  Dasselbe  gilt  in  Bezug  auf  den  Ausdruck  filr 
{BCy. 


III.    Zur  Theorie  des  Kater-Bobnenbergerschen 

Reversionspend^ls. 

Die  elegante  Eigenschaft  des  Pendels  mit  reciproikeB  Axen 
kann  auf  folgende  Weise  sehr  einfach  bewiesen  werden. 

Eine  gerade  unbiegsame  um  einen  festen  Punkt  bewegliche 
Stange,  deren  Schwere  vorläufig  =  0  gesetzt  werden  kann^  sei  an 
jhren  Enden  mit  zwei  Gewichten  m  und  m'  beschwert,  deren  Est- 
f<ernungeo  vom  Aufhängungspunkt  resp.  •— r  nnd  r'  sein  mögen, 
dann  ist  die  Länge  des  einlachen  Pendels,  welches  mit  dem  ireffe- 
benen  gleichzeitig  schwingt,  .ob 


. «iV'-i-jwf 


«iV  — «r 


,  Nimmt  man  unterhalb  jenes  Aufhängvngspunktes  einen  andern  Punkt 
als  solchen  an,  und  lässt  das  Pendel,  nachdem  es  umgekehrt  wor- 
den, um  diesen  schwingen,  so  ist,  wenn  nun  die  Entfernungen  des- 
selben vou  den  Gewichten  resp.  durch  —  q'  und  q  bezeichnet  wer- 
den, die  Länge  des  mit  dem  gegebenen  gleichzeitig  schwingenden 
einfachen  Pendels 

Soll  das  Pendel  um  beide  Aufhängnngspunkte  in  gleichen  Zeiten 
schwingen,  so  muss 

i=Z 

sein.    Man  hat  aber  offenbar 

,  wo  a  die  Länge  der  ganzen  Stange  bedeutet;,  und  wenn  man  die 
Entfernung  der  beiden  Aufhäogungspnnkte  von  einander  durch  d 
bezeiclmet,  ^ 
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also 


EKa  Gleiehaog 


==d 


^  =  ^+r,  Q'  =  r^  —  6. 


i=:L^ 


■ 

aus  valehet  für  A  Hei  qniMli^atUelie  iCvlei^liitBg:  . 


^__2(w'f^«-4-mr»)       1 2(gtV  —  mrj 


«v« 


«ir' 


«iV  —  «r 


Ä» 


hervorgeht  Die  Wurzeln  finden  sich  sogleich  durch  blosse  An- 
sicht der.Coefficienten,  man  erhält  nämlich  für  6  die  beeiden 
WertfcjB 


.  ■  ■      ~^ und  --^ v-^ 

mV  —  mr  m-f-m 


f  OD  denen  hier  •  nur  der  erste  in  Betracht  kommt. ;  Man  ersieht 
hieraus,  dass  d^/=Zr  wird,  d.  h.  wenn  das  Pendel  in  bei- 
den Lagen  gleichzeitig  schwingt,  so  ist  die  Entfer- 
nung der  beiden  Aufhängungspunkte  von  einander  gleich 
der   Liänge   eines   einfachen  Fendels,   welches  mit   dem 

Segebenen  gleichzeitig  schwingt.     Die  Bedeutung  der  an- 
em  Wurzel  liegt  am  Tage. 


ii 
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Theil  V. 
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IV.      - 

Neuer  Beweis  der  Formeln  fttr  die  figarirten 
Zahlen,  nebst  kritischen  Bemerkungen  Aber 

die  bisb^rigen  Beweise^ 

*  ■ 

VOD 

Heitki'Dr.  F.  Stegmann, 

Lehrer  an  der  Realsehale  und  PriTatdoeenten  an  der  VnWersiHlt 

zu  Marburg. 


•  Unter  fignrirten  Zahlen  werden  hier  diejenigen  Arithmeti- 
schen Progressionen  verstanden,  welche  durch  successives  Snrami- 
ren  ans  der  Gmndtreilie  1,  1,  1,  1, ....  entstehe«  und  nicht  diejeni- 
gen, welche  aus  'der  allgenieinefen  CUundreihe  1,  €/.  i/,  (/..••  ab- 
geleitet werden  können.  Demgemäss  ist  die  figurirte  Zahlen- 
reihe erster  Ordnung  eioenei  Mit  der  Zahlenreihe  i 

I  1, 2»  3,  4,  5, ... . 

die  figurirte  Zahlenreihe  sf weiter  Ordnung  ist 

1,  3,  6,  10,  15, ....    *    . 

die  figurirte  Zahlenreihe  dritter  Ordnung  ist 

1,4,10,20,35,.... 

u.  s.  f. 

Bei  der  Beschäftigung  mit  diesen  Reihen  hieten  sich  zunächst 
die  zwei  hekannten  Aufgaben  dar,  mit  welchen  fiir  den  öflPentlichen 
Unterricht  in  der  Regel  wohl  der  ganze  Inhalt  dieser  Lehre  zu- 
gleich abgeschlossen  sein  ma^,  nämlich  erstens  die  Aufgabe^  von 
jeder  figurirten  Zahlenreihe  einer  beliebigen  (^ten)  Ordnung  das 
allgemeine  (»te)  Glied,  und  zweitens  die  Summenformel  fiir  die  n 
ersten  Glieder  apzugeben.  Da  aber  wegen  der  Entstehungsart  der 
auf  einander  folgenden  Zahlenreihen  die  Summe  der  n  ersten  Glie- 
der der  ^ten  Reihe  identisch  ist  mit  dem  «ten  Gliede  der  (i&-|-l)ten 
Reihe,  so  erhält  das  zweite  Problem  natürlich  seine  Erle4igung  zu- 

Sleich  mit  dem  ersten.  Nun  findet  man  zwar  in  allen  Lehrbüchern 
er  allgemeinen  Arithmetik,  welche  über  die  ersten  Anfangsgrunde 
hinausgehen,  den  Satz  ausgesprochen,  dass  allgemein  das  itte  Glied 
der  ^ten  Reihe  gleich 

«(<■> -f- !)(»-<- 2)....  (ii-f>^—l) 

A.^.W....nr 
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oder,  qmIi  einer  vielgebraucbten  BeseiehnnDg  der  Binonialcoeffi« 

M        )  sei.    Für  den  Beweis  dieses  Satzes  hat 

man  aber  bisber«  wie  e»  scbeiat»  aar  cwei  Wege  aagiegeben,  vea 
deven  jKDserem  Bedünken  nacb  wedes  der. eine  nodi  der.  andere 
den  Anforderungen  des  öffentlieben  Unterriebts  so  yellkoBinien, 
wie  es  gewünscbt  werden  muss,  au  eatspreoben  vermag. 

Die  eine  dieser  Beiden  Beweiafnbrnngen  stiitst  sieb  nanlicb 
auf  eine  bekannte  Formel ,  welcbe  fiir  das  .allgemeine  Glied  eaner 
jeden  aritbmetiscben  Progression  kiet  Ordnung  Gültigkeit  hat: 

* 

wobei  «i  das  AnfangsffKed  and  ^fi|,  A'^^n  A'*^i  ••••  ^^^  ersten 
Glieder  der  auf  einpinder  folgenden  ersten,  vweiten  u.  s.  f.  Diffe» 
rensreiben  bedeuten.  Indem  man  nun  diese  Formel  auf  die  fignrir* 
ten  Zablen  zweiter  Ordnung  anwendet,  erbält  man 

au  =1,  A*i  =*>  A*«»i  =*=!» 
also 

und  nacb  einigen  Reductionen  wird  man  die  dreitbeilige  Summe 
recbteir  Hand  allerdings  auf  den  Ausdruck  \\  — r^T*  )  brin- 
gen, wie  es  sein  soll. 

Indem  man  alsdann  die  Formel  ( 1 )  auf  die  figurirten  Zablen 
dritter  Ordnung  anwendet,  erbält  man 

also 


«» 


-i+("7)-8+("r)»+('*r> 


und  nacb  einigen  Reductionen  wird  m^n  aucb  bier  die  vierlbeilige. 

Samme  recbter  Hand  auf  die  Form     '    "t"  1   9^   ■  =  (*T  J  E^' 

bracht  haben,  wie  es  sein  soll. 

Und  auf  gleiche  Weise  kann  man  allerdings  aucb  Cttr  das  all- 

Semeine  Glied  der  figurirten  Zahlenreihe  vierter,  fünfter,  n.s.w«-. 
rdnnog  die  betreffenden  Ausdrücke  aus  der  allgemeinen  Gleichung 
(1)  herleiten.  Allein  abgesehen  davon,  dass  diejenigen  &eduetionen, 
welche  erforderlich  sind ,  um  de»  fiir  tr«  erhaltenen  Ausdruck  aus 
seiner  ursprünglichen  Form  auf  die  gewünsdite  Form  überaufübren, 
bei  jedem  neuen  Fortschritt  su  einer  höheren  Ordnung  inuaer  ver- 
wickelter ausfallen;  so  kann  doch  offenbar,  wenn  man  auch  bei 
dem  Unterrichte  die  Mähe  nicht  scheuen  wollte,  diese  weitlauftiffeii 
und  regellosen  Reductionen  sogar  bis  aur  vierten  oder  änften  Ord- 

6* 
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DttDg  forteufiihreo ,  hierdnroh  allein  die  HauptMicbe,  worauf  es  an- 
kommt,  nämlich  dass  die  gedachte  Transformation  für  jede 
beliebige  Ordnung  möglich  sei,  keineswegs  zur  Evidenc  ^e- 
'bracht  werden.  Gleichwohl  scheint  durch  eine  solebe  Indaction 
öfters  die  Sache  erledigt  worden  zu  sein,  man  vergleidbe  %,  B.  das 
in  vieler  Hinsicht  sehr  schätzbare  Compendium  der  höheren 
Mathematik  von^  Burg.  f.  237. 

Die   andere  Bewejsart   stellt'  geradezu  für  da»  «te  Glied  der 
Arten  Ordnung  die  Formel 

als  ein^  Theorem  auf,  entweder  ohne  alle  Bevorwortnng,  wie  z.  B. 
in  Ohm's  System  d.  Math.  2r  Theil.  S.  26,,  oder  wie  z.  B.  in 
dem  mit  Recht  gerühmten  Lehrbuch  der  AI  Ige  m.  Arlthm.  von 
J.  U.  T.  Müller  (Halle  1838)  $.  42«.  geschieht,  als  ein  RiesiilUt, 
welches  „man  erwarten  könnte",  nachdem  man  fiir  die  beiden 
ersten  Ordnungen  die  Ausdrücke  u  und  im(n^l)  ujinittelbar  und 
ohne  alle  Mühe  gefunden  hat,  und  zeigt  alsdann,  dass  diese  allge- 
meine Formel  (2),  wenn  sie  für  die  Me  Ordnung  gilt,  auch  für  die 
(Ar+l)te  ihre  Richtigkeit  behalte.  So  wenig  nun  aber  gegen  eine 
solche  Beweisführung  ron  Seiten  einer  strengen  Theorie  Einwen- 
dungen gemacht  werden  können,  so  wenig  möchte  sie  doch  in  di- 
daktischer Hinsicht  den  gerechtesten  Anforderungen  Genüge  leisten. 
Denn  die  belebende  Kraft  des  Unterrichts  in  der  Anaivsis  besteht 
gerade  darin,  dass  er  tficht  gezwungen  ist,  die  aufeinander  fol- 
genden Lehrsätze  als  isolirt  stehende  Wahrheiten  zu  demonstriren, 
i^elche  durch  den  glücklichen  £infall  dieses  oder  jenes  Mathemati- 
kers entdeckt  worden,  sondern  dass  er  vermag,  jedes  Resultat  vor 
den  Augen  der  Lernenden  ^gleichsam  von  Neuem  zu  entdecken^  d&ss 
er  diese  in  den  Stand  setzt,  den  Ursprung  jedes  spätem  Satzes 
als  Ausfluss  bereits  erkannter  Wahrheiten  klar  anzuschauen  und 
ihre  Neigung,  wie  ihre  Fähigkeit,  im  eintretenden  Fall  selbststän- 
dig eine  gesuchte  Formel  direkt  zu  entwiche  In,  stufenweise  stei- 
gert. Was  den  Gymnasialunterricht  insbesondere  anbelangt,  so  kann 
es  zwar  durchaus  nicht  meine  A)[)sicht  hier  sein,  mich  über  die 
Frage  zu  verbreiten,  ob  es  überhaupt  notliig  oder  überflüssige  nütz- 
lich oder  unrathsam  sei,  die  Formeln  über  die  arithmetischen  Rei- 
hen höherer  Ordnung  und  die  figurirten  Zahlen  noch  in  den  Cur- 
sus  der  obersten  Klasse  aufzunehmen,  oder  ob  diese  Lehre  definitiv 
dem  höheren  Unterrichte  vorbehalten  werden  müsse.  Auch  muss 
ich  mich  gegen  den  Schein  verwahren,  wenn  ich  gegen  die  bisher 
gelieferten  Beweise  dieser  Formeln,  wie  sie  in  verschiedenen,  zum 
Theil  auch  für  den  Gjmnasialunterricht  bestimmten  Lehrbüchern 
aofgenommen  sind,  hier  einige  Ausstellungen  mache,  dass  ich  da- 
durch der  Didaktik  der  Herren  Verfasser  zu  nahe  träte,  weil  ja 
natürlich  durch  den  mündlichen  Unterricht  leicht  auso;eglichen  wer- 
den wird,  wo  das  Lehrliuch  vielleicht  absichtlich  eine  Lücke  ge- 
lassen haben  sollte.  Allein  wenn  alle  Sachverständigen  heutiges 
Tages  darüber  einverstanden  sind,  dass  an  Gymnasien  die  Mathe- 
matik' .vorzüglich  wegen  ihres  formalen  Nutzens  gelehrt  werden 
mOsse,  damit  sich  eine  gewisse  Seite  der  Geistesanlagen  der  her- 
anzubildenden Jugend  gehörig  entfalten  könne,  so  wird  man  auch 


«5 

gern  von  dem  arithmetiscben  Unterricht  alles  fern  zu  halten  suchen » 
was  dem  Geist  einer  ungezwungenen  und  dem  jugendlichen  Sinn 
xaganglichen  heuristischen  Anaijsis,  was  einer  Methode  nicht 
xnsagt^  welche  sich  zum  Grundsatz  macht,  von  bekannten  Thatsa- 
eben  in  jedem  einzelnen  Falle  auszugehen  und  auf  natnrlicbem  and 
leicht  findbarem  Wege,  ohne  gewaltsame  Sprünge,  das  weitere  Ziel 
SU  erreichen.  Und  dass  es  einer  solchen  Methode  schnurstracks 
.  zuwider  lauft,  wenn  man,  wie  z.B.  in  dem  Anhang  des  Ohm 'sehen 
Lehrbuchs  für  dön  Element^ronterricbt  (2te  Aufl.  f.  4.  fgg«) 
mehrmals  geschiebt,  irgend  eine  Formel,  welche  erst  das  Resultat 
einer  Entwickelong  sein  sollte,  geradezu  aufstellt,'  ihre  Richtigkeit 
für  it  =  l  oder  ti=:2  ,^probirt  und  dann  darthut,  dass  sie  im- 
mer dir  jede  um  Eins  grössere  Zahl- 19  =  ^  +  1  gelte,  wenn  sie 
für  m  =  A  zntriffit'*;  dies  scheint  nicht  wohl  in  Abrede  geteilt  wer- 
den zu  können.  ' 

Anders  würde  sieb  die  Sache  freilich  verhalten,  wenn  man  den 
Schüler  zu  der  Formel  (2)  zuvörderst  durch  eine  einfache  Induction 
hinanfnbren  im  Stande  wäre,  so  dass  die  Worte  „es  lässt  sieb 
erwarten,  dass  das  inducirte  Gesetz  allgemein  gelte"  für  jeden 
sich  als  wahr  erwiesen,  und  wenn  man  alsdann  erst  die  so  frucht- 
bare Schlussfolge  von  «auf  (m+1)  und  von  ^  auf  (^  +  1)  an- 
wendete. Wollte  man  aber  zum  Zwecke  einer  solchen  Induction 
die  vorher  bezeichnete  erste  Beweisführung  mit  der  zweiten*  com- 
biniren,  so  würde  der  g^nze  Beweis  eine  Weitläuftigkeit  annehmen 
und  bei  dem  Unterricht  eine  Zeit  erfordern^  wie  sie  gar  nicht  mit 
der  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  im  Verhältniss  stehen  'möchte. 
Es  wird  daher  wohl  nicht  unnütz  sein ,  auf  einen  andern  und  di- 
recten  Beweis  der  gedachten  Tormel  (2)  aufmerksam  zu  machen, 
welcher  sich,  wie  ich  glaube,  durch  Einfachheit  und  Kürze  beson- 
ders empfiehlt,  von  welchem  ich  aber,  obwohl  er  sigh  fast  von  selbst 
darzubieten  scheint,  nirgends  eine  Spur  aufzufinden  vermochte. 

Ich  gründe  diesen  Beweis  unmittelbar  auf  die  Eigenschaften 
der  Binomialcoefficienten.'  Zwar  weiss  ich  wohl,  dass  man  neuer- 
dings in  den  Lehrbüchern  öfters  den  binomischen  Lehrsatz  erst 
ganz  spät  nach  der  Lehre  von  den  Progressionen  und  dtn  arith- 
metischen Reihen  höherer  Ordnung  seine  Stelle  angewiesen  hat; 
da  aber  dieser  Satz  so  überaus  wichtig  ist  und  überdies -eine  gleich 
Anfangs  in  der  Potenzlehre  offen  gelassene  I^ücke  ausfüllt,  so  hege 
ich  nach  wie  vor  die  Ueberz^ugung,  dass  es  am  zweckmässigsten 
sei,  gleich  nach  der  Lehre  von  den  Potenzen  und  Logarithmen  die 
Combinationen ,  dann  den  binomischen  Lehrsatz  für  ganze  Expo- 
nenten, und  hierauf  erst  die  Reihen  folgen  zu  lassen..,  Es  möge 
mir'  daher  erlaubt  sein,  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Expo- 
nent der  Potenz  (a  +  6]P  eine  positive  ganze  Zahl  sei,  bei  dem 
folgenden  Beweise  von  twei  bekannten  Eigenschaften  der  Binpmial- 
coefficienteu  ausiugehen,.  erstens  dass 


i 
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allji^eiiiein 

(»)-ci>)+(:)=(*t') 

und  zweitens  dass 

m = (f ) 
(f)=(?^) 

o.  s.  f*    ■ 


allgemein 


w.-(«  =  fe) 


Mt. 


fl. 

Die  auf  einauder  folgenden  Reihen  figorirter  Zahlen  «ind 


W|  >V^  Wb  V^    "*■     *'i 


11111     1    1 

12  3    4    5      6      7 

13  6  10  15  21  28 
1  4  10  20  35  56  84 
1  5  15  35  70  126  210 


Um  ein  beliebiges  «ttes  Glied  aus  einer  dieser  Reihen  zu  bezeich- 

nen,  wollen  wir  uns  der  Symbole  ff«»  s^«  «w  U.  s.  f.  bedienen,   so 
dass  X.  B.  die  in  der  vierten  Horisontalreihe  befiodliohe  Zahl  84 

s 

durch  n,  vorgestellt  sein  soll. 

Ferner  wollen  wir  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  einer  die- 
ser Reihen,  nämlich 


it . 


ic 
•^4 


•  •  • 


k  k 


durch  8n  andeuten. 

Die  Bildnngsweise  der  figurirten  Zahlen  wird  alsdann  erstens 
durch  folgende  Gleichung 

(A)  ^. ..  VnZzzSn  oder  titt  =  Sn 


unzweideutig  charakterisirt. 
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genden  Gliedes  ««  ans  dem  vorbergeheDden  ffn.!  die  Formel 


welche  UDiniUelbar  aus  (A)  folgt,  weil  5^ ±=  iS^ie-i -f- v«  =  erM— i 
•4''«ii'''i0b  xSa  Uta«  B.  w«as  IM.eDtstendeB  dareh  AddMou  lom 

4  S 

tr«  =  70  uod  «r«  =  56. 


♦•2. 

'  Hk»  b^weAe  iittti,  wettii  taan  Hi  der  qfladrak^Irnlig^D'Zdtfafliw- 
neDstellQDg  dieaer  figarirten  Zablen,  ao  wie  ea  in  der  folgendeo 
Fif^nr  geacbeben  iat,  von  finka  Dach  rechts  aufsteigende  üiagonal- 
linien  zieht, 

0 
1 
% 
3 
4 


>* . 


1 

_i 

_1 

1 

1 

^  ^ 
^ 

X 

-.»: 

^'CJ^ 

^ 

3 

"4i; 

nS- 

.10 
20 

15 
35 

21 
56 

^  •• 

> 

15 

35 

70 

126 

f 

• 

daaa  aladanA  ^ 

durch  die  erste  Diagonale  verbunden  werden  1  und  1 
-  _    -    zweite       -  -  -       1,   2,   1 

-    dritte         -  -  - '     l,   3,   3,  l 

u.  a.  f., 

alao  der  Reihe  nach  die  Binomialcoefficienten  zur  ervten,  zweite», 
dritten  n.  s.  f.  Potenz.  Dass-  dieses  Gesetz^  wenn  es  für  eine  be- 
Kebiffe  dieser  aufsteigenden  Reiben  z.  B.  die  /ite  stattfindet,  auch 
für  Sie  folgende  (/7  +  l)te  Richtigkeit  behalten  müsse,  ist  leicht 
einzusehen.  DenjD  erstena  fanet  diese  folgende  Reihe  offenbar  eben^- 
falfs  mit  1  an,  zähft  ein  GÜeia  mehr  als  die  vorhergehende  und  en- 
digt wieder  mit  1.  Und  ausserdem  ist  vermöge  der  Entstehung  der 
fi^rirten  Zahlen  (Gleichung  B).<laa. zweite  Glied  dieser  folgenden 
Diagonalreihe  gleich  der  Summe  des  ersten  und  zweiten  Gliedes  der  . 
vorbeNrehenden «  ihr  idritte»  Glied  gleich  der  Summe  des  zweiten  , 
lind  dritten  Gliedes  der  vorhergehenden  u.  s.  f. ,  es  sind  also  die 
Glieder  dieser  {p  +  l)ten  Diagonalreihe  ganz  ebenso  aua  denen  der 
pien  Reibe  abzuleiMi,  wip  den  Formeln  (3)  zu  Folge  die  Bino- 
mialcoefficienten zilr  (p  '-Hl)teD  Potenz  aua  denen  zur  /»ten  Potenz 
entstehen. 

Wenn  wir  daher,  um  ein  beliebiges  Glied  einer  dieaer  schräg 
anfateiffenden  Diagoualreiben'  zu  bezeichnen,  den  Träger  %  anstatt 
M  wählen,  im  üebrigen  aber  die  Bezeichnung  dcrr  früher  gewählten 
gleich  lassen,  so  dass  z.  B.  die  Reihe 

«4444 

•  %%   %^   %m   9m   a« 
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eitiei']«!  fleiD  Bollnit  der  Tdii  liakg  aadi  rtohte  anfiiteigeadfiB  Dia- 

**  .  .  .       •  *       ^  • 

14    6    4    1, 

nämlicb 

(?)(})«)  (Dp) 

SO  sind  wir  im  Stande,  das  vorher  nackgewiesene  Cesati  dbirck  die 
Gleichung  avszusprechen  , 

(Ca)  ....  »«==(^^_j^, 

wobei  ^   und  «»  ^  (>9  +  l)  <wei  positive  ganae  9ftiilM  aiMlaateii 
sollen,  oder  auch  Termöge  der  Gleicfiung  (4)  durth 


(C. /?)... •*„  =  (^^^^J. 


#  j     *  .''1 


Nun    ersieht  man  aber  aus  dem  vorher  aufgestellten  Schema  der 
figurirten  Zahlen  sogleich,  dass 

p  '  ? 

«|=dem  ersten  Gliede  der  ;9ten  Horiioatalreihe^Wi 

p  i>— i 

»,=    -     zweiten    -        -    [p — l)ten     -  ==fi,'    - 

p  p-^ 

X,  =    -     dritten     -        -    {p — ^2)ten     -  =m, 

u.  s.  f. 
nämlich  allgemein 

p        p— n+l 
*l»  s=!  t^. 

.    -       /  ..      .     , 

Setzt  man  daher  /t» «—  « -H 1  ==  J&,  also  pzssk  +  n  —  1,  so  wird 

1  * 

I 

oder,  indem  man  jetzt  eine  der  Gleichungen  (C)  zu  Hülfe  ruft,  ent- 
weder 

*  *  '  * 

(D.a)  ...;  #»=(  "^^  1    ) 
.  oder   - 

(D.«...:i.=(*-*-r>    .    . :  • 

Diese  letztere  ist  die  verlangte  Formel.   Setzt  msn^  darin  der  Reihe 
'   nach  ^  =  0, 1, 2^  3  • . . . ,  00  ergiebt  sich 


für  die  Reihe  du  allgeaeine  Glied 

1,  1,    1,    1,    1,....    (*-*)  =  l 

1,2,    3,    4,    5,....     -(*)     =sm 

1,8,    «,10,15,..:.    (^«■+-»)  =  2^±1) 

i,4,So.2ö;'35::.::;(-|«)=*süt^^ 

n.'  s.  f. 

Um  aber  eine  beliebige  Me  Reibe  in  ibrer  völligen  Allgemein- 
beit),  Däralicb  die  ersten  filieder  derselben  als  Functionen  yon  ß:^ 
so  dass  ein  gewisses  Bildnnrsgesetz  mögliebst  klar  erkannt  werde, 
und  ibr  allgemeines  Glied  als  eine  nach  eben  diesem  Gesots  gebil- 
dete  Function  von  Jk  nnd  n  berzustellen,  möchte  es  am  einfacnsten 
sein,  anstatt  der-  Formel  (l>.  ß)  sieb  der  andeve»  <D .  U) 

zu  bedienen.    Denn  alsdann  erbält  man  sofort ,  indem  mm  sueces- 
siF  «£=  1, 2, 3, ...  •  setzt, 

u.  s.  f. 

•»—  1.2.5...,(«-rl) 

Die  allgemeine  Reibe  fignririf  r  Zablen  j&ter  Ordnung  ist  al^o 
"^      1      "^  1.2  "^  1.2.5 


•  •  •  • 


{k-^  1)  (^>f^2)....(itL-t-<i-r-  1) 

1.2...e(»—  1) 


und  ibre  Summe  ist  zu  Folge  (A)  und  (D) 

*  ^1  /'k+nS     ü(|f-f-l)(|»-f-2)e..e(lf-i-^) 

^»=T««==V,*H-1>'  ~        .  I.a.l....(*-Hl) 
oder  aucb 

n  —  lJ  ~  1.2....(ii^l) 


/» 


UV 


V. 

Analytische  Aphoirismen. 

Ven 

Herrn  Doctor  O.  Schlömilch 

lu  Weinar. 


1.    SammiraDg  der  Reihe 

/(o?)»«— i^'+ior'— i^«-^....  (1) 


Soll  /{ap).  eine  endliche  Grösse  sein,  so  moss  o?  <  1  bleiben, 
ausserdem  hat  die  Reihe  keine  Samnie.  Denkt  man  sich  die  Glei- 
chung (1)  auch  für  eine  andere  Veränderliche  y  hingeschriebeii, 
s«  ist  dordi  Subtraction 


•  «  f  » 


Ferner  hat  man  analog  (1)  auch 

Nehmen  ivir  an,  dass  y  ein  ächter  Bruch  sei,  so  fassen  sieh  die 
Ausdrücke 

1       1     1^ 

nach  dem  Binomiattheorem  in  Reihen  verwandeln  und  dadurch  wird 

=  (*-y)  [(-»),,-«-Hi).y+(-i).y»-f-(-i).y-*-..-.l 
-i(*-y)M(-«).-i-(-a).y+(-2).y'-i-(-«).y'  +  ^..l 

-t-  4(*  - y)«  l(-  3).  +  (-  8).y  +  (-  3),y»  +  (-  3),y  + . . .  •! 


Nehaen  wir  die  einzelnen  Glieder  diagonal  xuaHaen,  so  ergiebt 
rieh: 


»1 

=(*-y)(-i).  .     . 

-K*  -  y)  r(- i).y  -  4(- 2).(*  -  y)l 
-♦-(*-  y)  I(-  i).y*  -  U-  4)  .y(*  -  y) + *<-  3).0r  -  y)M 
+  (*  -  y)  t(  -  i).y'  -  i(-  2).  y*(^  -  y) + ^-  3).  *(*  -  y)' 

-i(-*)o(*-y)'l 

Ein  allgemeinei  Glied  dieier  Reibe  würde  folgendes  nein: 

(as^)[(-l)^-4(-2)^,3r-Ka7-yHr4(-3)»H«--^^y)'^^     (3) 

BeIrnchCen  wir  die  einjgeklammejrte  Gröue,  in  der  wjr,a?^— y  mt 
%  bezeichnen  wollen,  für  sich. 

Es  ist  ein  bekannter  Sati  von  den  Binosiialkoefficienten ,  dais 

ist;  darnach  wird 

Dieser  Aosdnick  lässt  sich  aber  bedentend  abkürzen.    Es  ist  näm- 
lich fiir  jedes  u 


folglich 
oder 

(fl    I    IW         '»o  Tu*!**"!"!*»**    -t-.... 

S 

Daraus  folgt  für  «=•--  und  durch  Mnltiplication  mit  y«: 

Sr 

(%  -4-  V)«H-1  —  t/M-hl 


•  •  •  ■* 


•  •  •  k 


und  auf  der  rechten  Seile  steht  jetzt  die  in  (4)  ^geklammerte 
Reihe.    Der  Ausdruck  in  (4)  ist  daher 

_  (-  1)*     (r4-y)iH-I-^yi>4-l 


•  •  •  • 
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aber  »  war  =  o^  —  y  und  daher  ist  die  Tarliegende  Grösie 

folglich  ist  der  Ausdruck  (3),  welcher  das  allgemeine  Glied  der 
Reihe  für  /(f^  darstellte, 

Wir  haben  daher  '    .    . 

•^CfijJ)  =  (^  -  y)  -  i(^^  -  y«)  +  i(^«  -  y )  - 
Fergicicheti  Wir  damit  den  Ausdruck  (2),  so  ergiebt  steh,  die  Glei- 

•  •  "  ■  «  B  • 

/(*)-/(y)=/(f^). 
Die  Summe  der  Reihe 

"l  *A"?  ****J^°"ff®^n"ction  von  ^/welche  die  Eigen - 
■charft  bat:        .  .  " 

um  hieraus  die  Function  /bestimmen  zu  können,  setzen  wir 

{[^J  =  9P(1  -f-^)^  wo  9)  eine  neue  Function  bedeutet.    Bs  wird 
jetzt 

Nehmen  wir  Mcli  H-a?  =  «4?,  l+y=/J,  go  kommt 

SP(a/J)_,(/9)  =  y(«) 
oder 

Man  weiss  aber,  dass  diese  Function  keine  aridere  ist,  aU 

SP(a)  =  a  log  a  (mit  beliebiger  Basis), 

wo  a  eine  willktihrliche  Constante  bedeutet  (Cauchy,  cpurs  d'ana- 
lyse,  page  111);  also  haben  wir  auch  9(1  + Är)  =  a log  (1  +  ^), 
und  weil  y(l+^)=r/-(,r)  war, /(ar)  =  «log{l +^);1blglich 

«»og(l+^)=:^_|^,^^^,_       ^  ^-1>^>~1.    (5) 
Man  hat  ebenso 


durch  Subtraotion 


1        •! 


I 

unq  für  7 1:  =  »: 

■  • 

Daraus  heatiAmt  mau  «,  indem  OMin  »=zi^  dar  Basia  des  lo^arith- 
miscbeu  Systems  uimm^;  es  ist  dann  log  ^  =  1,  folglich 

Hat  man  auf  diese  Weise  a  gefunden,  so  erhält  man  aus  (8) 

und   der  Factor  7-  ist  die  Gtösse,  welche  man  den  Madalaa  idet 

logarithmischen  Systems  nennt. 

Der  vorstehende  Beweis,  welcher  sich  an  die  von  Cauahj  auf 
pag.  165  und  168  f&r  die  Binomial-  und  Exponentialreihe  gegabe- 
neü  Beweise  anschliesst,- -dürfte  sich  hauptsächlich  dadurch  empfehlen, 
dass  er  ebenso  wenig  von  der  Kenntniss  der  Exponentialreihe,  noch 
von  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  Gebrauch  macht. 

I 

II.   Beweis,  dass  fär  jedes  f*     ^   =  fAjef*-^  ist. 

•  •  »  - 

Um  den  ausgesprochenen  Satz  zu  beweisen,  geht  man  gewöhn- 
lich vom  Binomialtheorem  für  ganze  positive  Exponenten  aus,  oder 
seigt  wenigsten»  mittelst  des  SchUisses  von  «1  auf  sr+l^  daaa  fiir. 


j^^=»  ist,  woraus  sich  die  Gleichung 

IS— «^   * 

ableiten  läset;  diese  wird  dann  auch  auf  gebrochene  und  negative 
«I  ausgedehnt'.  Wan  kann  aher  Auf  viel  kiirserefli  Wege  logleich 
zum  allgemeinsteh  Resultate  gelangen. 

Man  weiss  nämlich,  dasa,  wenn  p,  7,  r,  n.  s«  w,  Fa^ctionen 
von  of  bedeuten,  die  Gleichung  statt  findet: 

djpor..,,)        dp    .    dg    .dt  ^  ^ 

"!•• ^ZT  "+"  T"  "*"  T  "•"•••  • 
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9 

adfr,  weui  wir  ibtrall  mit  dof  dividiren  nnd  den  IKflfereiilaah|uo- 
tienten  einer  Function  uberbaopt  mit  D  beneichnen  (-;^^=|j/(jr))^ 
ancb 

Sei  nun  pT=zapa^  gz=zapB^  rz=zaff^  u.  8.  w.,  so  ist 


atio 


Z?(j?fl-M^-*->...)  _  /^arc)        D{x9)        >P(^)  . 
axH^+y-*--  «ax»     "^    x/J     *     ^    -f-.-.. 


Bezeicbnen  wir  überbaupt 

-^  mit  9(/»), 
so  sagt  jene  Gleiebung;,  dass  diese  Function  die  Eigeascbaft  bat 


•  •  •  • 


woraus  folgt»  dass  für  jedes  beliebige  ^  die  Punetioa  ^  von  des 
Form  ist 

(Cancby,  cours  d'analjse,  page  106).    Aber  es  ist 

folglicb 

und  weil  y(/i»)=^~j5r  ^*'>  »ö  ergiebt  sieb 

Z^^)  =  /i»a;f'-i  oder  ^^  =  f*Ä^-i 
für  jedes  beliebige  /i*. 

111.    Summirung  der  Reibe 

Es  ist  folgendes  Integral  bekannt: 

^0  ^  f  «.5,7....2i»+l       ^  ' 


ihn  «lUlt  4iwiclfce  am  laidifceston  do^h  nelinBalij|e  Anirsiidaiig 
der  RednctioDsformel 


Ar  «=1,  ^== — 1,  i»?cl,  /»^  —  ^,  indMi  man  nachher  m+I 
für  m  setzt. 

Substituiren  wir  die  Werthe  des  Integrals  (2)  für  OT  =  €r,  1, 
3^ . . . » si  in  die  Reihe  ( 1 ) »  so  ergiebt  sieb ,  dass  dieselbe,  desi  fisU 
geaden  Ausdrucke  gleieb  ist: 

4/;'(l»-^*+^**-....l(l-*)-»*r    (8) 

wovon  man  sich  aBeb.niDgekehrt  durch  Integration  der  einxelnen 
Glieder  leicht  überzeugt 
N«a  ist  aber 

\ 

X  •  > 

folglich 

(i»-».|)x       — *       T-    i«-t-T-      1.2     ^ 
=  «o  "^  i*i ^  +  T^t^*  —  • . . . 

Durch  Substitution  dieses  Werthes  geht  das  Integral  (3)  in  das  foK 
gende  über 

Vo     («^Mo:     0-^r»^- 

Für  ^  =  1  —  y  erhält  man  daraus 

~a«H-2  (i— i  ^2-i  -*"s— i-t--—-^m.i_^! 
1     ( 1     1 


Es  ist  daher 

?•       *     üi-i-2**    üa      2.4.6    21-1- 

^=S+i  {  +  +  ♦  +  *+•  -  +  51+1» 
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woiiiirelv  «die  Sunme  der  Umhe  io  Hircr.  möglickat  eikfacteii  Fom 
dargestellt  wird. 

IV.    AbleitDDff  einer  Reihe,  für  Are*  tan  of. 
Es  ist  folgende  Reibe  bekannt: 

Slfo  wurde  Ven  ^tainyill«  saerat  gegeben  ttnd  ist  dann  auf  veiu 
scbiedene  Weise   bewiesen   worden.     (Einen   elenentareA 
giebt  Cauch  j  a.  a.  0.  page  549  —  550). 
Man  hat  aber  > , 


Arctan  ar=:  Aresin 


v^r:;."*»^ 


folglich,  wenn  man  beiderseits  quadrirt  nnd  rechte  die  GWchnng 
(1)  an  wende  tj 

jr»  /"    4^*    >•      2-*     ,r    ^*    ^' 

ArcMan  ^  =  1:^:^  +  i  .  i^jq^J  +0  *  *CiT^>    "*"  "    '  * 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  ;r<^l  sei,  lassen  sich  die  Qrössen 

"  ■  -  - 

•  •  •  • 

1_  1  1 

mittelst  des  Binomialtheorems  für  negative  Exponenten  in. Reihen 
verwandeln  und  geben  jetzt 'folgenden  Ausdruck: 

Arc»tanar  =  a?»[(— l)o  +  (— l)iÄ?»H-(— l),4?*H-(-«-l),a?*H-...J 

«  «  9 


Ordnet  man  denselben  nach  Potenzen  yon  ^,  so  ^giebt  sidr: 

I 

•  Arc*tan^  =  Ä?**( — 1)^ 

j.^.r^-»J» -1.1  (n2).  j_«*  (-»).i 


* 
Ein  allgemeioea  GKed  dieser  Reihe  würde  sein: 

•  ■ 
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•«ler,  weDD  man  bemerkt,  dvss  inner 


ist, 


Die  eingeklammerte  Reihe  ist  aber  die  nämlicbe,  welche  wir  in 
No.  III.  summirt  babeti;  setseo  wir  ihre  Samme,  so  ist  unser  all- 
gemeines Glied 


und  daher  erhalten  wir  das  bemerkenswerthe  Resnlt«t: 


Are*  tan^ 


^(i 


t-HD- 


(2) 


oder  etwas  symmetrischer: 


|Arc'  tan  jc 


*)-..•• 


(3) 


welches  nach  der  früheren  Bemerkung  nur  so  lange  richtig  bleibt, 
als  ^  ein  ächter  Bruch  ist. 

Man  könnte  fragen ,  oh  die  Reihe  noch  für  i^:  =  1  cönvergire, 
waa  man  aus  ihrer  Ableitung  nicht  unmittelbar  erkennen  kann.  Da 
die  Reihe  (3)  fiir  ^  =  1  nämlich 


i-*(l+4)-<-i{i 


1 

T 


I)-....     (4) 


mit  wechselnden  Zeichen  fortgeht,  so  ist  cu  ihrer  Convergenz  nichts 
weiter  nöthig,  als  dass  jedes  Glied  «rösser  als  das  nächste  ist,  also 
«ine  beatäadige  Ahnahme  der  Glieder  hinsichtlich  ihrer  absoluten 
Werthe  statt  findet,  und  dass  sugleich  diese  Abnahme  ins  Cnend- 
licbo  fortffehe,  mithin  die  Grause,  welcher  sich  die  Glieder  nähern, 
keine  andere  als  die  Null  sei.  Beide  Dmatände  (reffen  bei  Unserer 
Reibe  zusammen,  wie  sich  aus  dem  Fol^en^den  ergiebt. 

Ein  allgemeines  Glied  der  Reibe  (4)  ist,  abgesehen  vom  Zeichen, 


ffm 


— -Lri-|.'^'-4.       -4-— — 1 


wofür  sich  wie  fr&her  das  Integral  setzen  lässt: 

1^  /^l— «»"  ,   Jl_  fi    dx  l    /n    d%     ^ 


TlMtt  V. 


i 


Oft 

Verwandelt  man  •; r  in  die  bekannte  unendliche  Reibe,  was  sich 

hier  auf  ganz  ähnliche  Weise,  wie  in  einem  früheren  Anfsatse  tod 
mir*)  rechtfertigen  lässt,  so  ergiebt  sich  darch  Integration  der 
einzelnen  Glieder 

I  f     1         .        1 1 .  .     .  ^, 

und  durch  Vereinigung  der  unter  einander  stabenden  Glieder 

1,1,1  .     .- 

•"  "^1(211 -hl)  "'"3{2«-|-»)  "*"  5(«Ji-f-5)"*""*"  ■"•' 

ein  schon  an  und  für  sich  bemerkenswerther  Satz. 
Man  hätte  ebenso 

_  1  ^         _i_         ^        _i_ 

•""^^—1(211  +  3)  "*"  3(2« -♦- J^)  ■*"3(2«-|-7)*^    •••» 

folglich  mn  ^  ^»+1*  Geht  man  ferner  in  dem  Ausdrucke^  für' ««  zur 
Gränze  für  wachsende  n  über,  so  ist  offeobar 

Lim  Wm  =  0. 

Mittelst  dieser  beiden  Eigenschaften  der  allgemeinen  Glieder  u  ist 
die  Convergenz  der  Reihe  (4)  bewiesen.  Wir  haben  daher  aus  (3) 
für  ^  =  I 

g  =  i-.|(l+|)  +  i(lH-4H-i)-....    (5) 


y.     Deber  den  VFerth  des  Integrales   /^  e    dt^ 

Der  Wertb  des  vorstehenden  beMimmten  Integrales»  welekes  in 
der  Wärmetheorie  und  Wahrscheinlichkeitsrechnung  vorkemmti  iet 
schon  auf  verschiedene  Weise  abgeleitet  worden,  von  Legendre 
undLaplace  durch  doppelte  Integration,  vonPoisson  durch  eine 
geometrische  Betrachtung  u.s.w.  Eine  von  nnderen  Theorien  nnnb» 
nängig«  Entwickelung  desselben  ist  folgende. 

2iuerst  erhelitj  dass  das  fragliche  Integral  einen  endlichen 

Werth  haben  mSsse.    Denn  da  die  Function  "e      rascher  abnimmt 

t 

als  die  Function  e  ,  so  muss 


^  e    «*<  I     e  </r,  d.  h.  <1 


*)  Tbl.  HL   No.  XXXII. 


V9 

sein.    Bezeichaen  wir  den  nnbekannten  Werth  des  Integraleg  mit 
A:,  80  ergiebt  sich  ans  der  Gleicbnng 

dadurch,  dass  man  \/ut  für  $  setzt,  wo  u  eine  beliebige  positive 
Constaiite  bedeutet  und  V^m  positiv  genommen  wird, 

I 

and  wenn  man  diese  Gleichung  »mal  nach  u  partiell  differenziirt 


J  0     äu^ 


d$  sc  ßf^'j.^'   9 


d.  h. 


t/o  —  2»«»  [Tu 


2»c^^  •  ~  •  •  •  •  W 


oder  a*  für  w  geseUt 

Mittebt  dieser  Gleichung' lässt  sich  der'Werth  des  Integralef 

0       t 

in  eine  unendliche  Reihe  verwandeln.    Setzt  man  nämlich  für  sin  t 
die  Reihe 


1        1.2.»  ^  1.2.3.4.5 

n^d  integrirt  die  einzelnen  Glieder  nach  Formel  (3),  so  ergiebt 
sich 

•sin  *-«•«• 

€         4U 


y""sin 
0      t 


—  ri-   -L  ^     1  1 

—  M  •  «       1.2.3  '2.«« 


1.3                1  , . 

1.2.3.4.5  'STS»*" '^ 


—  ^2«        1   *  3V2a/ 


172 'Tvs)  — ••••1**— W 


und  diess  ist  für  alle  möglichen  a  richtige  weil  diese  Reihe  jeder- 
zeit convergirt. 

Man   kann   aber   auf  anderem  Wege  zu  ganz  der  nämlichen 
Reihe  gelangen.    Man  setze  nämlich  in  dem  Integrale 
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für  e      die  Reihe 


1— £!    ■     ** 


1     ■    1.2       1.2.5  ^ 
und  integrire  die  einzelneo  Glieder,  lo  wird 


J^e^dt 


ö  ^....(6) 

~2a        1    •  $V2a>    "*"  1.2  •  5V.2ay         

and  die  vorstehende  Reihe  ist  die  nämliche  wie  die  in  Formel  (4) 
in  Parenthesen  stehende.  MultipKciren  wir  daher  das  vorliegende 
Resultat  mit  2>&,  so  ist  durch  Vergleichung  von  (4)  und  (6)  , 

und  diess  gilt  für  jedes  beliehige  a.  Lassen  wir  dasselhe  immer 
kleiner  werden  und  gehen  zur  Gränze  für  a  =  0  über,  so  wird 

t/  0  %/  ^      t 

Vermöge  der  Gleichang  (1)  ist  aher  die  linke  Seite  =:U^\  der 
Werth  des  Integrales  rechts  ist  bekanntlich  =:-2-$  mithin  wird  2/r* 

=  -r-  oder  /r  =  |^^,  wodurch  die  bisher  unbestimmte  Grösse  k 

ihre  Bestimmung  gefunden  hat. 

Wir  haben  jetzt  aus  Formel  (2)  für  19  =  0* 

/:r-'^=^....m 

m 

% 

und  auf  Forael  (3) 

/•- ^-"''"     _I.S.5....(2«-1)    Un       .^ 

Setzt  nan  in  Forael  (7)  rechts  ^t  fär  <,  ••  ergiebt  «ich  , 

»  T*  fiir  o  gesetzt: 

iirt  man  diese  Gleichung  nach  ß^  so  wird 
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(10) 


womit  die  wicbtigsten  drei  Formeln  dieser  Art,  nämlich  (8),  (9) 
und  (10),  bewiesen  sind« 

Aus  der  letzteren  kann  man  noch  ein  aUgemeineres  Resultat« 
xiehen.    Es  ist  nfimlich  nach  einem  früheren  Aufsätze  von  mir  über 
höhere  Differenzialquotienten  (Tbl.  IV.  No.  XL.): 

l»(g         ) 

*"  )(11) 

=  (—  aY\^uY  —  2is,(2«if)»-2  +  3.4jf^(2iwi)*-*  —  ....|«  *'"' 

und  dieses  lilsst  sich  auf  folgende  Weise  benutzen.    Man  differen- 
ziire  die  Gleichung.  (10)  ffmal  nach  /9,  ao  ist 


2a    *       dS^ 


=  /     cos(/^+ ^att)  .  #«» .  e      lÄ 


und  Tvenn  man  auf  der  linken  Seite  die  Gleichung  (11)  für  «#=/?, 
«  =  ^  in  Anwendung  bringt,  so  erhält  man  das  Integtal: 


t^  cos {\m€  +  ßt).e      iU 

= '^[(f)"-«".c^r+'-»..(fr-.-]?^>'i "" 

welches  noch  nicht  bekannt  zu  sein  scheint 


10t 


VI. 

Ueber  die  Auffindung  mathematischer 
Wahrheiten .  bei  den  Griechen. 

Von 

Herrn  Dodtor  Ludwig  Felix  Ofterdinger 

zu  Tübingen« 


1.  Artikel. 


Die  Art)  wie  die  griechisclien  Mathematiker  ihre  Entdeckungeo 
gemacht  haben,  tat  eio  GegvoataDd ,  der  teio«  volle  l^snag  immer 
noch  nicht  gefunden  bat.  Peter  Nunnez,  Franz  und  Peter 
Schooten,  Wallis  und  mehrere  spätere  IVIatbeoiatiker  waren  der 
Ansicht,  dass  die  alten  Mathematiker  ein  Mittel  in  der  Hand  ge- 
iiBbt  habeui  durch  welches  sie  ihre  Sätze  erfunden  hätten,  dass  uns 
aber  dieses  nicht  iTberliefert  worden  sei.  Robert  Simson  fi^li^ubt 
dieses  Mittel  sei  die  Analjsis,  wie  sie  uns  Pappns  im  VIF.  Buch 
seiner  mathematischen  Sammlungen  zeigt;  dieser  Ansicht  stimmten 
mehrere  Mathematiker  bei.  Eine  genaue  Betrachtung  der  mathe- 
matischen Werke  der  Griechen  zeig^,  dass  die  Analjsis  allerdings 
bei  der  Abfassung  derselben  eine  grosse  Rolle  gespielt  hat,  dass 
aber  auch  die  Analjsis,  wie  sie  uns  Pappus  ffi^bt,  mehr  zur  Lo- 
sung einer  geometrischen  Aufgabe,  als  zur  Aumndung  neuer  Sätze 
dient,  dass  deswegen,  wenn  die  AvnlTais  zur  Erfindung  neuer  Wahr- 
heiten gebraucht  werden  soll,  dieselbe  allgemeiner  anfgefasst  wer- 
den muss,  und  dann  doch  noch  ein  anderes  Btwas  übrig  bleibt, 
welches  zur  Entdeckung  mathematischer  Wahrheiten  führt.  Diess 
alles  auszuführen  und  zu  beweisen  ist  der  Zweck  nachfolgender 
Zeilen. 

Eine  Vergleichung  mit  neuern  Methoden  ist  bei  einer  derarti- 
gen Arbeit  nicht  wohl  zu  umgehen,  und  wenn  der  Verfasser  diese 
auch  so  wenig  als  möglich  gethan  hat,  so  wird  er  dadurch  wohl 
keinem  Tadel  ausgesetzt  sein. 


> 

Heber  die  Anffindvog  matiieieetischer  Wahrfaeiten  ilurcli 
die  AnaljniBf  oder  über  die  tbeoretiscbe  Analytis. 

Wenn  man  eineo  Sata  D  hat,  desBen  Allgemeiabeit  uod  Gül- 
tigkeit Boch  nicht  erkaant  wäre,  ee  Mhme  man  aB»  er  gelte  io 
alTer  Allgemeinheit.  Nach  einer  ffenaneirlJnursuchuog  dieses  Sstses 
wird  man  fioden,  dass  er^in  aller  Allgemeinheit  bewieaen  werden 
könnte,  wenn  der  Satz  C  in  .aller  Allgemeinheit  gelten  würde  und 
bewieaen  werden  könnte;  dieser  aber,  wenn  der  Sats  Bj  und  die- 
ser, wenn  der  Satz  ^  gilt  und  bewiese»  werden  kann.  Bier  sind 
drei  Fälle  möglieh: 

1)  Ui  ui  ein  Sats^  der  allgemein  göltig  ist,  und  entweder  scboir 
bewiesen  i«t,  oder  gar  keines  Beweises  bedarf,  so  ist  D  in 
aller  AllgemeiDheit  wahr  nnd  kann  bswiesen  werden. 

2)  Ist  bingeffen  jd  ein  Satx,  von  dem  man  weiss,  dass  er  unwahr 
ist,  da  iy  nur  als  wafir  erwiesen  werden  kann,  wenn  ^  wahr 
ist,  so  ist  in  diesem  Falle  C  und  auch  D  unwahr. 

3)  Ist  aber  Jl  nicht  in  aller  Allgemeinheit  wahr,  sondern  hat  die* 
ser  8atz  Ausnahmen,  so  haben  entweder  diese  Ausnahmen  kei- 
nen Einfluss  auf  B  und  es  ist  dann  die  weitere  Untersuchung 
wie  im  ersten  Falle;  oder  sie  machen,  dass  ß  zwar  gilt,  aber 
mit  Ausnahmen ,  wo  dann  untersucht  werden  muss ,  op  C  den- 
noch wahr  oder  unwahr  ist  oder  mit  Ausnahmen  gilt,  und  im 
letztern  Falle,  ob  D  allgemein  wahr  ist  oder  unwahr  oder  mit 
Ausnahmen  gilt. 

Diese  Uotersucbuogsart  nennt  man  die  theoretische  Ana« 
lysis  "*):  sie  dient  also  1)  zur  Aufsuchung  des  Beweises  eines 
Satzes  uod  2)  zur  Auffiuduug  neuer  Sätze,  welche  hier  die  Mittel- 
sätze {B  und  C\  sind,  und  die  zwischen  dem  Satze,  den  man  be- 
weisen will,  una  dem,  welchen  man  schon^bewiesen  hat,  liegen. 
^  Alle  Beweise  aller  mathematischen  Sätze,  alle  mathematischen 

Scbriftea  entstanden  durch  diese  Methode,  und  sie  kann  in  allen 
Theilen  der  Mathematik  noch  jetzt  mit  Nutzen  gebraucht 
werden.  E^s  ist  daher  sehr  zu  bedauern,  dass  es  fast  scheint,  sie 
sei  ganz  verlohren;  denn  der  Gebrauch,  welcher  von  der  griechi- 
schen Anaijsis  bei  einzelnen  geometrischen  Aufgaben  nnd  nie  and 
da  bei  einem  einzeln  stehenden  Lehrsatze  gemacht  wird,  kann  kei- 
nen Anspruch  auf  eine  wissenschaftliche  Methode  machen  *'). 


*)  „DuplsK  est  anslyseos  genns,  Tel  enim  est  Tsri  indsgatrix,  dicitarqae 
„theoretica;  Tel  propositi  inTestigatriz,  sc  problematica  Tocatur.  In 
„tbeoretico  autem  genere,  qnod  qaaeritur,  re^era  ita  se  habere  sup- 
„ponentes,  so  deinde  per  ea  qua«  consequuntur,  quasi  ^era  sint  (uC  sunt 
„ex  bypotbasi)  aryumentantes ;  ad  evidentem  «liquam  condusionem  prro- 
Moedimus.  Jam  ai  conclusio  illa  vera  sit,  vera  quoque  est  propositio 
„de  qua  quaeritur;  ac  demonstratio  reciproce  respondet  analysU  Si 
^vero  in  falsam  conclusionfm  incidamus,  falsum  quoaut  erit  de  quo 
„quaeritur«"  Pappi  Alexandrini  praefatio  ad  septimum  libmm  oollectio- 
nis  matbematicae* 


•• 


)  Klijgel  (math.  Wörterbuch  T.  pag.  89.)  sagt:  „Die  theoretische  Analysis 
„vfird  kaum  anders  brauchbar  sein,  als  bei  der  Prüfung  eines  Satses, 
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Unter  den  vielen  Beispielen,  welche  hier  gegeben  werden  könn- 
ten, mag  eines  angeführt  werden,  das  wegen  seines  allgemein  be- 
kannten Gegenstandes  die  Sache  am  leichtesten  klar  machen  wird 
und  das  gleichsam  die  Angel  ist,  um  -  welche  sich  alle  Sätze  der 
sechs  ersten  Bücher  der  Elemente  des  Enclides  drehen. 

Multiplicirt  man  eine  Zahl  a  mit  sich  seihst,  so  erhält  man  die 
Zahl  aa\  nun  lehrt  die  ^ffahrung,  dass  wenn  man  eine  belie- 
bige Anzahl  (a)  gleich  grosser  Quadrate  hat,  und  davon  oir  nimmt, 
■Min  daraus  ein  einziges  Quadrat  zusammensetzen  kann,  an  dessen 
jeder  8eite  a  Quadrate  liegen;  so  kann  man  z.  B.  aus  3.3,  4.4, 
5.5  u.  s.  w.  Quadraten  einzelne  grosse  Quadrate  bilden,  an  deren 
jeder  Seite  3,  4,  5  u.  s.  w.  von  jenen  kleinen  Quadraten  liegen. 
Bildet  man  nun  3  Quadrate,  Ton  denen  d&s  eine  9,  das  andere  16, 
und  das  dritte  25  gleiche  Quadrate  enthält,  so  dass  also  die  beiden 
ersten  Quadrate  eben  so  gross  als  das  dritte  sind,  so  lehrt  die  Er- 
fahrung, dass  wenn  man  die  drei  Seiten  dieser  drei  Quadrate  su- 
sammenfögt,  man  ein  rechtwiokliges  Dreieck  erhält,  von  dem 
man  sagen  kann: 
das  Quadrat  der  dem  rechten  Winkel  gegenüberliegenden  Seite 
ist  gleich  den  Quadraten  der  ihn  ei nschli essenden  Seiten. 
*  Da  map  dasselbe  b^i  den  Quadraten  findet,  welche  aus  36,  64  und 
lOf),  ferner  bei  denen,  welche  ans  81,  144  und  225  kleinen  Qua- 
draten zusammengesetzt  sind,  so  entsteht  die  Frage,  ob  der  anj^e- 
Btellte  Satz  nicht  ganz  allgemein  gilt  * ). 

Zu  einem  vollständigen  Beweise  eines  Satzes  ffehort  aber,  dass 
man  alle  gebrauchten  Kunstausdrücke  gehörig  erklärt.  Deswegen 
ist  es  in  vorliegendem  Satze  nöthig,  die  Ausdrücke  Quadrat  und 
rechtwinkliges  Dreieck  zu  erklären;  Quadrate  und  rechtwink- 
lige Dreiecke  sind  geradlinigte  Figuren;* um  daher  eine  voll- 
ständige Erklärung  davon  geben  zu  können^  mnss  man  eine  Erklä- 
rnng  vnn  geradlinigten  Figuren  geben,  wozu  aber  die  Brklärongen 
von  Figur  und  Grenlee,  Ebene  und  Fläche,  von  Linie  über- 
haupt, und  besonders  von  geraden  Linien,  und  dem  Aeusser-,« 
sten  einer  Linie,  also  die  Erklärungen  1  —  7,  13,  14  und  20  I. 
£lem.  Eucl.  gehören. 

Rechtwinklige  Dreiecke' sind  Dreiecke;  daher  gehört  zu  einer 
vollständigen  Erklärung  dieser  Figuren  die  Erklärung  vom  Drei- 
ecke überhaupt  und  die  der  besondern  Arten  von  Dreiecken. 
Ebenso  gehört  zur  Erklärung  des  Quadrats Mie  aller  vierseitigen 
Figureu.  Um  aber  die  Erklärungen  der  verschiedenen  Arten  von 
Dreiecken  und  Vierecken  zu  geben,  muss  man  die  Erklävungen  vom 
'Winkel  und  dessen  besondern  Arten  vorausschicken:  dadurch  er-  « 
hält  man  die  Erklärungen  8  —  12,  21  — 34  1.  Blem.  find. 

,,den  ein  Schriftsteller  aufstellt  oder  anwendet,  ohne  ihn  zu  beweisen !" 
'  Lehmann  (mathematische  Abhandlungen.  Zerbst  1829.  pag.  21.)  sagt: 
„Die  Alten  hatten  zwar' auch  eine  Art  von  Analysis;  die  aber  doch  von 
„der  neuern  ganx  verschieden  war,  nur  in  einem  blinden  Versuchen 
yybestand,  und,  in  Beziehung  auf  das  System^  als  eine  Nebensache,  bloss 
„als  ein  Oebungsmictel  der  Erfindungskraft,  betraehtet  worden  su  sein 
„scheint." 

*)  M.  Vitrnvii  de  Architectura  libri  decem.  Hb.  I.  2.  —  Prodi  commenta- 
riorum  in  primum  Eudidis  libmm  libri  quatnor.  lib.  IV.  ad  prop.  47. 
Eucl. 
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Nach  diesen  TorbereihingeD  ist  es  möglieb,  den  Beweis  de» 
betreffenden  Sattes  zn  suchen.  €m  aber  den  Beweis  eines  matbe- 
natischen  Satses  zn  ünden,  ist  es  nötbig,  dass' man  das,  was  be* 
wiesen  /werdeo  soll,  sieb  vor  Angen  lege,  nnd  also  bei  einem  geo-^ 
metrischen  Satze  das  zu  Erweisende  durch  eine  Zeichnung  sieb 
rergegenwürtige.  Es  ist  also  die  Aufgabe  n5tbig:  auf  einer  ge- 
gebenen geraden  Linie  ein  Quadrat  zu  beschreiben.  Bei 
X«östtn^  dieser  Aufgabe  ist  man  geoöthigt,  neue  Sfitze,  durch  4He 
man  wieder  auf  andere  Sätze  kommt,  zu  beweisen ,  neue  Ürktätun- 
gen  zu  geben,  und  Forderungen,  so  wie  Gmadsätze  avftustellen. 

Gebt  man  auf  diese  Weise  fort,  sucht  von  jedem  gefnndeDe« 
Satze  den  Beweis  uod  bildet  von  iedem  die  Converse,  so  wird^  man 
alle  Erklärungen,  Forderungen;  örundttttze  und  Sätze  di*8  ersten 
Buches  der  iTlemente  des  Eucitdes  erhalten. 

Aus  diesem  Beispiele  ist  zu  ersehen,  wie  man  durch  die  Analy» 
sia  Sätze  findet;  so  itass  sie  also  die  Methode  ist,  durch  die  mau 
nicht  allRin  die  Beweise  einzelner  Sätze,  sondern  auch  eine  Rleage 
neuer  Sitze  finden  kann. 

Archimedes  hat  in  den  Vorreden  seiner  geometrischen  Schriften 
jedesmal  diejenigen  Sätze  hervorgehoben,  die  er  beweisen  willt 
wendet  man  auf  sie  die  analytische  Methode  an,  so  wird  man  alle 
di«  übrigen  Sätze  finden,  welche  in  den  betreffenden  Büchern  sonst 
noch  enthalten  sind. 

Von  der  Znsamm'enffigung  der  durch  die  Analysia 
gefundenen  Sätze,   oder  von  der  Synthesis. 

Wenn  man  das  durch  die  Analysis  Gefundene  so  zusammenfügt» 
dass  man  von  dem  Bekannten,  Einfachen  und  Erwiesenen  auf  daa 
Zusammengesetzte  und  auf  das,  was  nur  durch  das  Einfache  zu 
erweisen  ist,  übergeht,  so  befolgt  man  die  synthetische  Me- 
thode.  ' 

Es  wird  das  durch  die  Analysis  Aufgestellte  und  Gefundene 
eingetheilt  in  Erklärungen,  Forderungen,  Grundsätze*)  und  Sätze**). 


*)  In  der  Regel  wird  der  Begriff  des  mathematischen  Grundsatzes  zu  be- 
beachränkt  aufgefasst.  Die  Griechen  nannten  nämlich  Axiom  (Grund- 
satz) den  leuten  Satz,  welchen  die  Analysis  gefunden  bat  (also  den 
Satz  A.  in  $•  !•)  und  den  man  als  wahr  anzunehmen  berecbtip;t  ist; 
(daher  Axioma,  Annahme,  von  d^^ovy  annehmen«)  Sind  die  AxiomaCä 
Sätze,  deren  Richtigkeit  von  selb&t,  ohne  eines  Beweises  zu  bedürfen, 
einleuchtet,  so  heissen  sie  xotral  fyyotat,  communes  notiones,  Gemein- 
sat^e;  sind  es  aber  Satze,  die  eines  Beweises  bedürfen,  der  aber  nicbc 
gegeben  wird,  sei  es,  dass  der  Beweis  sieh  anderswo  findet,  oder  dass 
er  in  der  vorgeschriebenen  Form  gar  nicht  gegeben  werden  kann, 
man  aber  von  der  Richtigkeit  des  Saues  überzeugt  ist,  so  heissen  sie 
lofAßuviifuva  sumpta  oder  kurzweg  Annahmen.  Die  Grundsätze  1  —  10 
und  \2  £lem.  Eucl.  sind  Gemeinsätze,  d^egen  der  11  Elem.  Eucl., 
80  wie  die  Grundsätze  des  Archimedes  in  seinen  verschiedenen  Schrif- 
ten blosse  Annafarmen  sind. 


•e 
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Dw  erste  Satt  wird  alea  der  seio,  welcher  elleio  dorch  die  Brklä- 
riHigea,  Forderunge«  mid  GraDd«&tze  conatroirt  uod  erwiesen  wer« 
den  kann  und  durch  den  der  zweite  Satz  erwiesen  wird.  Dnler 
de«  Sätaeu,  welche^ di(  Analysis  gefunden  hat,  fiillt  den  zweiten 
Platz  der  aus,  welcher  nur  durch  die  Erklärungen,  Forderui^eo, 
Grundsäiae  nnd  den  ersten  Satz  construirt  und  erwiesen  *  werden 
kaan  und  der  nöthig  ist  suna  Beweise  und  zur  Construction  des 
nachfolgenden  Satzes  u.  s.  w. 

Ob  die  Sätze,  welche  unmittelbar  auf  einander  folgen,  etwaa 
aussageu,  das  eine  Verwandtschaft  unter  einander  beurkundet  oder 
ukht)  hat  auf  die  Folge,  nach  der  sie  aufgeführt  werden,  nicht  den 
geringsten  Eiofluss;  diese  richtet  sich  ganz  allein  nach  der  Cod- 
strnction  und  dem  Bew^^^ise,  Daher  kommt  es,  dass  Sätze  auf  einao- 
der  folgen  können,  welche  den  verschiedensten  lohalt  haben^  so 
handelt  a.  B.  1.  I.  Elem.  BucL  von  der  Construction  eines  gleich- 
seitigen. Dreiecks;  2«  L  von  der  Verzeichnung  einer  geraden  Linie 
von  ainer  gegebenen  Länge  an  einen  gegebenen  Punkt;  3.  I.  von 
der  Gleichmachung  zweier  gegebenen  Linien;  4,  I.  von  der  Con- 
srroena  zweier  Dreiecke  u,  s.  w«  Archimedes  handelt  in  seiner 
Schrift  Ton  den  Schneckeolinien  zuerst  (Satz  1.  und  2;)  mechani- 
sche, dann  (Satz  3  —  9)  geometrische,  dann  (10 — 11)  arithmetische 
■od  von  da  'erst  wieder  geometrische  Sätze  ab;  Dasselbe  findet 
man  in  allen  übrigen  Schriften  der  Griechen. 

Bei  der  Syntbesis  ist  also  die  Ordnung,  in  der  sich  die  Sätze 
folgen,  streng  vorgeschrieben,  jede  Abweichung  lässt  sich  durch 
nichts  rechtfertigen  (es  giebt  --r  wie  Enclides  sagte  —  nur  einen 
einzigen  Weg,  der  zur  Geometrie  fiihrt*),  und  da  die  Syntbesis 
die  durcb  die  Analysis  gefuadeoen  Sätze  zusammentügt,  so  werden 
durch  sie  keine  neue  Wahrheiten  gefunden,  welche  in  das  System 
gehören,  wohl  aber  lassen  sich  Conversen,  Verallgemeinerungen  der 
Sätze,  analoge  Sätze  bilden,  und  ebenso  ergeben  sich  Folgerungen 
nnd  Zusätze,  welche  durch  eine  analytische  Behandlung  zu  neuen 
Systemen  von  Sätzen  öfters  führen. 


♦.8. 

Vom  Zusammenfügen  der  Sätze  und  dem  Auffinden 
neuer  Wahrheiten  durch  die  philosophische 

"ethode. 


Dem  griechischen  Geiste  konnte  es  nicht  entgehen,  die  Bemer- 
kung zu  machen,  dass  bei  der  Syntbesis  eine  Masse  Sätze  neben 
einander  zu  stehen  kommen,  welche  wohl  in  Bezug  auf  den  Be- 
weis, nicht  aber  in  Bezug  auf  das,  was  sie  aussagen,  einen  Zu- 
aammenliang  haben,  dass  von  einem  Gegenstande  zwar  einzelne  Re- 
lationen aufgestellt  werden,  übrigens  nur  so  viele,  als  gerade  zur 
Führung  des  Beweises  irgend  eines  Satzes  gehört,  ond-desweffen 
der  Gegenstand  immer  noch  unerscfaöpft  hieibt*  Bs  war  daher  schon 
bei  den  Griechen  der  Wunsch  rege,  es  möge  diesen  liebeln  abge- 
holfen werden;  alle  Bemühungen  schlugen  aber  fehl,  nnd  erst  die 


•)  Prodi  1.  c.  II.  4. 
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■cwtteZeit  konnte  diMem  Inn^  gehefftenWiiDscIie  abhelfen,  naeMem 
■an  bei  der  Aoorflnang  der  Sätzeand  bei  ihrer  Beweieftbrang  einen 
gnns  neuen  Weg  eiogeneliingen  bat,  und  die  8&tve  nicht  mehr  des 
Buwetiea,  Mudevn  des  Satues  wegen  neben  einander  stellte.  Diese 
Methode  beisst  die  philosophische  oder  auch  die  genetiscbe. 

Die  Auf^be  der  philosophischen  Methode  ist,  durch  ein  Plrindp 
die  versebiedeuen  GegenstäiHle  def  Mathematik  unter  sich  su  ver- 
kuiflfd ,  jedlsn  CSegenstand  aber  in  allen  seineu  Beziehungen  tu 
untemnehen  und  daher  die  Sätse,  welche  in  Besug  auf  das,  was 
sie  uns  sagen,  eine  l^erwandtschaft  haben,  in  Gruppen  zu  foeseu, 
und  die  8fttae  sowohl  als  die  Gruppen  tou  einem  allgemeinen  Ge-  , 
alcbtspunkie  ans  zu  betrachten  una  zu  beweisen. 

vie  Grinsen  im  Allgemeinen,  als  Grössen  betracbtei,  dann 'die 
Zahlen,  sind  tou  einer  solchen  Einfachheit,  ihre  Verbindungen,  die 
sie  eingehen;  beruhen  auf  den  so  einfachen  Begriffen  von  ver- 
mehren und  Termlndern,  dass  die  einzelnen  Sitze  wie  von  selbst 
lu  einzelne  Gruppen  zerfaUen,  bewiesen  und  von  dem  allgemeinen 
Gesiohtspuukte  des  Vermehrens  und  Verminderos  betrachtet  werden 
kSuneo  )•  Die  geometrischen  Grössen  dagegen  sind  von  viel  com« 
pKcirterer  Natur,  weswegen  in  de.r  Geometrie  die  philosophische' 
Methode  viel  später  Eingang  gefunden  hat,  und  hier  etwas  mehr 
im  Einzelnen  zu  betrachten  ist. 

Wenu  in  der  Arithmetik  der  erste  .BegrMF  der  der  Einheit  **) 
ist,  so  ist  in  der  Geometrie  der  erste  der  des  Punktes***);  ein 
Punkte  der  sich  bewegt,  beschreibt  eine  Linie,  und  wenn  diese  Be- 
wegung nach  ein  und  derselben  Richtung  erfolgt,  so  entsteht  eine 
gerade  Linie.  Denkt  man  sich  zwei  gerade  Linien  auf  einander 
gefegt,  wovon  die  eine  fest  liegt,  die  andere  aber  um  einen  End- 
punkt der  festliegenden  l^ioie  sieh  zu  bewegen  im  Stande  ist,  so 
entsteht  durch  diese  Drehung  ein  Winkel  ,^  der  alle  Wertbe  von  0* 
bis  zu  MO^  annehmen  kann.  Drehen  sich  nun  um  die  beiden  End- 
punkte der  festliegenden  Linie  zwei  gerade  Linien,  so  entsteht  in 
gewissen  Fällen  ein  Dreieck.  Auf  ftlin liehe  Weise  kann  man  so 
nach  uiid  nach  alle  andere  Figuren  entstehen  lassen. 

Union,  Winkel  und  Figuren  unterscheiden  sich  von  einander 
80  sehr  durch  ihre  Entstehung,  dass  diese  das  Kennzeichen  zu  der 
Bildung  der  einzelnen  Gruppen  giebt.  Jeoachdem  sich  die  beweg- 
liche Linie  hei  den  Winkeln  bewegt  hat,  sind  die  einzelnen  Arten 
der  Winkel,  so  wie  ihre  Eigenschaften  entstanden,  woraus  sich  die 
Sitze  und  ihre  Beweise  ergeben.  Ebenso  ist  es  bei  den  Dreiecken : 
drehen  sich  eine  oder  mehrere  Linien  um  einen  oder  mehrere  Punkte, 
80  erhält  Oian  nicht  allein  die  verschiedenen  Arten  der  Dreieck» 
und  ihre  allgemeinen  Eigenschaften,  sondern  auch  die  Lehre  von 
der  Congruenz  derselben ;  bewegen  sich  aber  eine  oder  mehrere  Li- 
nien mit  unwandelbaren  Winkeln,  so  erhält  man  die  Lehre  von  der 


*)  B.  F.  Tbibau(,  Grundriss  der  Matheiiiacik,     5.  Auflage.     Göttingen. 
1831.    p.  3.  seq. 

**)  Theonis  Smyrnsi  Platonici  expositio  eorum,  qiiae  in  artthmeticis  ßd 
Piatonis  lectionsm  ntilis  sunt.    cap.  IV. 
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)  Proelt  1.  c.  IL  def.  1. 
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Aebolidikeit  der  Dreiecke.     Auf  dieselbe  Art  werden  die  aB4M*D 
Figuren  behandelt"^). 

Bei  der  pbiloBophiscben  Methode  entspringen  die  Eigenschaften 
der  Grössen  —  also  die  Sfitze  —  aus  einem  bestimmten  HegrilF  (in 
4er  Arithmetik  ans  dem  Vermehren  (Zusammensetaen  mehrerer  Zab* 
len)  und  Vermindern  (Theilen  der  Zahlen);  in  der  €reometrie  aus 
dieni  der  Möglichkeit  der  Gr?eiignng  von  Constructionen)  und  darin 
liegt  die  Beweiskraft  der  Sätze,  ihre  Folgen, und  ihre  Gruppen. 
Bei  der  synthetischen  Methode  dagegen  werden  die  Eigenschaften 
ausgesagt  und  nachher  bewiesen,  die  Folge  liegt  hier  im  Beweise; 
ohne  die  analytische  Methode  weiss  man  daher  nicht,  woraus  die 
Eigenschaften  gefolgert  werden  können.  Bei  der  philosophischen 
Methode  sucht  man  alle  Eigenschaften  einer  Grösse  zu  erforschen» 
indem  man  die  Elemente  aller  Grössen  auf  iede  mögliche  Weise 
sich  ändern  lässt,  und  darin  liegt  das  Mittel  zur  Erforschung^ 
lieuer  Sätze.  Bei  der  analytischen  Methode  sucht  man  eine  Eigen- 
schaft einer  Grösse  um  eine  andere  zu  beweisen,  man  sucht  alse 
nicht  alle  Eigenschaften  einer  Grösse  zu  finden,  sondern  nur  die 
Eigenschaften  verschiedener  Grössen,  die  zum  Beweise  nöthig  sind. 

f.  4. 
Ueber  die  Auffindung  der  ersten  Sätze  der  Analysis. 

'  Bei  der  philosophischen  Methode  findet  man  Sätze,  indem  man 
eine  Grösse  betrachtet,  sie  in  ihre  einzelnen  Elemente  auflöst  und 
diese,  alle  npr  mögliche  Aenderungen  eingehen  lässt.  Bei  der  ana- 
lytischen Methode  findet  man  dagegen  neue  Sätze  (Mittelsätze), 
indem  man  einen  Satz,  der  etwas  aussagt,  das  bis  jetzt  noch 
«in bekannt  war,  zu  erweisen  sucht.  Dieser  Satz,  welcher  gl^chsam 
den  Schlussstein  eines  Systeois  von  Sätzen  bildet,  wird  also  aufge- 
stellt, bevor  man  von  der  Richtigkeit  desselben  durch  den  Be- 
weis überzeugt  ist**");  da  aber  derlei  Sätze  nicht  aus  der  Luft 
gegrilTen  werden  können  ^*'*),  so  muss  man  bestimmte  Anhaltspunkte 
hüben,  durch  die  sie  getiinden  werden.    Diese  sind  aber 

1)  die  Anwendung  der  Arithmetik  jftuf  die  Geometrie; 

2)  die  Anwendung  der  Geometrie  auf  die  Arithmetik;  « 

3)  die  mechanischen  Hülfsmittel; 
A\  die  angewandte  Mathematik; 

5)  die  Analogie; 

6)  die  Induction. 
Zu  1.  und  2. 

Die  Auffindung  des  pytbagoräischen  Lehrsatzes,  die  Sätze  des  II.  Bu« 
ches  der  .Elemente  des  Buclides,  die  vielfachen  Entdeckungen,  wel- 
che seit  Cartesius  durch  die  Anwendung  der  Arithmetik  auf  die 
Geometrie  gemacht  wurden ,  machen  es  überflüssig,  die  Behauptiing 


*)  Tbibaut  I.  c.  pag.  187.  seq. 

**)  Arcbimedes  über  SchneckenlinieD,  Vorrede. 

***)  Archiinedes  Torhandene  Werke  übersetzt  von  Nizze. '  Stralsund.    1824. 
pag.  281. 
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1.  darch  weitere  Beispiele  aus  der  «Hern  oder  nenero  Zeit  11»  be- 
kräftrgen.        '  '  ^ 

In  den  arithmetischen  Schnftea  der  .Griechen  finden  sich  überall 
Sparen  der  Anwendung  der  Geometrie  auf  arithmetische  Cntersu* 
chnngen.  Enclides  hat  in  VI.  16.  Elera.  den  Sats  aufgestellt,  dass 
wenn  vier  gerade  Linien  proportional  sind ,  das  unter  den  äussern 
enthaltene  Rechteck  dem  unter  den  mittlem  enthaltenen  gleich  sei, 
•inen  Hatz,  den  Rnclides  durch  die  Analysis  gefunden  und  in  VII. 
19:  Eiern,  auf  *die  Arithmetik  angewendet  hat,  und  der  einer  der 
Schlusssteine  des  siebenten  Buches  der  Elemente  ist.  Aehn liehe 
Beispiele  findet  sich  viele  bei  den  Griechißn,  um  so  mehr,  als  bei 
ihnen  die  Zahlenyerbindnngeo  viel  schwieriger  als  bei  uns  ausxu* 
fahren  waren.     . 

Zu  3. 

Lineal,  Zirkel,  Maassstah,  Waage  wurden  und  werden  immer 
noch  häufig  xur  Erfindung  einzelner  Sätze  gebraucht,  ebenso  wie 
Instrument«,  welche  eigens  zur  Satzerfindung  geschaffen  werden 
ttossten.  Geometrische  Eigenschaften  fallen  durch  Anschauung  sehr 
laicht  in  die  'Augen ,  daher  das  Zeichnen ,  das  Versehneiden  von 
Flächen  und  Körpern  öfters  Veranlassungen  wurden , '  geometrische 
Eigenschaften  aufzufinden.  Von  all  dem  finden  sich  in  den  Schrif-« 
ten  der  Griechen  viele  Beispiele:  hei  Sätzen,  hei  denen  es  sich  um 
unmittelberes  Vergleichen  von  Grössen  handelt,  ist  das  Decken 
und  Messen  das  Mittel,  bei  Sätze  zu  erfinden.  Die  Sätze  18,  24, 
27,  28  der  archimedischen  Schrift  über  Schneckenlinien  jiind  die 
Grundpfeiler  des  ganzen  Buches  und  können ,  allein  durch  Zeich- 
nung und  Maassstab  gefunden  sein.  Die  Sätze  35,  48,  49,  37 
(zweiter  Theil)  I.  über  Kugel  und  Cylinder  sind  durch  Auflegen 
dünner  Flächen  (Blätter)  und  nachheriges  Ausmessen  derselben  ge- 
funden worden.    Der  erste  Theil  des  37.  Satzes  1.   und   die  Sätze 

2,  4,  5,  6,  7,  8.  II.  über  Ku^el  und  Cylinder,  die  Sätze  23,  26, 
27,  28  des  Buches  über  Konoiden  und  Spbäroiden,  ebenfalls  die 
Grundpfeiler  des  ganzen  Werkes,  sind  durch  wirkliches  Messen  des 
Körperinhaltes,  das  hier  aber  nur  durch  die  Waage  geschehen  kann, 
gefunden  Worden.  Die  Sätze  3,  4,  5,  7.  XII.  Elem.  sind  durch  Zer- 
schneiden der  Körper  und  nachheriges  Messen  der  einzelnen  Theile 
gefunden  worden. 

Zu  der  Erfindung  nener  Sätze  gebraucht  man  öfters  eigene  In- 
stromente,  die-  erst  noch  zn  diesem  Zwecke  ausgedacht  werden 
müssen  V  so  nai  die  Eigenschaften  der  Curven  zu  finden,  dienen  öf- 
ters Instrumente,  mit  denen  dieselben  gezeichnet  werden  können: 

Zu  4.  . 

Zu  allep  Zeiten  hat  die  angewandte  Mathematik  eine  Men^e 
neuer  Sätze  geliefert;  so  hat  z.  B.  Archimedes  durch  die  Statik 
ffeftinden,  dass  ein  parabolischer  Abschnitt  =  f  eines  Dreiecks  sei, 
das  einerlei  Basis  und  gleiche  Höhe  mit  dem  Abschnitt  habe*)  und 
erst  später  hat  Archimedes  diesen  Satz  durch  geometrische  Schlüsse 
bewiesen  **). 


*)  Archimedes  sag^t  in  der  Vorrede  zur  Quadratur  der  Parabel  ausdrück- 
lich, er  habe  diesen  Satz  durch  Anwendung  der  Mechanik  gefunden. 


•• 


)  Archimedes  Quadratur  der  Parabel.    Satz  24» 
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.Auf  ftiiDliche  Art  kat  Pappus  *)  nebrare  SjUse  gefandaa»  akaas» 
mehrere  neuere  Matliematiker,  von'  denen  ich  nur  Luca<(  Vale* 
ritts^*),  La.] ovara '***),  Gregoriua  a  St.  Vineeatia****)  und« 
Gttldiuus  *****)  nenne.  Die,  Eotdackung  dar  Flaxionarecbannfr» 
die  Theorie  mancher  kramman  Unie  aeigen  in  ihraai  Craprsag  vial'^ 
fach  auf  die  angewandte  Mathematik.    . 

Zu  5  umd  o. 

Durch  Analogia  und  Induction  wurden  iTon  jeher  eine  Maaaa 
neuer  Sätze  aufgefunden,  wie  aua  den  äitaalen  und  neaaataa  matha» 
matischen  Werken  nacbgewieBan  werden  kann. 

Nachdem  einmal  der  pythagotüische  Satz  erfunden  war,  jaal* 
standen  gleichsam  von  salbst  die  Fragen:  ob  dieser  Satz  bloss  bei 
rechtwinkligen  Dreiecken  gelte,  oder  ob  hei  schiefwinkligen  nieht 
analoge  Sätze  gefunden  werden  können,  d.  h.  ob  das  Quadrat  der 
Hypotenuse  bei  diesen  Dreiecken  gleich ,  grdsser  oder  kleiner  sei, 
als  die  Summe  der  Quadrate  der  fcathetao;  ob  nicht  aoch  andere 
Figuren  als  Quadrate  auf  die  Seiten  gezeicbaet  werden  können. 

Wendet  man  zur  ersten  ünteffsuchung  ein  äbaliebes  Verfabtea 
an,  wie  beim  pytfaagoräischen  Satze,  d.  b.  giebt  man  den  Seiten  be- 
stimmte Zahlenwertbe,  so  wird  mau  bald  die  Sätze  12  und  13  des 
II.  Buches  der  Elemente  d^  Euclides  finden.  Um  aber  dteae  SStxe 
geometrisch  beweisen  zu  können,  ist  die  analjtisehe  Methode  nä« 
tnig,  durch  die  man,  die  übrigen  Sät^e  des  zweiten  Baches  finden 
wird*^"**).  Versucht  man  bei  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  unf 
den  Seiten  statt  der  Quadrate  andere  Figuren  an  beschreiben,  die 
gleichseitig  und  gleichwinklig  sind,  wozu  man  die  Sätze  des  IV. 
and  III.  Boches  der  Elemente  nöthig  bat,  so.  wird  suin  finden,  wenn 
fluin  den  Inhalt  dieser  Figuren  durch  irgend  ein  Mittel  bestimmt, 
dass  auch  hier  der  Inhalt  der  Figur  auf  der  Hypotenuse  gleich  iat 
dem  Inhalt  der  zwei  Figuren  auf  den  Katbeten  znaammengenoBi* 
«neu.  Sucht  man  diesen  Satz  noch  mehr  zu  verallgemeinern,  indem 
sman  beliebige  Figuren  auf  die  drei  Seiten  zeichnet,  so  wird  man 
finden,  dasa  der  Satz  nur  in  dem  Falle  gilt,  wenn  die  Figuren  ahn-* 
lieh  sind.  Daraus  eatipringt  der  Begriff  von  Aehnlicbkeit,  ans  dem 
^icb  wieder  der  der  geometrischen  Verhältnlasie  ergiebt.  Man  findet 
also  durch  Analogie  den  31.  VI.  Blem.  Enel«,  WMl  wird,  wenn  man 
die  analytische  Methode  gebraucht,  die  Conversen  und  Talgerangea 
bildet,  die  übrigen  Sätze  des  VI.  und  V.  Buches  finden. 

Durch  Induction  und  Analogie. sind  die  Sätze  des  XU.  BtH^ea» 
die  meisten  desTheodoaius  in  seinem  Werke  liberKugekHibaitte  «nd 


*)  Ptppi  L  c.  tib.  VIIL 

**)  Lnese  Valerii  de  centro  graritatia  solidorura  libri  III.  Romse.  1M4* 

***)  Qoadratara  circali  ^t  byperbolae  scgmentorum.    Auet.  A.  LaloTsra. 
Polosae.    1651. 

****)  P.  Gregorii  a  St.  Vincentio   opus  geometricum  anadratoiae  drculi 
et  sectionum  coni,  decem  libris  comprehensum,    Antwerpiae.    1M7. 

••«0*^  P.  Guldin  de  centro  graYiUtis.    Vien.    1619. 
*)  cf.  Prodi  I.  c  cap.  IV*  ad  prop«  ^7« 
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iliBft  meitteii  andero  Werken  der  GrMcben  gefunden  worden.  Bei 
Pappu Befindet  sieb  ein  besonders  merkwürdiges  Beispiel,  da  er  nicht 
allein  emen  Sets  auf  diese  Art  gefunden,  sondern  a«cb  durch  sie 
ihn  SU  beweisen  gesucht  bat;  Pappus  sagt  nämlieb:  anter  allen  Kör- 
pern, die  gleieiH»  OberjBäeben  haben,  habe  die  Kugel  den  grössten 
Inhalt*),  in  einer  Reihe  von  Sätaen  beweist  nun  Ptfppns,  dass  un- 
ter allen  regviftren  Körpern  vob  gleicher  Oberfläche  der  den  ^röss- 
ten  Inhalt  habe,  welcher  von  am  meisten  ebenen  Flächen  einge« 
aeblossen  ist**),  und  folgert  nach  der  Analogie  o'bigen  Satz«  wo- 
durch übrigens  ein  Tollständiger  Beweis  nicht  bergestellt  ist  *'^*\ 

In  neuerer  Zeit  Ist  die  Methode,  Sätze  durch  Analogie  und  In- 
ductian  su  finden,  viel  allgemeiner  als  im  Alterthvm  -angewandt 
worden,  ja  mandi^-  Mathematiker  wollen  diese  Methode  zu  einer 
Beweisart  erheben  ****)•  Die  vielen  neuen  Entdeckungen  in  der 
Geometrie,  der  binomische  Lehrsatz,  die  Sätze  von  den  Potenaeii 
(wo  untersucht  wird»  was  n"  bedeutet,  wenn  »  constant  oder  ver- 
änderlich ist,  und  im  ersten  Falle,  wenn  i»  eine  positive  ganze  oder 
gebrochene,  oder  eine  negative  ganze  oder  gebrochene  Zahl  ist, 
oder  wenn  «t  =  0  gesetzt  wird)  sind  genug  Beispiele. 

^  Sind  durch  diese  sechs  angeführten  Arten  gleichsam  die  Grenz- 
steine eines  System«  von  Sätzen  aufgestellt,  so  wird  sich  an  diese 
eine  Menge  neuer  Sätze  anreihen  lassen,  die  tfaeils  durch  die  Ana- 
lysis  —  als  Mittelsätze  —  gefunden  werden,  theils  aber  Converseo, 
Folgerungen  oder  Zusätze  des  vorher  Aufgefundenen  sind. 


VO. 

M  i  s  c  e  11  e  n. 


Auszug  aus  einem  Briefe  an  den  Herausgeber  von  Berrn 
G.  D.  E.  Weyer,  Assistenten  an  der  Sternwarte  zu 

Hamburg. 

„Euer  u.  s.  w.  erlaube  ich  mir  ergebenst  die  Anfrage  zu  ma- 
chen, ob  die  Aufgabe 


*)*P8ppi  1.  c.  y.  mech.  Theorien  IT. 

••)  Psppil.  c  V.  18  —  57. 

***)  L,  F.  Ofterdinger  methodomm  expositio,  quarum  ope  principia  calcali 
superioris  inventa  sunt.    Pars  I.    Berol.    i8Sl.    pag.  8. 

***0  J.  J.  V.  Littrow  kurze  Anleitunff  zur  aessrnrnten  Mathematik.    Wien. 
1818.    pag.  IX, 
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„eio  Viereck  von  gegebenen  Seit,en  so  xtt  construireo, 
„dfiss.  die  Diagonillen  einander  gleich  werden/' 
'vielleicht  schon  specielle  Auflösungen  erhalten  hat?  Bin  Lehrer  der 
Mathematik  erwähnte  dieser  Aufgabe  vor  einiger  Zeit  gegen  mich. 
Ich  fand  bald,  dass  sich  dieselbe  einer  schon  allgemeiner  gelösteo 
Aufgabe  unterordnen  liess,  nämlich  der  in  Carnots  G^m^rie  de 
Position,  in  der  deutschen  Bearbeitung  von  Schnmacher  Th.' 2. 
S.  148.: 

„wenn  von  den  4  Seiten  und  2  Diagonalen  eines  Vi«r- 
„ecks  5  gegeben  sind,  die  6te  zu  finden/' 
Die  auadratische  Gleichnng,'  welche  Carnot,  nn4  wie  ich  eben- 
daselost  angemerkt  finde,  auch  schon  Buler  und  Ijexell  für  die  Auf- 
lösung dieser  allgemeinen  Angabe  gefunden  haben  ^  geht  für  den 
obigen  speciellen  Fall  in  die  folgende  cubische  über  —  welches 
immer  bemerkenswerth  genug  sein  mag: 

2a?* — a.a:?+^.a7+.a«A/=0 


r-d 

+  ÄC 

'■\-daa 

1 

--  c 

+  dd 

^hcc 

—  d 

"i-cd   ' 

'\-ehb 

^lad 

—  abc. 

»        1 

—  2ÄC 

-^^d 

N 

\ 

—  acd 
-^bcd 

•  I  • 

wo  OS  das  Quadrat  der  Diagonale,  und  a,  ^,  c,  d  die  Quadrate  der 
Seiten   des  Vierecks  bezeichnen.     Die  immer  mögliche  eine  reelle 

Wurzel  kann  negativ,  und  damit  die  Diagonale  (=1/^  —  o;)  ima- 
ginär werden,  wo  die  Auflösung  unmöglich  ist,  z.  B.  wenn  zwei 
neben  einander  liegende  Seiten  des  Tierecks  gregen  die  beiden  übri- 
gen für  den  verlangten  Zweck  zu  klein  sind.*' 


Mir  ist  die  obige  Bemerkung  neu  gewesen. 


G. 


'\ 


vin. 

Geometrische  Untersuchungen  fiber  Potenzlinie, 
Potenzcentrum  und  Potenzkreis, .  Polarität, 

Aehnlichkeitspunkte  und 
Aehnlichkeitsaxen. 

Von 

* »  ■  * 

Herrh  C.  F.  Arndt, 

LekrtrAOEi  GyniDasipiii  .^n  Straltand.  *) 


I.    Potjßnilinie,  Potensceati^utii  und  Potenzkreis,  ' 

Aafgabe.  Den  ffeametrisehen  Ort  des  Punktes  zu  be- 
stianneo,  für  welchen  die  Quodratdifferenz  seiner  Ent- 
fernungen von  zwei  festen  Punkten  eine  constante 
Grösse  ist. 

Auflösung,  Sind  v#,  B  die  festen  Punkjte,  M  der  Mittel- 
punkt Tiin  ji.ßf  und  ist  Q  der  Durcbschnitt  des  yon  dem  beliebigen 
Punkte  Pniif  jiB  gefällten  Perpendikels  mit  ABy  so  ist  (Euclid. 

Eiern*  Lib.  IL  prop.  12.  13.) 

•» 

PJ*  s=  PJU*  +  JAt*  zh2Jl»l X  QM 
PB*  ==  Pm  -f-  AM*  =  ^AMy.  Q.M, 


y. 


*)  Ich  glaube,  dass  diese  gani  einfache,  bloss  die  elementarsten  Sälse  in 
Ansprocb  nehmende  Darstellung  der  Hauptresultate  der  neueren  geome- 
tris^^hen  Untersuchungen  'Wohl  zu  der  so  sehr  zu  wunschenden  weitem 
Verhreitiing  dieser  Gegenstande  geeignet  sein  und  vielleicht  eine  neue 
Vei:anlass.ung  zu  deren  Kinfährung  in  den  geometrischen  £Iementanm- 
terricht  geben  wird«  .       ^* 

TMl  V.  .  8 
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mit  Beziehung  der  Zeichen  anf  einander;  folglieh  dnreh  Svbtraction 

PA*  —  PB*  =  db  AJMX  UM, 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenach- 
dem  PA  grösser  oder  kleiner  als  Pß  ist 

Nun  bewege  der  Punkt  P  sich  so,  dass  PA*  -^PB*  dem  eon- 
stanten  Quadrat  q^  gleich  sei,  so  dass  q*:^AAMx  QM^  ao  muss 
QIH  constant  bleiben,  d.  h,  die  von  allen  den  Punkten,  für  welche 
die  Quadratdifferenz  der  Entfernungen  derselben  von  A  and  B 
constant  ist,  auf  AB  gefällten  Perpendikel  müssen  AB  in  demsel- 
ben Punkte  schneiden,  und  folglich  müssen  gedachte  Punkte  seihst 
in  einer  auf  AB  perpendikulären  Geraden  liegen. 

Wegen  des  doppelten  Vorzeichens  werden  also  zwei  Gerade  den 
gesuchten  Ort  reprftsentiren.  ^f  QKistruction  der  Oerter  bedient 
man  sich  am  besten  der  Relatton  PA*  —  PB\=z  q*  =  ÖA*  —  OB*^ 
und  man  hat  also  folgende  Aufgabe  zu  lösen. 

Auf  einer  Geraden  AB  einen  Punkt  Q,  so  zu  bestim- 
men, dass  der  Quadratuntersehied  seiner  Bntfernnngen 
Ton  den  Endpunkten  der  Geraden  A  und  B  einem  gege* 
benen  Quadrate  £*  gleich  ist« 

Auflösung.  (Taf.  11.  Fig.  1.)  Ist  1)  ff<^AB^  so  beschreibe 
man  über  ^if  als  Diameier  einen  Halbkreis,  (rage  a  von  A  ans 
als  Sehne  AC  ein,  fälfe  von  C  auf  AB  das  Perpendikel  CD  und 
halbire  DB  in  Q«  «o  Ist  Q  der  gesuchte  Punkt.  Denn  es  ist  er* 
=  ABy.AD  =  (AQ^BQ){AQ--BQ)  =  AQ*'^B(p. 

Wenn  aber  2)  q'^AB^  so  errichte  man  BC  lien krocht  auf 
AB,  trage  zwischen  die  Schenkel  des  rechten  Winkels  q  von  A 
aus  als  Bypotenuse  AC  ein,  ziehe  CD  senkrecht  auf  AC,  dass  e« 
AB  in  D  schneidet,  und  halbire  DB  in  Q,  so  ist  Q  der  reHangte 
Punkt.  Denn  es  ist  q*z=iADX  ABz=: {A<i+  BQ) (AQ.—  BQ) 
z^Aa^  —  BQ}. 

Ist  endlich  3)  q'ss.AB,  so  ist  B  der  verlangte  Punkt. 

3. 

Aufgabe.  Welches  ist  der  geometrische  Ort  des 
Punktes,  für  welchen  die  Quadratsumme  seiner  Entfer- 
nungen von  zwei  feste«  Punkten  einem  constanten  Qua- 
drate q*  gleich  ist?. 

Auflösung.    Nach  1.  hat  man  die  Relation 

PA*  -h  PB*  =  1PM*  +  2^itf», 

folglich   muss  PM  constant   sein,    da  2/W  =  ^»  —  2^ Jf*  =  ^* 

^\AB*,  oder  />^ä  V\q*~\AB*  ist 

Falls  daher  q*  nicht  kleiner  als  ^^AB*  ist,  wird  der  gesuchte 
Ort  eine  aus  dem  Mittelpunkte  von  Aa  mit  dem  obigen  Radina  be- 
achriebene  Kreislinie  sein. 

Zur  Construction  des  Orts^  wenn  solcher  vorhanden,  bedient 
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Mao  neli  mt  VortlMil  eise»  der  DarclMeliBitte  Q  der  Kveiiliiiie  mit 
der  fiersdea  jiß.  Zu  dem  Bade  ial;  die  folgende  Aufgebe  sa  loeea. 

4. 

Aufgabe.  Auf  eioer  Geraden  jäB  (Taf.  IL. Fig.  2.) 
einen  Punkt  Q  so  jcn  bestimmea,  dass  die  Quadratsumme 
«einer  EntfernUDgen  voo  den  Bndpunkten  der  Geraden 


ji  uud  jB  einem  flcegebenen  Quadrate  9'  gleich  ist. 

Auflösung,  Man  trage  an  JB  und  JlJi  die  Gerade  iETZr, so 
an,  dass  der  Winkel  j^ßJL  d\t  Bälfte  eines  Reckten  beträgt,  und 
denke  sieb  von  ji  auf  B^  und  AB  die  seii (^rechten  JlK  und  jiZ* 
gezogen,  so  dass  Kl4:=:KB^  AL^=zAB  und  ,^Ar=^iK' wird. 

Da  nun  AK'^^;=^\AB^^  ALi'*'=AB*  ist,  so  wird  ein  aus  A 
mit  f  beschriebener  Rreis  die  Gerade  BL  gar  nicht,  oder,  in  einem 
Punkte  Q,  oder  in  zwei  Punkten  treffen,  jenacbdem  q*  '^^AB* 
oder  z=:i AB*  oder  "^^AB*  ist,  auch  wird  der  Kreis  die  Verlän- 
gerung von  Bl^  über  die  Endpunkte  treffen,,  wenn  g'^AB  ist. 

Findet  kein.  Durchschnittspunkt  statt,  so  ist  nech  dem  Obigen 
die  Aufgabe  unmöglich ,  findet  aber  einer  oder  zn^ei  statt,  so  fälle 
man  von  einem  bfäiebigen  C  Viui  AB  das  Perpendikel  CQ^  so  ist 
ü  der  gesuchte  Punkt,  weil^C»  oder  q*  =:AQ^ -\' €Q*=lAQ* 
-^BQ*  ist. 

6. 

Znsatz.  Die  Quadratsumme  der  Theile  einer  geraden  Linie 
ist  ^in  Minimum,  wenn  die  beiden  Theile  einander  gleich  sind; 
aonst  fällt  ihr  Werth  zwischen  \a*  und  0',  wenn  0'  die  Gerade 
ist,  und  lieg^  ein  Punkt  anf  der  Verlängerung  der  Geraden,  so  ist 
die  Quadratsumme  der  Entfernungen  desselben  von  den  Endpunk- 
ten der  Geraden  grösser  als  das  Quadrat  der  letztern. 

6. 

Lehrsatz.  Führt  man  in  der  Ebene  eines  ifreises 
durch  einen  festen  Punkt  nach  beliebiger  Richtung  eine 
Gerade,  so  jedoch,  dass  sie  den  Kreis  in  zwei  Pu^nkteo 
achueidet,  so  ist  das  Rechteck  aus  den  Entfernungen  des' 
erst  gedachten  Punktes  von  den  Durchschnittspunkten 
der  durch  ihn  geführten  Geraden  mit  d^r  Kreislinie  von 
unveränderlicher  Grösse. 

Nämlich  wenn  der  gegebene  Punkt  sich  ausserhalb 
der  Kreislinie  befindet,  so  gleicht  das  constante  Recht- 
eck  dem  Quadrate  der  vom  in'Rede  stehenden  Punkte  an 
die  Kreislinie  gezoffeoen  Tangente;  üegt  jener  aber 
innerhalb  der  Kreislinie,  so  hat  jenes  Rechteck  zum 
einfacken  Maass  das  Quadrat  der  halben  Sehne,  welche 
anf  der  den  gegebenen  Punkt  mit  dem  Mittelpunkte  des 
Kreises  verbindenden  Geraden  in  dem  gegebenen  Punkte 
•enkrecht  steht  und  auch  wohl  Mittelsehne  genannt  wird« 

Beweis*).    Die  von  dem  gegebenen  Punkte  /'aus  gezogene 


*)  Ettclid  Lib.  III.  prop.  35. 36.  erweist  unser  Theorem  bloss  mit  Hülfe  der 
Gleichheit 

8* 
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Geraile  iehoeide  den  Kreis  ta  D^  D^^  «ail  wMia  /*  antaariialb  4«r 
Kreisliaie  liegt,  so  sei  B  der  Berübrangs|mDki  der  vo«  P  aas  aa 
deo  Kreis  gexogeaea  Taogeote.  Dana  ist,  weaa  aiaa  sich  BD^BI^ 
gezogea  deokt,  KPBD  r^  ^PBD^  uad  folglich  PB^  z=z  PB 
y^PU^  so  dats  PDXPB^  für  alle  Lagen  der  Geraden  PBB^  con- 
stant  ist. 

Wenn  aber  der  Punkt  P  innerhalb  der  Kreislinie  4iegt,  so 
schneide  die  durch  denselben  gehende  Mittelsehne  den  Kreis  in  E! 
und  £?',  so  wird  t^  BPD r^KJBPD^,  folglich  PDy^P»z=:PB 
y,PE=iPt>  sein,  so  A^wPDy^PB  wiederum  fdr  alle  Lagen 
der  Geraden  constant  ist 


Zusatz«  Beseichnet  man  durch  e  die  Entfernung  des  gege- 
benen PuokteiB  vom  Mittelpunkte  der  Kreislinie ^  so  ilberzengt  man 
sich  kraft  des  pjthagoräischen  Lehrsatzes,  dass  das  eoastante  Recht* 
eck  PD  X  PB^  der  Grösse  e^  —  r»  oder  r»  —  e»  gleich  ist,  Jenach« 
dem  P  sich  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Kreislioi^  befindet. 

8. 

Jeqes  gedachte  Rechteck,  dessen  besondere  Betrachtung  eine 
der  fruchtbarsten  in  der  Theorie  des  Kreises  ist,  hat  man  mit  einem 
eigenen  Namen  belegt,  und  es  die  Potenz  des  Punktes  Pxn  Be- 
zug auf  die  ^epfebene  Kreislinie  genannt.  Auch  ist  zu  bemerken, 
dass  unter  gleichartigen  Potenz ed  fortan  diejenigen  verstan- 
den werden  sollen,  welche  zu  Punkten  gehören,  die  zugleich  ausser- 
halb oder  zugleich  innerhalb  der  Kreislinie  liegen,  die  übrigen 
hingegen  ungleichartige  Potenzen  genannt  werden. 

Diese  Unterscheidung  wird  durch  den  besonderen  Charakter 
solcher  Potenzen  motivirt;  das  Folgende  giebt  weiteren  Aufschinsa 
darüber^ 

Lehrsatz.  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  wel- 
chen gleiche  und  gleichartige  Potenzen  in  Bezug  auf 
zwei  feste  Kreislinien  zugehören,  ist  eine  auf  der  Cen- 
trale der  Kreise  senkrechte  gerade  Linie. 

Beweis.  Die  gegebenen  Kreise  werden  im  Folgenden  immer 
durch  ihre  Mittelpunkte  C  und  C\  die  Centrale  CC  durch  m  und 
die  Halbmesser  durch  r  und  t^  bezeichnet. 

Jedes  Punktes  P  Potenzen  in  Bezug  auf  die  gegebenen  Kreis* 
linien  werden  durch  die  Grössen  =t(tf*  —  r*),  ile**— r'M  ^- 
präsentirt  (7.),  wenn  e  und  e'  die  Eottcrnungen  des  Punktes  P  von 
den  Mittelpunkten  C  und  C  sind.  Soll  nun  P  gleiche  und  gleich* 
artige  Potenzen  in  Bezug  auf  C  und  C  darbieten,  so  moss  mit  Be- 
ziehung der  Zeichen  auf  einander  ±(^*  —  r*)  =  ±(^*  —  r'*) 
sein,  also  immer  e*  —  e'*=r'— r**,  oder  der  geometrisch^  Ort 
aller  Punkte,  welchen  gleiche  und  gleichartig^  Potenzen  zukom- 
men, stimmt  mit  dem  Orte  aller  Punkte  iiberein,  für  welche  dia  Qna- 
draldifierenz  ihrer  Kntferaungen  von  den  festen  Punkten  C  und  €f' 
der  Constanten  Grösse  r*  —  r"  gleich  ist^  weshalb  (1.  2^)  der  Ort, 
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wmiii  er  übtrbavpt  exkriit»  «ine  auf  der  Centrale  aeDkrechte  gerade 
linie  ist  Um  aber  deo  Ort  fiir  alle  P^He  oaehauweisen»  betrachten 
wir .  die  vertcbiedenen  Lagen  der  Kreislinien  C  und  C^  g<!g«n  ein- 
ander. 


10. 

Den  in  9.  betracbteten  Ort  nennt  auin  die  Potenzlinie  (^ase 
rmdiemt)  der  gegebenen  Kreise. 

Nnn  behaupte  ich  znerst,  dass  die  Potenzlinie  zweier 
sich  tangirender  Kreise  deren  gemeinschaftliche  Tan- 
gente ist. 

Denn  für  Jeden  Punkt  dieser  Tangente  ist  e^—tf^zs^r^^r'^^ 
folgKcb  dieselbe  die  Potenilinie  (9.);  auch  erbellt  dies  rein  geoae-, 
triseb  schon  daraus,  dass  jeder  Punkt  der  Berührenden  §[leicne  und 
tfleicbartige  Potenten  für  beide  Kreislinien  darbietet,  indem  jede 
Potenz  dwreb  das  Quadrat  der  gemeinschaftlichen  vom  Punkte  P  und 
dem  Bernbrung^unkte  begrenzten  Tangente  gemessen  wird. 

2)  Die  Potenzlinie  zweier  sich  schneidender  Kreise 
tat  deVen  gemeinschaftliche  Sehne. 

Denn  für  jeden  der  Durchschaittspunkte  der  Kreislinien  ist  der 
Quadratunterschied  der  Bntfernnagen  von  den  Mittelpunkten  C  und 
.^.  dem  l^uadratunterscbiede  der  Radien  gleich. 

3)  Liegen  die  Kreislinien  ausser  einander,  so  befindet  sich  der 
Durchschnitt  Q  der  Potenslioie  mit  der  Centrale  CC  zwischen  den 
Mittelpunkten  C  und  C*  ausserhalb  der  Peripherien  beider  Kreise. 

Denn  bestimmt  hmu  auf  CC  den  Punkt  U  so,,  dass  QC*^QC* 
sEzr*  —  f^'  Ist,  so  muss  das  in  Q  auf  CC  errichtete  Perpendikel 
die  Eigenschaft  haben,  dass  der  Qnad ratunterschied  der  Rntfernun- 
gen  jedes  Punktes  im  Perpendikel  Ton  C  und  C  der  Grösse  r* — t^* 
gleich  ist  (f.  1.  2.),  und  das  Perpendikel  wird  die  Poteoziinie  sein, 
#enn  jeder  seiner  Punkte  gleichartige  Potenzen  darbietet«  Dies 
iat  aber  wirklieb  der  Fall;  denn  da  r*  ^^  r^*  =  (r  +  r')  (r  -«  r^) 
und  r  +  r^<ZCC\  so  ist  r^^r'*<^CC'  und  Q  liegt  folglich 
(2.)   zunächst   zwischen  C  und  C,    Ferner  findet  man  leicht   QC 

S •  ^®  ^         Centrale,  und  ÖCT  = ^-5- -. 

Nun  isf  aber  QC  ^  r,    da  wegen  r  ^  r^  '^a  der  Unterschied 


—  r  =  ^ -^ positiv  i$t,  und  eben  so  ist  QC 


2a 


r',  da  der  Unterschied 


eben- 


2a  2a 

fiills  positiv  ist,  weshalb  Q  ausserhalb  beider  Peripherien  liegt. 

4)  Lieiren  endlich  die  Kreislinien  in  einander,  so  befindet  sich 
Q  ansserhato  beider  Peripherien  auf  der  Verlängerung  von  CC  über 
C  ^hinaus ,  wenn  der  Kreis  C  ^  C  ist,  welches  ebenso  wie  in  3) 
bewiesen  werden  kann. 


11. 


Snaats.  Bestimmt  man  au  je  zweien  von  3  Kreisli 
nien  die  Patenzlinien,  so  treffen  diese  drei  Potenzli 
■ienin  eineia  und  demselben  Punkte,  dem  Potenscentrui 
{eem$re  rmdicai)^  znsaniinen* 


118 

Denii  der  DordiMliDitt  0  der  Potentlinmi  der  Syitene  C  und 
C\  C  und  C  bietet  sowohl  fftr  C  und  C\  alt  für  C  und  C*"  gleieiie 
Potenzen  dar,  aUo  mnsa  er  auch  gleiche  Potensen  für  CT  «od  C 
darbieten,  und  folglich  auf  der 'Potenzlinie  der  Kreislinien  C  WkA 
CT  liegen. 

^  Hieraus  fliesst,  dass  sowohl  die  gemeinschaftlichen  Tangenten 
dreier  Kreislinien,  als  auch  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  in  einem 
und  demselben  Punkte  susammentreflEen  (f.  lO). 


1«. 

Lehrsatz.  Der  geometrische  Ort  alier  Punkte;  Wel* 
che  gleiche  und  ungleichartige  Potenzen  in  Bezug  auf 
zwei  Kreislinien  C  und  C  darbieten,  ist,  wenn  er  ttber- 
haupt  existirt,  eine  aus  dem  Mittelpunkte  der  Centrale 
CC  beschriebene  dtitte  Kreislinie,  und  das  Quadrat  des 

Halbmessers  derselben  ist  der  Grösse 5 — -r-gleich. 

Beweis.  Jedes  Punktes  P  Potenzen  in  Bezug  auf  die  gege- 
benen Kreislinien  werden  durch  die  Grössen  db(tf*— r*),db(e^*— r^') 
repr&sentirt  (7).  Soll  nun  P  gleiche  und  ungleichdrtige  Potenzen 
darbieten,  so  muss  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen 
anf  einander  db(tf* --r*)  :=  =p  («*  —  r  *),  oder  fitr  beide  Fälle 
^'  +  tf''  =  r*+f^*  sein.  Folglich  stimmt  der  betrachtete  Ort  mit 
dem  Orte  aller  Punkte  ilberein,  für  welche  die  Quadratsumme  ihrer 
EntfemoDgen  von  den  festen  Punkten  C  und  C  der  coostanten 
Grösse  H^r'*  gleich  ist,  weshalb  der  Ort  (3.  4.  5.),  yrenn  er 
überhaupt  existirt,  eine  uns  dem  Mittelpunkte  von  CC  mit  dem  obi» 
gen  Halbmesser  beschriebene  Kreislinie  ist.    In  4.  und  5.  ist  aber 

fezeigt,  dass  der  Ort  nur  dann  mdglich  ist,  wenn  r'  -t-r'  niehC 
leiner  als  ^«*  ist.  Die  Lage  des  Orts  für  die  verschiedenen  lan- 
gen der  Kreislinien  wird  durch  den  jachsten  Paragraphen  näher 
bestimmt. 

13. 

1)  Wenn  die  gegebenen  Kreislinien  sich  beriibren, 
eo  ist  der  Ort,  den  wir  im  Folgenden  Potenzkreis  nen- 
nen wollen,  die  beide  Kreise  in  ihrem  gemeinsamen 
Berührungspunkte  tangirende  Kreislinie,  und  li^t  ganz 
innerhalb  des  grössern  Kreises.  Niir  wenn  die  Kreisli- 
nien gleich  sind,  und  Berührung  von  Aussen  statt  fin- 
det, geht  der  Potenzkreis  in  den  gemeinschaftlichen 
Centactpnnkt  über. 

Denn   die    Qnadratsumme   der  Entfernungen  'des  Berttbrungs- 

Sunktes  von  den  Mittelpunkten  C  und  C  ist  der  Quadratsumme  der 
ladien  gleich,  weshalb  (12)  der  Potenzkreis  beide  berührt,  und  dte 
der  Mittelpunkt  desselben  innerhalb  der  grössern  Kreislinie  liegt,  so 
wird  der  Kreis  auch  ganz  innerhalb  der  grössern  liegen. 

In  der  That  ist  hier  r»4-f^»  —  4«*e=sr»+r'»  ^f  (r=fcr')» 
=s|(rq=f^)*,  und  folglich  der  gesuchte  Halbmeaser  \{r^r') 
:s:  ^(rdrr'jqpr',  und  dies  ist  die  «Cntfemmig  des  MiCtelpunkta  Att 
Centrale  vom  gemeinschaftlichen  ContMtpuekle. 


1» 

2)  Scliaeiden  «ich  di«  KreUHaitB»  ■•  g«bt  der  Po- 
leiskrei«  dnroli  ihr«  Darcli8AhvittB»iiBkte«  weil  jeden  der 
letstem  die  Eigenicbeft  ankommt;  dsM  die  HoBdretsraiiie  seiner 
btferBa»geii  von  de«  MittelpankieB  C  ond  C^  der  ^aadratioame 
der'  Radien  gleich konait 

3)  Liegt  eine  Kreislinie  C*  in  der  andern  C,  so  findet  immer 
ein  Potenzkreis  statt,  da  in  diesem  Falle  a-^r  —  r\  mithin  #** 
Ht-r"  —  i<i*>^(r  —  rQ*,  also  positiv  ist. 

4)  Nur  wenn  die  eine  Kreislinie  ausserhalb  der  andern  liegt, 
findet  nicht  immer  eip  Petenzkreis  ittatt,  da  hier  r*  -4-  r'^  kleiner 
ah  I«*  sein  kann. 

14. 

Berühren  sich^  drei  Kreislinien  von  Aussen,  und  ist  C  unter 
ihnen  die  grösste,  so  werden  die  etwaoigen  Durchschnitte  der  Po« 
tenzkreise  far  die  Systeme  C  und  C^  C  und  C*  auf  der  gemeinschaft- 
lichen Tangente  der  Kreislinien  C  und  C"  sein. 

Denn  jedem  der  jredachten  Durchschnitte  entsprechen  gleiche 
Potenzen  sowohl  fiir  V  und  C^  als  für  C  und  C^,  und  da  er  ausser, 
halh  der  beiden  Kreislinien  6^  und  C"  liegt,  so  muss  er  sich  auf  der 
Potenzlinie  der  letztern  befinden. 

Ffti*  zwei  Kngeln*  C^  C  giabt  es  immer  eine  Bbeae, 
deren  sämmtliche»'  Pvnkten  gleiche  und  gleichartige 
Patanaen  in  Bezug  auf  die  Kugeln  entsprechen,  und 
diese  Ebene  nennt  man  die  Potensehene  der  beiden  Ku- 
geln. 

Man  sehneide  nämlich  die  Kngeln  durch  beliebig  viele  durch 
ihre  Mittelpunkte  gehende  Ebenen,  so  giebc  es  für  jedes  der  da* 
dufch  entsfenenden  Kreispaare  eine  Potenzlinie,  welche  auf  der 
Centrale  CC*  senkrecht  steht«  und  zwar  in  einem  Punkte  der  Cen- 
tsnle^  flessen  Lage  nur  von  der  Grtfsae  der  flalbmesser  und  der 
Centrale  abhängt.  Deshalb  werden  alle  Potenzlinien  in  demselben 
Pnnkte  der  Centinle  auf  Am  letztern  senkrecht  stehen,  und  sie  lie- 
fipen  daher  in  einer  und  deraeiban  auf  der  Centrale  senkrechten 
Ebene  (Eudid  Lib.  XI.  prop.  5«). 

16. 

Znsatz.  Die  Petenzehene  zweier  sich  berührender 
oder  schneidender  Kugeln  ist  resp.  deren  gemeinschaft* 
liehe  Beriibrungs-  oder  Durcbschnittsebene  (f.  10.  1.  2.). 

17. 

.  Znaaftz*  Dia  Potenzebenen  dreier  Kugeln,  zn  zweien 
verbunden,  haben  eine  gemeinschaftliche  Durchschnitts- 
linse,  weiche  auf  der  Mrch  di«  Mittelpunkte  der  3  Ku- 
«aln  bestimmten  Ebene  a«nkracht  steht»  undPotenzlinia 
Mr-Kugelfllcben  genannt  wird. 

Oten  die  3  Kreise,  in  weichen  die  durch  C,  C\  C  gehende 
Ebene  däa  Kngeln  achneidet,  haben  (11.)  ein  gemeinacmiftlicbea 


«  m 

I 

P^tfeDscentnm  o^d  iieäf  maks  aiiollehsti(Jt5.)  alleii  PöteftiefeeiMii 
getaieiBsam  sein.  Solans  miasen  die  3  PttteosdbeDen,  da  «b»:«ll« 
ftttf  der  Cetttnie  eenkreebt  stehen,  noch  einen  gcneioMranen  Oatdi- 
echnittapnnki  haben,  vnd  die  beide  Darchaebnkte  verbindende.  Grada 
iet  folglich  den  drei  Potenzebenen  ^emeinaaa« 

18. 

Lehrsati.  Die' 6  Potenaebenett  ode^  die  .4'Potenxli- 
nien  von  4  Kugeln,  von  deren  Uittelpvnk-teti  3  nioiaieir 
in  gerader  Linie  liegen,  haben'  einen  gemejiiaatoeji 
Dnrchschnittspunkt»  das  Potenscen trum  f&r  die  vier 
Kugeln  genannt 

Beweis.  0er  Durchsphnittspuokt  der  Potenzlinien  für  die  bei- 
.  den  Systeme  Cy  C,C*\  C,  C^  C"  hat  die  Eigenschaft,  dass  ihm  gleiche 
Potenzen  für  beide  Systeme  zugehöreo;  also  bietet  jener  Punkt ^ 
gleiche  Potenzen  sowohl  in  Bezug  «uf  die  Kreislinien  Cy  C,  C?,  ala 
in  Bezug  ouf  die  Kreislinien  Cy  C'f  C^  dar,  und  er  muss  daher  einer- 
seits in  der  Potenzlinie  des  Systems  C,  C**^  C",  andrerseits  in  der 
PotepzIiDie  des  Systems  C^',  C\  C"  liegen,  so  dass  die  4  Potenzlinien» 
also  auch  die  6  Potenzebenen,  in  einem  Punkte  zusammentreffen. 

1». 

Mit  Rüekaicbt  anf  zwei  Kugeln  gi6bt  es  immer  eine  dritte  Ku- 
gel, deren  sämmtliche  Punkte  gleiche  und  ung^leidiartige  Potenzeä 
nir  die  ersten  Kugfeln  darbieten,  wenn  nur  die  Quadratramme  der 
Halbmesser  der  letsteia  nicht  kleiner  als  die  flälfte  dea,,jQttadrata 
der  Centrale  ist. 

Wie  nämlich  lü.  aus  9.  erkellet,  ao  flieaat  nnaer  Satoi  aua  12. 

20. 

Ana  13.  1)  2)  folgt  ferner,  dasa  der  in  19.  betrachtete  Orti  den 
man  Piotenzkugel  nennen  könnte,  für  awei  aich  tangirende  oder 
schneidende  Kugeln  beide  zugleich  in  dem  gemeinaehnfiliGhen  Caa« 
tactpunkte  berührt,  oder  durch  den  gemeinaehaftliehen  Durehiebnitte« 
kreia  beider  Kugeln  gebt. 


iL    Anwendung  des  Principe  der  Pot^nzialität  von 
Kreisen  anf  oreometriache  Lebraitzcv 

21. 

Lebraatz.  Die  drei  in  den  Mittelpunkten  der  Seiten 
eines  Triangela  auf  dieselben  senkrecht  errichteten 
Geraden  treffen  in  einem  und  demaelben  Punkte  zu- 
aammen. 

Beweia«  Aaa  deii' Spitzen  dea  Tnaogela  dC^V  denke  man 
aich  drei  willkihrliche)  aber  gleiche  Kreialinien  beachrieben,  aoer» 
hellt  aua  9.,  daaa  die  in  den  Mittelpunkten  von  €C\  CC\  C'C  tßti 
diese  Geraden  senkrecht  errichteten  geraden  Linien  die  Po^sziinien 
der  Systeme  C,  C;  C,  C";  C,  C'  aind,  und  aicb  fol^h  (IL) 


ia  mtMm  Mfekto  Mtbmtkdm.  Oimtw  UMue  ut  wMeh  irw  den 
8|»iti«ii  des  Triangel«  gleich  weil  entfernt,  oder  dev  Hitlelfipfc« 
dii  ttin  des  0reieek  betchri^^nen  KteieiM. 

Lisbreats*  Die  3  von  den  Spitzen  einesTriangels  anf 
die  Gegenseiten  gefä'itten  Perpendiicel  treffen  in  einem 
and  demselben  Punkt  zusammen*)« 

^ew^is*    ^,  B^  C' seien  die  Sutaea  des  Triangels,  /!,£,/* 
4ie  Darebsebnütspankte  der  irOn  6>  jfr,  A  anf  die  fi^nseiten  ge-  ^ 
ftlHen  Perpendikel  mit  diesen  Seiten« 

JMaa  denke  sieb  ans  jf,  By  C  als  Mittelpunkten  mit  den  drei 
Halbmessern  B^r,  q  Kreislinien  bescbrieben,  and  bestisuae  diese 
Halbmesser  S0|  dass  die  Ealationan  stattfinden» 


so  dass  also  B  willkilhrHob  Ist,   die  betden  andern  Radie»  aber 
durch  B  bestimmt  werden-    Ans  diesen  ^Gleiebangen  flieset  aber 

r^^f^^ssAB^^AC^. 

Dsi  nun  (f,  d.)  CD^  BE,  AF  die  Potenslinien  der  drei  be- 
sehviebenen  Kreise  sind,  so  treffen  (4.  H.)  dieselben  in  einem  «in» 
aigen  Puidite  zusammen« 

«  \ 

Zusatz.  (Taf.  IL  Fig.  3.)  Es  sei  BF  die  Hebe  de«  be»  Ä 
rechtwinkligen  Triangels  .äi9C,  femer  AD=slAB  senkrecht  auf 
ABy  CEsn  CB  senkrecht  auf  CB^  und  CB^  AE  gezogen,  so 
wird  behauptet ,  das««  CB^  AE%  BF  in  demselben  Pnnkte  znaatt- 
montreffen.    (üüUslinten  des  pythagoräisehen  Satzes.) 

Es  kommt  darauf  an,  eio  Dreieck  nachzuweisen i  in  welchem 
dio  so  eben  cbarakterietrten  Liuien  Höben  sind«  Zu  dem  Bude  falle 
man  von  A  nud  C  auf  CB  und  AE  die  Perpendikel  AO  and  CB^ 
deren  erstere  BF  in  P  schneiden  mag.  Dann  fiAden  folgende  Dm«* 
atibde  statt:  . 

Weil  erstans  LB^PAB  (Itä^r  ss90^  —  BAG}j  ferner 
LBAC^siL  KBP  (denn  jeder  s  90»  **  ABF\^  abo  ,aucb  90* 
^  BAC  =W^  -^  KEP,  d.  i.  L'BAC^ABP,  und  endlich 
JiB=sAB  ist,  so  erheHt  die  Congnieim  der  Triangel  BAC  und 
ABP^  woMMis  fliesst  PBzsiAC. 


*)Grunert  Analyt.  Geom.  Theil  L  &  58,  Theil  U^  St  54  —  55.  \>tt  IsU- 
tere  Beweis  stützt  siqb  auf  die  Theorie  der  TransTersalen,  und  der 
erstere  ist  analytiseb* 

M.  Tffl.  auch  den  sinnreichen  Beweis  Ton  Gauss  in  Gamets  Geom. 
der  Stellung  (Ueb.  v.  Schumacher)  Theil  II.  S.  S6S.  Gauss  weist  ein 
Dreieck  nach,  für  welches  die  in  den  Mlttelponkten  der  Seiten  anf  letz- 
tere errichteten  Perpendikel  die  Höhen  des  gegrtenen  Dreiecke  sind, 
so  dsss  dann  dieselben  (21.)  sich  in  sinem  Punkt  echneidsn  müssen* 
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Gaaz  «beoM»  wird  «rwiMen,  iI«m  CH  4im  iAn\%  BF  n  «iMa 
PvBkto  «dmeidct,  deiten  fioderoaiig  von  ß  d«r  G«nideit  AC^U\A 
ist,  10  dMs  alBO  die  Gerade  BF  mt  den  Perpendikeln  AOy  CM 
in  einem  und  denselben  Punkte  P  susennentriffit,  wodurch  das 
Dreieck  ACP  enUtanden  ist,  des  BF^  CD,  AE  su  Höben  hat 
Die  letstern  müssen  sich  daher  in  demselben  Punkte  schneiden  (22.). 

24. 

Lehrsat«.  Die  8  Geraden,  welche  die  Winkel  ejnes 
Dreiecks  halbir-en,  und  auch  die'3  Geraden,  Ten  4ene» 
eine  einen  Win|(el  des  Dreiecks,  die  andern  die  Nehen- 
winkel  der  übrigen  halbiren,  treffen  in  einen  und  dem- 
selben Punkte  ansamme'n. 

Beweis.  Ist  er  Fall.  Das  Dreieck  sei  ABC  ZwOchat 
hehaupte  ich,  dass  man  auf  den  Seiten  AB^  AC,  BC  die  Punkte 

B,  Ef  F  so  bestimmen  könne,  dass  je  mrei  der  dadurch  bewirkten 
6  Abschnitte,  welche  eine  WinkelsnitBe  des  Dreiecks  zum  gemein- 
scbaftlicben  Bndpunkt. haben,  einander  gleich  sind. 

Dean  setzt  man  ABsssof^  und  nimmt  AE:=s  AD,  CF=^CJS!, 
so  wird  sein  CE  zss  6 -^  a:^  BF  =0  —  £  +  or.  and  daaii(  nun 
.  BF=BD  werde,  hat  man  a?  nur  so  zu  wählen,  dass. die  Rela- 
tion statt  habe  a:=:a — 4i+A  — .ar,  oder  äf^i(A  +  c  —  «),  und 
das  ist  immer  möglich. 

Nachdem  die  Punkte  D,  E^  F  %•  heetimmt  siad,  denke  man 
sich  aus  A,  C,  B  resp.  mit  AD^ssAE,  CEiszCF^  BF=:BD 
drei  Kreise  beschrieben ,  welche  sich  in  D,  E,  F  Ton  Aussen  be* 
rühren  werden,  so  werden  die  in  D,  E^F  auf  AB,  AC,  BC  er- 
richteten Senkrechten  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  sein,  und 
sich  (11.)  in  einem  Punkte  O  schneiden.  Die  von  0  nach  den  Win- 
kelspitzea  gezogenen  Geraden  müssen  aber  die  Winkel  des  Dreiecks 
balbiren,  da,  iiKlem  0  das  Potenzcentram,  z.  B.  OD^sl  OE^  alao 
die  Triangel  AOD,  AOE  congmeat  sind,  und  mithin  der  Winkel 
A  durch  OA  haMnrt  wird.  Polglieh  treffen  AO,  BO,  CO  in  demaeU 
hen  Punkte  zusammen,  der  der  Mittelpunkt  des  in  das  Dreieek  ba* 
Bchriebenen  Kreises  ist. 

2ter  Fall.  Ganz  wie  vorher  wird  «ezeigt,  daas  man  aaf  der 
Seite  AB  selbst  den  Punkt  D,  und  auf  deo  Verlängerungen  dar 
Seiten  CA,  CB  über  A,  B  hlMus  die  Punkte  E,  F  wo  beetiaNaeD 
könne,  daas  AD^=AE,  BDz=BF,  CE:=CF  sei,  and  dass 
maa  also  aas  A,  B^  C  drei  Kreise  beschreiben  könne,  welche  sich 
berühren.  Die  drei  \u  D,  E^  F  auf  die  Seilen  errichteten  Perpen* 
dlkel  treffen  dann  in  einem  Punkte  O  zuaammen,  der  die  Bigea- 
•chaft  hat,  daas  OA,  OB,  OC  4\%  Winkel  ^n  Dreiecks  halbbrn. 
Dehrigens  berühren  sich  die  Kreise  A  und  B  ran  Aussen ,  A  and 

C,  so  wie  B  und  C  von  Innen. 

Auph  erhellet,  dass  stets  4  Kreise  existiren,  welche  drei  sich 
schneidende  gerade  LinieA  berühren. 

25. 

Dass  die  drei  vom  dea  Spilzea  eines  Trian|^ls  nach  dcA  Mit« 
taipnnkten  der  Gegenaeiten  «esogenen  Geraden  sich  io  eineai  Punkte 
schawidaa,  kaaa  auf  die  eialsebSe  Art  ao  erwiaaen  warden» 
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bi  Taf.  11.  Pkr.  4.  wtien  D^  E  ih  MttMpattktc  vob  ^i?  wid 
J9C,  «od  C^/^,  ^£  schveiden  tifli  ini  ^,  io  kaoB  snnftehsl  bthaup- 
fet  werden,  dM  CO  doppelt  bo  gMes  als  /^^,  uad  jiO  dtppelt 
aa  gross  als  QE  ist. 

Denn  siebt  man  DE  parallel  jtE,  so  wird  EE  in  iT'^halbirt, 
oder  EE  ist  die  Hälfte  von  EC,  also  nuss  auch  Zl^  die  Hälfte 
TOtt  OC  seb.  Auf  äbaiiefae  Art  wird  fc^aeigt,  dass  OE  die  Hälfte 
yon  OA  ist. 

Da  sieb  also  je  swei  TranaYersalen.  so  scbaeiden,  dsas  der  nacb 
der  Winkelspitxe  irericlitete  Akaebnitt  doppelt  so  gross  als  def  an« 
dere  ist,  so  mtiss  die  Transforssle  von  E  naeb  der  Mitte  -von  jiff 
durch  O  gehea;  denn  wenn  sie  CEnu  O'  scbnitte,  so  miisste  CO^ 
:=z2E(y  sein,  welches  angereimt  ist. 

Diesen  Dnrcbscbnittspnnkt  nennt  aian  den  Schwerpunkt  des 
Triangels, 

26. 

Lobrsats*  Der  Schwerpunkt  eines  Triangels,  der 
Dnrchschnittspnnkt  der  3  Höben,  und  der  Mittelpunkt 
des  um  den  Triangel  beschriebenen  Kreises  liegen  stets 
in  gerader  Linie,  so  dass  sich  der  Schwerpunkt  swi- 
achen  den  beiden  andern 'befindet  und  vom  Höhendnrch- 
schnitt  doppelt  80  weit  entfernt  ist,  als  vom  Mittelpunkte 
des  um  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises. 

Beweis.  ^iT^  (Taf.  11.  Fie.  5.)  sei  der  Triangel,  CD  und 
j^E  senkrecht  w^uiAB  und  EC^  ihr  DurchschDitt  ZT,  CF  nach  der 
Mftte  von  AE  gerichtet,  und  C8  doppelt  so  gross  als  8F^  so  dass 
S  der  Schwerpunkt  (25.),  und  endlich  Jlf  der  Mittelpunkt  des  um* 
Bchrtebeifen  Kreises,  so  dass  MF  senkrecht  nxkf'AE  ist.  Man  siehe 
SE^  SM,  so  soll  B8M  eine  gerade  Linie  und  ES  doppelt  so  gross 
als  SM  sein. 

Da  Jeder  der  Winkel  ABE,  CHEz=zW  —  ECD,  so  ist 
\AEEr^^  CEE,  und  fbiglich  CE:Aß=  CEiAE.  Da  ferner 
LfMB^C^CE,  so  ist  A  FMEr^^ACE,  und  folglich  FM.FE 
=iCEiAE,  also  nach  dem  Obigen  CEiAE=:FM\FE.  Nun 
ist  aber  AE  doppelt  so  gross  als  FE,  also  muss  Ci7  doppelt  so 
gross  affs  FM  sein;  und  da  8C=:%SF,  und  endlich  L.ECS^=i 
LSFM,  so  sind  die  ^A  CES ,  SFM  ähuKch,  mithin  L  CSE  = 
L  FSM^  folglich  SSM  eine  gerade  Linie,  und  SEz=z  29M. 


111.    üeber  Aehnlicbkeitspnnkte  und  Aehnlichkeitsaxen. 

27. 

Lehreats.  Zieht  man  awei  parallele  Radien  sweier 
Kreieliaien,  und  verbindet  die  Bndpnnkte  derselben 
doreh  eine  Gerade,  ae  geht  dieae  für  alle  Paare  auf  der> 
selben  oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  Centrale  be- 
findlicher Bedien  immer  durah  denselben  Punkt  derCen- 
trale. 

Beweis.  Der  Kreislinien  Mittelpunkte  seien  C,  C  nnd  r,  r' 
die  Bedien,  die  wir  ungleich  setxen,  wenn  die  Bedien  auf  derselben 


Seile  der  Gentnile  li^f^.  ffodet  min  4es  Letztere  sUtt«  ee  «ei 
Jl  der  Dnrehechoittspuekt  der  Centrale  mh  der  die  Endaankte 
der  eersltelen  Radien  verbiadendeo  Geraden;  daan  wird  bm» 
Cji:Cji  =  r:r',  MgWch  CJ  ^  CJ  t  CA  {oiw  CA)  ss  r  ^  w^  z  r 

(oder  r),  folglich  CAz=,^^p^  ^■^=^^^»  wenn  a  die  Centrale 

bedeater.  'Deainaeh  bebak  CA  oder  C*A  /einen  unveränderUehea 
Wertb,  fo.%  .b »w. 

Liegen  nun  ferner  die  Mrallelen  Radien  auf  veraehiedenea  Sei- 
ten der  Centrale,  lo  aei  M  der  Dnrebecbnittopuiikt  der  die  Bed* 
ponlite   der  Radien  verbindenden'  Geraden  mit  der  Centrale,   «od 

man  findet  C/= — -— ;,  C"/= — :-->,  so  dass  /ein  unveräoder- 

lieber  Punkt  ist, 

'■  * 

28. 

Die  Punkte  A^  7,  welcbe  wir  so  eben  betrachtet  haben,  werden 
resp.  der  Kntsere  (direete)  und  innere  (inrerse)  Aebttlich- 
keittputtkt  der  gegebenen  Kreiilinien  ^nannf. 

2». 

Zntätae.  1)  Zweier  aii^h  von  Aussen  tangirender  Kreislinien 
inverser  Aehnlichkeitspunkt  ist  deren  gemeinsamer  Berührunga- 
punkt. 

2]  Berühren  sich  zwei  Kreislinien  von  Innen,  so  ist  ihr  directer 
Aehnlichkeitspunkt  ihr  gemeinsamer  Berührungspunkt, 

3}  Liegt  eine  Kreislinie  innerbalh  der  andern,  so  befindet  sich 
der  directe  Aehnlichkeitspunkt  beider  innerhalb  der  kleinern  Kiieis- 
linie,  in  allen  andern  Fällen  aber  autserhnlb  derselben. 

4)  Liegt  eine  Kreislinie  ganz  ausserhalb  der  andern,  so  befin- 
det  sich  der  inverse  Aehnlichkeitspunkt  beider  ausserhalb  beider 
Peripherien,  in  allen  andern  Fällen  ist  er  innerhalb  der  kleinern 
Peripherie. 

.  5V  Zieht  man  von  einem  der  Aehnüchkeitspunkte  an  die  eiae 
Kreislinie  die  Tangenten,  so  werden  diese  auch  Tangenten  der 
andern  Kreislinie  sein ,  so  dass  man  an  zwei  Kreislinien  die  4  ffe- 
meinschaftKchen  Tangenten  sehr  leicht  mit  Hülfe  der  Aehnitcbkeita* 
punk^  construiren  kann. 

I 

Beschreibt  man  mit  zwei  gegebenen  Kreisen  zwei 
neue  Kreise  concentrisch,  deren  Halbmesser  dasselbe 
Verhäitniss  zu  einander  haben,  als  die  Halbmesser  der 
ursprüngrichen  Kreise,  so  kommt  den  neu  beschriebe- 
nen Kreiaen  derselbe  directe  und  inverse  Aehnliok« 
keitspnnkt  zu  als  dea  gegebeaen. 

Denn  innd  r,  r'  die  nrsprünglichen,  f « qf.  die  neoen  Halbmesser, 
so  dass  r\f'z=zqxq\  so  ist,  wenn  A  der  directe  Aehnlichkeitspnnkt 

der  gegebenen  Kreislinien'  ist,   AC  ^=z        '  ,  (27.).'    Wi^il  aber 
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^  A  '  ■  '    MO 

#•  :r  —  r  =  ^ :  ^  —  q'$  nUo  ^^^  =  rziT'»  «^  **•*  ■■•■  ACz=i  S— 7» 

«Im  itt  BHcli  A  il«r  ditt<leA«luilidikJtep«nkt  4er  »it  «>  ('  H«- 
•chriebeiien  Kreiiliniaiu 

JLehDiieherweise  erhellt  das  Theorein  far  den  inneni  Aehnlicli- 


31. 

Die^  Aalji^abe,  elld  -foetesM  je  sweicr  Bit  mwei  gegvWnea 
KnisIraieB  coDoeotriielier  Kreiee  stt  finden,  welche  mit  den  entern 
cKeielben  Aebnlichkeitipnnkte  haben,  wird  am  einfachsten  no  gettit: 

Um  die  fintfernungen  einea  Aehnlichkeitspnoktea  von  den  Mit- 
telpunkten der  gegebenen  Kreise  als  Diameter  beschreibe  man  iwei 
Kreise,  nn^  liebe  durch  den  Aehnlichkeitspunkt  eine  beliebige  G^* 
rede,  welche  die  neu  bescbriehenen  Kreislinien  in  swei  Punkten 
achoeidet,  so  müssen  die  gesuchten  concentrischen  Kreise  durch 
diese  Punkte  geben,  weil  die  gezogene  Gerade  solche  Kreise  in 
den  genannten  Punkten  zugleich  tangirt, 

3& 

Censtrnirt  man  also  für  drei  ans  C,  C\  CT  mit  den 
Halbmessern  r.r'^r'' beschriebene  Kreislinien  die  äussern 
Aehnlichkeitspunkte  AyA\A^  und  die  inneren  I^T^P^  so 
(^iebt  es  ^unendlich  viele  Systeme  je  dreier  mit  den  ge- 
gebenen concentrischer  Kreislinien,  welchen  dieselben 
Aahnlichkeits|iunkte  sukbmmen. 

Man  bestimme  ^  nämlich  für  ein  willkiihrliches  q  dfu  Radius  if 
so,  dass  r:r  =3^:^,  so  werden  die  mit  ^,  ^'  beschriebenen  Kreis- 
linien dieselben  AehnlichkeitSDunkte  haben,  als  die  mit  r\  r' jenen 
coneentrisch  beschriebenen  (30).  Sodaon  werde  ^"  so  angenommen, 
dass  r:r''s=:  ^:.^",  so  kommt  auch  den  Kreislinien  ^,  q^  derselbe 
Aehnlichkeitspunkt  zu  als  den  mit  ihnen  concentrischen  r>  r''«  Aus 
beiden  Proportionen  fliesst  aber  d^e  dritte  rAr*'=szq*\q^^  und  folg- 
lich wird  zu  gleicher  Zeit  der  Aehnlichkeitspunkt  der  Kreislinien 
ff^  q''  mit  dem  der  jenen  concentrischen  Kreislinien  t'y  f"  überein- 
kommen. 

Da  Q  willkührlich  ist,  so  geht  die  Zahl  der  Systeme  ins  un- 
endliche. 

33. 

Lehrsatz.  Zieht  man  durch  den  einen  Aehnlichkeits« 
punkt  zweier  Kreislinien  C  ttnd  C  s.  B.  ^sciue  beliebige 
Transversale,  und  bezeichnet  die  Durchschnittspunkte 
derselben  mit  den  Kreislinien  C  und  C  res»,  mit  M^  N\ 
Sf^  N'j  so  dass  M  und  M'  die  dem^  Aehnlichkeitspunkt 
zunächst  liegenden  Punkte  sind,  so  sind  die  Rechtecke 

AMy.All\  ANY.AM'     * 


stete  gleich,  und  von  uaverändnrIieherGrtfase,  wie  man 
auch. die  Transversale  ziehen  mag. 
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■  , 

Beweis.    Wegen  der  Ptirallelitit  der  Radieo  CM^  OBtt,  CN^ 

CN'  iit  AMxAM^rif',  ANiAN'i:r^rir\  folfflieh  JMiAW 
a  AN :  Ai/', :  oder  die  Redileeke  AM  X  AN',  AN  X  Aßt  ttml 

einander  gleich«    Ferner  i«t  ^xAJH'.   AN'=AJIixAN'=p' 

X  AM'  X  AN\  and  da  AM'  X  AN'  die  Potenz  des  Punktes  A  für 
die  Kreislinie  C'^  also  nnverändetlich  ist,  so  muss  auch  AMXAN'^ 
öder  ANxAM'  von  unveränderlicher  Grosse  sein. 

Sind  JB,  B'  die  Berührungspunkte  der  von  A  ans  gezogenen 
ffemeinschaftlichen  Tangente  mit  den  Kreislinien,  so  äbersiebt  man 
leieht,  dass  das  in  Rede^stebenda  eoBstante  Rechteck  ^m  Rechteck 
^A  X  ^i^' gleich  ist. 

■ 

S4. 

Lehrsatz.  Werden  zwei  Kreislinien  von  einer  drit- 
ten gleichartig  (d.h.  zugleich  vonAussen,  oder  zugleicb 
von  Innen)  berührt,  so  liegen  die  Berührungspunkte  mit 
dem  directen  Aehnlichkeitspunkte  in  gerader  Linie.  Fin- 
det aber  ungleichartige  Berührung  statt,  so  liegt  der 
inverse  Aebniichkeitspnnkt  mit  den  Berührungspunk- 
ten in  gerader  Linie. 

Beweis.  Zuerst  berühre  (Taf.  II.  rig.  6.8.)  die  Kreislinie  O 
die  gegebenen  C  und  C*  in  den  Punkten  M,  N*  von  Aussen,  so 
dass  O,  M^  C\  Ö,  N'  C  in  gerader  Linie  liegen,  und  OM^=^J(^N* 
ist.  Zieht  man  <(ie  Gerade  iwA^',  weiche  die  Kreislinie  C  in  M^ 
schneidet,  so  ist  L  OMN'=  ON'Mz=z  CN'M'^  CM'N',  folg- 
lich CM'  mit  CM  parallel»  weshalb  MN'  durch  den  äusseren  Aehn- 
lichkeitspunkt  A  der  Kreislinien  C,  C  geht. 

Berührt  zweitens  die  Kreislinie  o  fraf.  II.  Fig.  6.a.)*die  gegebe- 
nen in  m  und  n'  von  Innen,  so  dass  ocm^  oc'ti  gerade  Linien  sind, 
und  om  =  09$  ist,  so  ist,  wenn  die  Gerade  mnl  die  Kreislinie  C  in 
itf  schneidet,  l^omm' ^rzoWm^iz  Cm'n' ,  also  Cm  mit  Cm  paral- 
lel, weshalb  mu'  durch  den  directen  Aehnlichkeitspnnkt  geht. 

<  Wenn  endlich  drittens  (Taf.  11.  Fig.  6.  b.)  die  Kreislinie  O  die 
Kreislinie  C  \n  M  von  Aussen,  die  Kreislinie  C  aber  in  N'  von 
Innen  berührt,  so  dass  OMC^  ON'C  gerade,  Linien  sind,  und 
OM^:z  ON'  ist,  so  ist,  wenn  MN'  den  Kreis  C  in  ,M'  schneidet, 
L  OMM  =  ON'M'  =  CM*N',  folglich  CM'  parallel  mit  CM, 
weshalb,  da  die  Halbmesser  auf  verschiedenen  Seiten  der  Centrale 
liegen,  die  Gerade  ilfA^'  durch  den  innern  Aehnlichkeitspunkt  / 
geht. 

35. 

Denkt  man  sieh  in  Taf.  II.  Fig.  6.a.  von  A  die  gemeinschaftlicben 
äussern  Tangenten  gezogen,  weiche  die  Kreislinie  C  in  B,  ^,  die 
andere  in  a,  b'  berühren,  so  erhellt,  dass  die  Berührungspunkte 
jeder  beide  Kreislinien  von  Aussen  tangirenden  Kreislinie  auf  den 
Bogen  BMb,  B'M'^  liegen  werden,  und  auf  den  andern  Bogen 
die  Berührungspunkte  aller  beide  von  Innen  tangirenden  Kreise. 

Das  Umgekehrte  findet  statt,  wenn  die  Kreislinien  ungleicbar« 
tig  berührt  werden. 
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Amth  Mein,  ^m  kmie  KrekÜBie  4lie  ^gebeMB  ib  4en  Be- 
riknuigapvBkteii  der  TangettleB  »«gleich  beraluren^  Icano. 

86. 

Be  eeieii  unn  die  Kreielieien  C,  C^  C"  so  betchidTeo,  dasB  sich 
swei  aette  €7"\  C^^  beichreibeo  leieeii,  Yon  deaen  die  ertte  die  drei 
geffebenen  töd  Aaisen  in  den  Ponktee  Jf,  M'^  M\  die  andere  die- 
selben von  Innen  in  den  Punkten  N^JN\  N"  berührt.  Der  äussere 
AehnlicbkeiUpunkt  der  Kreislinien  Cj  C  liegt  dann  (34.)  sowohl 
auf  der  Geraaen  MM'^  ala  auf  NN\  der  äussere  Aebniichkeitspnnkt 
▼oo  C^  C*  sowohl  auf  MM'\  als  auf  XJN*^  der  äussere  Aehnlich- 
keitspunkt  von  C\  €"  sowohl  auf  M'M'\  als  auf  X'X''.  Da  nun, 
wenn  A^  A\  A"  die  direeten  Aeholicbkeitspunkte  der  Systeme 
r,  C;  C,  C'x  C\  a\  die  Geraden  AMM\  ANA'-,  A'MBTy 
A'aN'^s  JTM'M'*,  A'A'A"  Transversalen  der  Systeme  C,  C'; 
C^  Ci  (T^  C  sind,  so  finden  (33.)  die  Relationen  statt: 

AM  .JM'   =iAN  \AN' 

Ann  .AM-  ^AN  .AN" 

iTM.  A'M"  =  A'N .  AN' 

*  und  die  Punkte  A^  A\  AT  bieten  somit  gleiche  und  gleichartige 
Potenaen  für  die  Kreislinien  C^ ^  €ß^  dar,  oder  AA'A*  ist  eine 

,   gerade  Linie,  nämlich  die  Potenalinie  der  Kreise  0"^  0^* 

Sind  die  Kreise  C^  üy  V  ferner  so  beschaffen,  doss  sich  zwei 
nene  C",  C^^  beschreiben  lassen,  deren  erster  die  Kreise  C^  C 
▼OD  Aussen,  CT  yon  innen,  der  andere  C^  C  ron  Innen,  C"  aber 
▼on  Aossen  berührt,  so  erhellet  ganz  wie  vorher,  dass  die  Aehn- 
lichkeitspnnkte  A^  /',  /"  in  gerader  Linie,  nämlich  in  der  Potenz- 
linie der  Kreise  C^,  C^^  liegen. 
Wir  hsben  daher  folgendes 

37. 

Theorem.  Wenn  drei  Kreise  C,  C^  (T*  so  beschaffen 
sind,  dass  sich  z'wei  neue  C'*\  C^^  beschreiben  lassen,  von 
welchen  der  erste  alle  drei  von  Ausaen,  der  andere  alle 
drei  von  Innen  berührt,  so  liegen  die  drei  direeten  Aehn- 
lichkeitspunkte  der  gegebenen  Kreise  in  der  Potenzli* 
nie  der  neu  beschriebenen. 

Kann  man  zweitens  zwei  Kreise  beschreiben,  von 
welchen  der  eine  C,  C  von  Aussen,  CT'  von  Innen,  der 
andere  C,  C  von  Innen,  C  von  Aussen  berührt,  so  lie* 
l^en  det  dlrecte  Aebniichkeitspnnkt  von  C7,  C^,  und  die 
invexsen  Aehnlichkeitspnnkte  von  C^  €^\  C\  CT  in.  der 
Potenzlinie  der  neu  beschriebenen  Kreise. 

Die  so  eben  charakterisirten  Aehnlichkeitspnnkte  liegen  stets 
in  gerader  Linie,  ohne  dass  die  Kreislinien  von  der  in  37.  enge* 
^Cf^ebenen  Beschaffenheit  sind,  nur  kann  dann  von  einer  Potenz- 
linie  nicht  die  Rede  sein. 
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•  » 

Den«  Dicli  82.  kmia  «aa  die  Halbageier  d#r  5  Kraiie  so  Uofipe 
abDchmeD  latien,  dasi  die  Kreise  gan  aoa^riialb  eimider  liege«» 
irad  doch  dieselben  Aebnlichkeitspnnkte  bal»en,  und  for  3  gmom 
ausserhalb  einander  liegende  Kreise  sind  die  Bedingungen  in  37. 
erfüllt.    Wir  haben  a}fo  foljB^ndes  Theorem: 

Btceiehnet  man  die  irussern  Aebnliebkeitapttfrkte 
dreier  Kreislinien  durch  A^  A ^  Jf  ^  die  iunern  dureli  £'^ 
f\  /",  flo  liegen  die  Terninnen 

« 

A,  r,  r 

A\f,    r  ■ 

atets  in  sferader  Linie,  und  diese  Tier  Geraden  heisae» 
Aehnlichkeitsazen,  AAA'  A\^  directe,  die  übrigen  in- 
verse.*) 

Ist  es  möglich,  an  die  drei  Kreislinien  die  6  äussern  gemein- 
echafilichen  Tangenten  ta  sieben ,  so  eigiebt  sich  aus  dem  Obigea 
der  von  Monge  gefnodenie  Satz: 

Dass  die  drei  Punkte,  in  denen  je  zwei  zusammengd- 
kerende  der  sechs  an  drei, Kreise  gezogenen  äussern 
Tangenten  sich  schneiden,  stets  in  einer  geraden  Linie 
liegen* 


IV.    Die  hauptsächliebsten  Folgerungen  der 
Aeknlichkeitstheorie  bei  Kre.isen« 

39. 

I 

Zuerst  denk<>n  wir  uns  in  und  um  einen  Kreis  einen  l^riangef 
beschrieben,  ABC,  KL9i  {Tn^i.  II.  Fig.  T),  so  dass  die  Seiten 
des  letztern  durch  die  Winkelspitzen  des  erstem  gehen,  und  femer 
denken  wir  uns  die  Seiten  des  ^ABC  verlängert,  bis  sie  den 
Tangenten  in  deb  Gegenecken  in  /^,  E^  /^.begegnen.  Dann*  tre- 
ten folgende  Umstände  eip: 

Die  aus  K  mit  KA^=z  KB  beschriebene  Kreislinie  wollen^wir 
der  Kürze  hdlber  bloss  die  Kreislinie  K  nennen^  und  eine  ähnliche 
lleneunung  für  die  aus  L  mit  LB:=,JLC^  und  JiMa  M voXi  MA:=iMC 
bescliriebenen  Kreislinien  anwenden. 

Dies  vorausgesetzt  werden  die  Kreislinien  K  qnd  M  von  der 
Kreislinie  Xin  JB  qnd  C  von  Aussen  (d*  h.  gleichartig)  berührt, 
w^halb  ihr  directer  Aebnlichkeitspunkt  auf  der  Geraden  BC  liegt 


*)  M.  vgl.  den  analytischen  Beweis  von  Grün  er  t  in  d,  Analyt.  Geome- 
trie.   Theil  I.    S.  111  ff.     Der  Reweis  in  demselben  Werke  Tbeil  II. 

.  S.  267  ff.  gründet  sich  auf  die  Theorie  der  Transversalen.  Einen  spe- 
ciellen  Fall  des  Theorems  beweist:  Meier  Hirsch  (Sauimluoff  geome* 
irischer  Aufgaben  Theil  II.  S.  368  —  70)  durch  Rechnung.  Magnus 
Sammlung  von  Aufg.  und  Lehrsätzen  ans  der  snalyf.  Geometrie.  Erste 
Abtheilung  &  80. 
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(34.),  und  da  derselbe  sich  aach  auf  der  Centrale  KM  befindet,  so 
ist  der  Durchschnitt  von  BC  und  MK^  nämlich  D^  der  directe 
Aehnlichkeitspuokt  der  Kreislinien  K  und  il/. 

Ganz  ebenso  erhellt,  dass  E  der  directe  Aehnlichkeitspunkt 
der  Kreislinien  K  und  Z*,  F  der  directe  Aehnlichkeitspunkt  der 
Kreislinien  JL  und  M  ist.  \ 

Daher  (38.)  liegen  die  Punkte  D^  £7,  F  in  einer  geraden  Li- 
nie, nämlich  in  der  äussern  Aehnlichk'eitsaxe  der  Kreislinien 

ILy      1j^       M, 

Ferner  werden  äie  Kreislinien  D  und  J?  ( d.  h.  die  aus  />,  E 
mit  DA^  EB  beschriebenen  Kreislioien)  von  der  Kreislinve  K  in 
A  und  B  ungleichartig  berührt,  weshalb  ijbr  inverser  Aehnlichkeits- 
punkt'auf  AB  und  DE  zu  gleicher  Zei^  liegt,  also  /^-ist. 

Eben  so  wird  eingesehen,  dass  E  der  directe  Aehnlichkeitspunkt 
VOB  den  Kreislinien  D  und  jF,  D  der  directe  Aehnlichkeitspunkt 
von  den  Kreislinien  E  und  F  ist. 

Demnach  haben  wir  folgendes  Theorem : 
'  Bei  jedem    einem  Kreise   eingeschriebenen   Dreieck 
liegen  die  Durcbschnittspunkte  der  Seiten  mit  denTan- 
genten  in  den  Gegenecken  stets  in  gerader  Linie.*). 

40. 

Dass  dieser  Satz  für  alle  Kegelschnitte  gilt,  wird  so  erwiesen. 
~Die  Spitze  des  Kegels,  aus  welchem  der  Kegelschnitt  geschait- 
.  ten  ist,  heisse  S  und  ÄBC^^\  ein  in  den  Kegelschnitt  beschriebenes 
Dreieck;  legt  man  durch  SA  eine  Berührttngsebene  des  Kegels, 
ivelche  die  ISbene  SBC  in  der  Geraden  SD  schneidet,  so  dass  D 
der  Durchschnittspunkt  VQU  BC  mit  der  Durcfaschnittslinie  der 
Berührungsebene  un^  der  Ebene  des  Kegelschnitts  ist,  so  wird  DA 
eine  Tangente  des  Kegelschnitts  in  A  sein.  Auf  dieselbe  Art  con- 
struire  man  die  übrigen  Tangenten,  und  deren  Durcbschnittspunkte 
mit  den  übrigen  Seiten  des  Triangels. 

^  Man  schneide  nun  den  Kegel  durch  eine  Ebene,  so,  dass  der 
Schnitt  ein  Kreis  und  von  den  Kanten  SA^  SB,  SC  resp.  in  A\ 
B\  C  getroffen  wird.  Sodann  sei  AU  die  Durchschnittslinie  der 
Berührangsebene  durch  SA  mit  der  Kreisebene,  dass  also  AD' 
eine  Tangente  des  Kreises  ist,  welche  die  Verlängerung  von  B'C 
in  U  schneidet,  und  ebenso  bestimme  man  die  Punkte  E\  F\ 

Nach  39.  liegen  nun  die  Punkte  /^',  E\  F*  in  gerader  Linie, 
und  da  D^  E^  F  auf  den  Geraden  SD\  SE\  SF  liegen,  so  wer- 
den die  letztern  Punkte  in,  einer  Ebene,  und  zugleich  in  der  Ebene 
des  Kegelschnitts  liegen,  und  müssen  sich  also  in  der  Durchschnitts- 
littie  beider  Ebenen,  oder  in  gerader  Lidie  befinden.  i 

4L 

Betrachten  wir  jetzt  zwei  Vierecke  ABCD^  KLMN^  von  de- 
nen das  erste  in  einen  Kreis,  das  andere  um  denselben  so  foeschrie« 
ben  ist,  dass  seine  Seiten  durch  die  Ecken  des  erstem  gehen;  ^sei 
der  Durchschnitt  der  Seiten  AB  und  CD^  F  der  Durchschnitt  der 
Gegenseiten  AD  und  BC^    O  der  Durchschnitt  der  Tangenten  in 

*)  Steiner,  Systematische  Entwickelung  der  Abhängigkeit  der  g^ometr. 
Gestalten  von  einande)-  etc.    S.  155.  —   Grunert  Analyt»  Geometr, 
-  Tbeil  JL  S.  269,  (Theorie  der  Transversalen). 

TktUY.  9 
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den  Gegenecken  LK  uod  i/^,  endlicb  H  d«r  DnrclischniU  der 
Tongenten  KN  und  LM  (Taf.  II.  Fig.  8.). 

I)a  DUO  die  Kreiülinieu  iV  und  IL  sqwoIiI  vöd  der  Kreislinie  K 
als  von  der  Kreislinie  M  res|>.  in  Ay  B\  Dy  C  gleichartig  berührt 
werden,  so  liefet  ihr  directer  Aehnlichkeitspunkt  auf  den  drei  Ge- 
raden AB,  CD,  AX,  so  dass  also  die  letztem  in  einem  und  deia- 
selben  Funkle  E  zusammentreffen. 

Ganz  ebenso  wird  erwiesen,  dass  die  drei  Geraden ^ffC,  AI}^ 
MK  in  demselben-  Punkte  F  zusammenstossen. 

Ferner  werden  die  Kreislinien  N  uqd  L  von  der  Kreislinie  G 
in  D  und  B^  von  der. Kreislinie  II  \vl  A  nnd  C' ungleichartig  be- 
rührt, weswegen  ihr  inverser  Aehnlichkeitspunkt  aut  den  Geraden 
BD,  AC^  AIj  zugleich  liegt,  und  die  letztern  also  in  einem  uod 
demselben  Punkt  6^'sicb  schneiden  müssen. 

Ganz  ebenso  wird  erwiesen,  dass  BD^  AC^  KM  sich  in  einem 
Punkte  schneiden ,  und  folglich  treffet  die  vier  Geraden  AC^  BO^ 
KM,  LfN  in  demsfiben  Punkte  0  zusammen. 

Nun  werden  auch  die  Kreislinien  G  uud  H  von  den  Kreislinieo 
K  und  M  resp.  in  A,  B\  D ^  C  ungleichartijiif  bei^übrt,  daher  ihr 
innerer  Aehnlichkeitspunkt  E  ist,  und  somit  /T,  €r ,  E  in  gerader 
Linie  liegen.  Sodann  werden  die  Kreislinien  ä^*und  II  von  den 
Kreislinien  L  und  A  resp.  in  B^  C\  A^  D  gleichartig  berührt,  si» 
dass^  ihr  directer  Aehnlichkeitspunkt  F  ist,  und  somit  auch  F  mit 
Gy  H  in  gerader  Linie  liegt.,  Also  beüoden  sich  die  vier  Punkte 
^    Ey  Fy  €r,  //in  einer  geraden  Linie. 

Diese  Resultate  finden  fUr  alle  Regelschnitte  statt. 

Denn  es  sei  wieder  S  des  Kegels  Spitze,  zu  welchem  der  Schnitt 
gehört,  ABCDy  KEMN  ein  in  uod  um  den  Kegelschnitt  beschrie- 
benes Viereck,  dass  die  Seiten  des  letztern  durch  die  Spitzen  des 
erstem  gehen,  E^  F  die  Dnrchschnitte  der  Gegenseiten  des  einge- 
schriebenen, Gy  H  die  Durchschnitte  der  Gegenseiten  des  umschrie- 
benen Vierecks,  so  dass  also  SE  der  Durcbschoitt  der  Ebenen  SABy 
SBC,  E  der  Durchschnittspunkt  der  Geraden  SE  mit  dem  Kegel- 
schnitt etc.,  SG  der  Durchschnitt  der  durch  SBy  SD  gelegten  Be- 
rühruttgsebene  des  Kegels,  G  der  Durchschnitt  der  6eradea  SG 
'mit  dem  Kegelschnitt  ist  etc. 

Man  schneide  die  Kegelfläche  durch  eine  Ebene^  dass  der  Schnitt 
ein  Kreis  wird,  bezeichne  durch  A^  B*,  C,  jD';  K',  Uy  M\  A"; 
E\  F\  <?',  /f'  die  DuTchschnittspunkte  der  Geraden  SA,  SB,  SC, 
SD;  SK,  SLy  SM,  SÄ^:;  SE,  SF.  SG,  SB  mit  der  Kreisebene,  so 
wird  erhellen,  dass  A'B'C^D',  K'I^M'A'  ein  in  und  um  den  Kreis 
beschriebenes  Viereck  ist,  dessen  Seiten  und  Spitzen  sich  berühren, 
und  E* y  F*  die  Durchschnitte  der  Gegenseiten  des  in  den  Kreis, 
nnd  G\  H'  dife  Durchschnitte  der  Gegenseiten  des  um  den  Kreis 
beschriebenen  Vierecks  sind.  .  ' 

Nach  4L  liegen  die  Punkte  E y  Uy  N'  in  gerader  Linie,  so 
dass  SR\  SL y  SN'  eine  Ebene  bilden,  in  welcher  auch  die  Punkte 
E^LyN  liegen,  und  da  die  letztern  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts 
sind,. so  beßnden  sie  sich  im  Durchschnitt  beider  Ebenen  oder  in 
gerader  Linie. 

Ferner,  schneiden  sich  nach  4L  die  vier  Geraden  AC\  B'Dy 
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K'M\  L'N'  in  demselben  Punkte  (^,  weswegen  di(B  Tier  Ebenen 
SJfC'^  8BD,  SK'M\  SL'N'  sicfc  in  der  Geraden  Sa  treffen, 
und  mitbin  der  Punkt  0^  als  auf  Sff  liegend,  allen  vier  Ebenen^ 
gemeinsam  ist.  Nun  liegt  aber  O  im  Kegelschnitt,  also  auf  d^n 
vier  Geraden  AC^  BD^  KM^  LNy  in  welchen  jene  Ebenen  den 
Kegelschnitt  treffen. 

Endlich  befinden  »ich  (41.)  die  vier  Punkte  E\  JTy  G\  H'  in 
gerader  Unie,  wesbalb  8E\  8F\  S€f,  8H'  eine  Ebene  bifden,  in 
welcher  auch  E^  E,  &,  ZT  liegen»  und  da  die  letztern  auch  im  Ke- 
gelschnitt sind,  so  liegen  sie  in  beider  Bbeoen  Durchschnitt  oder 
iu  gerader  Linie. 

Demnach  entspringen  folgende  Theoreme: 

1)  Sind  in  und  um  einen  Kegelschnitt  zwei  Vierecke 
so  beschrieben,  dass  die  Seiten  des  letztern  durch  die 
Ecken  des  erstem  gehen,  so  liegt  der  Durchschnitt 
der  Gegenseiten  des  eingeschriebenen  Vierecks  mit  ei- 
nem Paar  der  Gegenecken  des  umschriebenen,  in  gerader 
Linie. 

2)  Die  vier  Diagonalen  bei<Ier  Vierecke  treffen  in 
demselben  Punkt  zusammen,  so  dass  lilso  auch  der 
Durchschnitt  der  Gegenseite.n  des  eingeschriebenen 
Vierecks  mit  einem  Paar  Gegenecken  des  umschriebe- 
nen, und  dem  Duk-chschnitt  der  vier  Diagonalen  in  se<- 
rader  -liinie  liegt 

3)  Die  vier  Durchschnittspunkte  der  Gegenseiten 
beider  Vierecke  befinden  sich  in  einer  geraden  Linie**). 

Betrjichten  wir  nun  das  in  einen  Kreis  beschriebene  Sechseck 
Aj  A^  A^  A^  A^  ^a  (Taf.  111.  Fig.  Ö.),  und  verlängern  Je  zwei 
Seiten,  zwischen  denen  zwei  andere  liegen,  bis  sie  sich  in  ^j,  G^^ 
€rg  schneiden,  so  treten  folgende  Umstände  ein. 

Zieht  man  in  A^^  A^\  ferner  in  .^,,  A^\  endlich  in  A^^  A^ 
Tangenten,  bis  sie  sich  in  üf,,  ÜT,,  ATi  schneiden,  so  ist  (42.)  G^ 
der  äussere  Aeholichkeitspunkt  der  Kreislinien  jfiTi,  JT,,  ferner  G^* 
der  inverse  Aebnlichkeitspunkt  der  Kreislinien  K^^K^\  endlich  Cr, 
der  inverse  Aehnlicbkeitspunkt  der  Kreislinien  A|,  JC^;  folglich 
müssen  (38.)  die  Punkte  €r,,  6r,,  G^  in  gerader  Linie  liefen,  und 
zugleich  werden  die  6  Punkte  &,,  &,,  &,,  K^yK^,K^  in  einer 
geraden  Linie  sein. 

Da  sich  nun  ganz  wie  41,  und  42.  diese  Sätze  für  alle  Kegel- 
schnitte beiv«isen  lassen,  so  entspringen  die  Theoreme: 

1)  fi^i  jedem   einem   Kegelschnitt  eingeschriebenen  ' 
Sechseck  liegen. die  Durchschnittspunkte  der  drei  Sei- 
tenpaare,   zwischen   denen    zwei    andere   Seiten   liegen, 

-stets  in  einer  geraden  Linie  und 

2)  auch  die  Durchschnitte  der  Tangentenpaare  in 
den  Ecken,  zwischen  denen  zwei  andere  liegen^  befin- 


)  Grnnert  Asalyt.  Geom«t.  Theil  L  S.  114  —  15.  (Speciell.  Fall  für  den 
Kreis).  —  J.  S  ^e  in  erGeometr.  Gestalten.  S.  108.,  ^  Magnus  Samm- 
lung analyt.  Aufgaben.  S«  101;        - 

9* 
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den  sich  in  einer^geraden  Linie,  welche  mit  der  in  1)  ge 
nannten  Geraden  zusammenfällt*). 


44. 

Aus  dem  ersten  Theorem  lässtsicb  ein  anderes  ableiten»  wel- 
ches sich  auf  ein  in  einen  Kegelschnitt  beschriebenes  Fünfeck 
bezieht,  uod  als  ein  Grenzfall  jenes  betrachtet  werden  kann,  wenn 
man  sich  vorstellt^  dass  eine  Seite  des  in  einen  Kegelschnitt  be- 
schriebenen Sechsecks  allmählig  verschwinde.  Der  Satz  ist  fol- 
gender: 

Bei  jedem  einem  Kegelschnitt  eing^bcbriebenen 
Fünfeck  liegen  die  Durchschnittspunkte  irgend  zweier 
Seitenpnare,  und  der  Durchschnittspunkt,  welchen  die' 
jedesmalige  fünfte  Seite  mit  der  Tangente  in  der  ge- 
genüberstehenden Ecke  bildet,  allemal  in  einer  geraden 
Linie  (Steiner  Geom.  Gestalt.    S.  153.) 

Beweis.  In  Taf.  III.  Fig.  10,  sei  A^  A^  A^  A^  A^  das  in 
4len  Kegelschnitt  beschriebene  Fünfeck,  die  Seiten  A^A^^  A^A^ 
schneiden  sich  in  6^,,  die  Seiten  A^A^y  A^A^  schneiden  sich 
in  G^y  und  die  Seite  u^jw^s  begegne  der- in  A^  gezogenen  Tan- 
gente in  (7,,  so  soll  erwiesen  werden,  dass  GyG^G^  ein«  gerade 
Linie  ist.  '  -  ' 

Man  nelime  zwischen  A^  und  A^  noch  einen  sechsten  Punkt 
A^  an,,  verbinde  ihn  mit  A^  und  A^^  so  dass  A^A^A^A^A^^A^ 
ein  in  den  Kegelschnitt  beschriebenes  Sechseck  ist,  uod  verlängere 
A^A^  bis  es  A^A^  in  F, ,  A^A^  bis  es  A^A^  in  f,  begegnet» 
so  muss  (43.)  G^F^F^  eine  gerade  Liuie  sein. 

Gesetzt  nun  &,,  ^,,  G^  lägen  nicht  in  gerader  Linie,  son- 
dern die  Gerade  GiG^  begegnete  der  Geraden  A^A^  in  ^, ,  so 
lasse  man  sich  nun  den  Punkt  A^  dem  Punkte  A^  immer  nä« 
her  und  näher  bewegen,  ohne  dass  er  mit  ihm  zusammenfällt;  un- 
ter diesen  Umständen  wird  die  Gerade  A^A^  der  Geraden  A^A^ 
immer  näher  kommen,  und  der  Punkt  F,  somit  dem  Punkte  G^ 
sich  näher  briogen  lassen,  als  jede  vorgegebene  Distanz  beträgi. 
Ebenso  wird  der  Punkt  JT,  dem  Punkte  0^  beliebig  nahe  kommen. 

Wenn  nun  der  Punkt  g^  nicht  mit  G^  zusammenfällt,  so  wird, 
während  F^  sich  n^ch  &,  bewegt,  die  Gerade  G^F^  zwar  belie- 
big klein  gemacht  werden  können,  aber  nicht  die  Gerade  r,^,, 
da  bie  im  vorliegenden  Falle  stets  grösser  als  G^g^  Ist,  und  da 
dies  gegen  das  Obige,  so  muss  g^  mit  G^  zusammenfallen,  oder 
die  Punkte  &i,  G^y  G^  -sind  in  einer  Geraden,  w.x.ö.w. 


*)  Den  Sats  1)  hat  Pascal  (B!ssai  sur  les  coniqoe3  148  Note)  gefunden, 
und  in  einer  verloren  gegangenen  Abhandlung  soll  er  die  ganze  Theo- 
rie der  Kegelschnitte  auf  jenen  Satz  gegriJndet  haben.  —  Vgl.  Grü- 
nere Anal.  Geom.  Theil  11.  S.  270  ff.,  wo  der  Beweis  von  Gergonna 
(Annales  de  Matheni.  XVII.  p.  143.)  luitgexheilt  ist.  —  PonceleC 
Traite  des  proprietes  projectives  des  fignres.  p.  81.  —  J.  Steiner 
Geom.  Gestalten  S.  150.  und  Annales  de  Math.  Vol.  XVI II.  —  Carnot 
Geometrie  de  positton.    VoL  IL  p.  215.  der  Uebersetzung» 
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45. 


Aus  den  vorberffebeDden  Sätzen  erbellt,  wie  man  folgende  Auf- 
gnben  bloss  mit  Hnlre  des  Lineals  lösen  kann.' 

1)  Wenn  irgend  drei  Punkte  eines  Keff/^lscbnitts» 
an<l  die  Tangenten  in  zweien  gegeben  sind«  die  Tan- 
gente im  dritten  Punkte  zu  finden  (39.). 

2)  Wenn  irgend  vier  Punkte  eines  Kegelscbnitts, 
und  die  Tangente  in  einem  derselben  gegeben  ist«  die 
Tangenten  in  den  drei  äbrjigcn  Punkten  zu  finden  (42.) 

ifienn  in  Taf.  11.  Fig.  8.  sei  die  Tangente  in  A  gegeben.  Man 
bestimme  die  Punkte  E^  jP,  ^  ziebe  EO  bis  sie  die  gegebene  Tan- 
gente in  A  schneidet,  und  verbinde  N  mit  J9,  so  hat  man  die  Tan- 
gente in  /^,  ziehe  ferner  EO  bis  sie  die  Tangenten  in  D  und  A 
m  M  und  jfiT  schneidet ,  und  verbinde  Itt  mit  C^  K  mit  B^  so  bat 
man  die  Tangenten  in  C^  B. 

3)  Wenn  irgend  vier  Tangenten  eines  Kegelschnitts 
und  der  Berührungspunkt  der  einen  gegeben  si^d,  die 
Berührungspunkte  der  drei  übrigen  zu  finden. 

K\  Von  einem  Punkte,  der  im  Umfange  des  Kegel- 
schnitts liegt,  an  denselben  eine  Tangelite  zu  ziehen. 
(Taf.  III.  Fig.  10.) 

Man  nehme  ausser  dem  gegebeneii  Punkte  A^  noch  vier  andere 
an  A^,  A^i  A^i  Ag^  so  daqs  Jjf,^,,  ^,^4  sieb  in  &,,  ferner  ^9^,, 
A^Ag  sieb  in  G^  schneiden,  siehe  G^G^^  bis  sie  A^A^  in  &, 
schneidet,  und  verbinde  & ,  mit  A,,  so  ist  A^  O,  die  gesuchte  Tan^ 
gente  des  Kegelschnitts. 


46. 

Theorem.  Die  Potenzcentra  aller  Systeme  d^reier 
Kreise,  welche  nian  erhält,  wenn  man  die  Halbmesser 
drei^er  gegebenen  Kreise,  ohne  die  Lage  der  Mittel- 
punkte zu  ändern,  um  gleiche  Grössen  zugleich  wach- 
sen, oder  zugleich  abnehmen  läset,  befinden  sich  stets 
in  gerader  Linie,  welche  auf  der  äussern  Aehnlichkeits- 
axe  der  gegebenen  Kreise  senkrecht  steht. 

Zum  Beweise  dieses  Theorems  aind  folgende  Vorbereitungen- 
nöthig: 

f)  Im  Punkte  S  (Taf.  III.  Fig.  U.)  treffen  3  Gerade  zusammen, 
auf  deren  mittleren  die  Gerade  I^M  senkrecht  ist;  ferner  seien  von 
einem  beliebigen  Punkte  P  der  Gtraden  SK  auf  SL  und  SM  die 
Perpendikel  PQ  und  PR  gefällt,  so  behaupte  ich,  dass  die  Propor- 
tion statt  finde 

8Q.SR  =  SM.8L, 

\ 

Denn  wegc^n  Aebnlichkeit  der  AA  ^QJ*^  SKL-,  SRP,  8 KM 
ist  8Q:SK=8Pi8L,  8^Ri  SK=SP:  8M,  also  8Q,8Ld= 
8K .  8P,  8B.8M=i SK.  SP,  daher  SQ.SL=z8Il.  SM,  oder 
8Q:Sil=SM:SL. 

2)  Umgekehrt  wenn  diese  Proportion  statt  findet,  und  PQ.  PH 
auf  8L^  SM  senkrecht  stehen,  so  muss  LM  auf  SK  senkrecht 
sein.    Donn  wenn  dieses  nicht  wäre^  so  müsste  das  von  JL  auf  SK 


134 

Sefallte  Perpendikel  die  Gerade  SM  im  Punkte  M'  so  scbneideD, 
ass  SQ:Sh  =  SM' :  SL  wäre,  und  dann  müsste  also  SM=  SM' 
sein,  welches  dngereimt. 

3)  In  Taf.  111.  Fig:.  12.  sind  von  beliebig  yieien  Punkten  />  P", 
P"  etc.  der  Geraden  PP'P"  auf  zwei  andere  Gerade  /8Ä'Ä",  QQQ^ 
Perpendikel  PQ,  PRy  PQ^  PR\  P'QT,  PA"  etc.  gefällt,  so 
behaupte  ich,  dass  die  Gleichheit  der  Verhältnisse  statt  üsde 

Öö' :  RK  =  öö" :  RR'  =  etc. 


Denn  zieht  maU' durch  ^P  mit  den  Geraden  QQQ\  RRIR*  Pa- 
rallelen, welche  «Ue  Perpendikel  in  ^,  q"  elc,  r\  r"  etc.  schnei- 
den, so  ist  /V :  /y  =  PP  :  PP\  Pr\i  Pr"  =  PP :  PP\  also  auch 
A' :  /V"  =  /V'  ••  P^,   oder  iy :  Pt'=iPf  vPt\  oder  QC :  RMV 

^QitiRR'. 

4)  Umgekehrt,  wenn  auf  den  Geraden  QQ',  /{/!'  die  Punkte 
Q)  CiT,  Q"  etc.,  Ry  R\  R*  etc.  so  gewählt  sind,  dasii  sich  verhält 
Q(t  i  QQ!'t=zRRiRR' etCy  so  müssen  die  Durch  sehn  ittspunkte 
der  in  diesen  Punkten  errichteten  Perpendikel  sich  in  gerader  l^i- 
nie  befinden. 

Denn  schnitte  die  Gerade  PP  das  Perpendikel  P^QT  nicht  in 
P\  welchen  Punkt  das  letztere  mit  P*R"  gemein  hat,  so  müsste 
das  Tom  gedachte^  Durchschnitt  auf  RR  gefällte  Perpendikel  die 
letztere  Gerade  im  Punkte  fSC  so  treffen,  dass  QQ:  QQ^z^RRiRfH" 
wäre,  und  dann  müsste  nach  der-  Voraussetzung  HR'  :=^  i^"  sein, 
welches  ungereimt  ist. 

,5)  Nun  seien  C^  C\  C"  die  IVHttel punkte,  r^r'^r^'  die  Halbmes« 
ser  dreier  Kreislinien,  und  ^Dasjenige,  um  welches  alle  dr^i  Halb- 
messer .wachsen  oder  abnehmen;'  ^rner  seien  Q^  R  die  Durch- 
schnitte der  vom  Potenzcentrum  P  auf  die  Centralen  COy  CC  gefäll- 
ten Perpendikel  mit  diesen  Centralen,  P  das  Potenzcentram  der 
mit  den- Halbmessern  r  +  ^,  r'+A,  r"  +  ^  beschriebenen  mit  den 
erstem  coaoentrischen  Kreise,  und  (2%  R  die  Ourebschoitte  der 
von  eben  diesem  Potenzcentriim  auf  die  nämlichen  Centralen  wie 
vorher  gefällten  Perpekidikel  mit  dem  letztern,  so  ist  nach  den 
Obigen 

^^      a7'»+r»-y^»    ^^       Cr»-f-(rH-A)»--(r^-HA)» 

also  durch  Subtraction  QC-^  Q€=^^'^p^,  oder  Q9=:^''^^\ 
Ganz  ebenso  wird  sein  RR  =  — •;^p — ,  also  ist 

*- Hiernach  ist  das  Verhältniss  QQxRR  conetant,  weshalb  (4) 
die  Potenzcentra  sämmtlich  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

Die  Richtung  dieser  Geraden  zu '  bestimmen,  bezeiehbeH  wir 
durch  Li  und  Jlf  die  äusseren  Aehnlichkeitspunkte  der  Systeme  C, 

C  und    C,    C\    so   ist   nach    dem   Obigen   ZC  =  ^^3^,    MC 
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=  -^^zip  >  *''®  TjS  ^^^  r—f*'  '  CC  *    "°^  folflicii  noch  dem  Obi- 
gen , 

Ifit  aber  S  der  Durcbsclinitt  der  Geraden  PP'  mit  CM  und 
wird  die  Gerade  SF  mit  LiC  parallel  gezogen,  dass  sie  die  Per- 
pendikel PQ,^  PQl  XU  q,  ifs  die  Aebnliclikeitsaxe  JLM  in  H  schnei- 
det« so  ist  SqiSR=.tlQxRR,  also  auch  8q{SRz=LMC\LC, 
9ind  da  MC :  LC  z=i  MS  :  Sl\  so  bat  man  Sq  :  S/t  ==  MS  i  Sl\ 
weshalb  nach  2)  die  Gerade  SPP*  oder  der  Ort  der  Potenzcentra 
aaf  VM  oder  LM^  d.  h.  auf  der  äussern  Aebnlichkeitsaxe  senk- 
recht steht. 

Wenn  man  die  Halbmesser  tbeils  wachsep,  theils  abnehmen 
Hesse,  so  würde  der  Ort  der  Potenzcentra  noch  immer  eine  Gerade 
sein,  welche  auf  einer  der  drei  inversen  Aeltnlicbkeiti^axen  senk- 
recht stände,  z.  ß,  auf  ArP\  wenn, man  die  Halbmesser  r  und  r' 
wachsen,  und  r''  abnehmen  lässt. 

Dies  weiter  auszuführen  ist  nnnothig,  da  es  mittelst  vobiger 
Principien  unter  einigen  Modificationen  leicht  erhellt*). 

V 

47. 

Nach  dem  vorhergebenden  Paragraphen  steht  der  Ort  der  Po- 
tenzceotra  auf  einer  Aebnlichkeitsaxe  der  Kreislinien,  deren  Halb- 
messer  r,  r'^  r"  sind,  senkrecht,  und  da  er  aus  demselben  Grunde 
auf  einer  Aebolichkeilsaxe  der  mit  den  Halbmessern  r+Ar,  r'^^ 
r''+^  bescbriebenen  Kreise  senkrecht  ist,  so  entspringt  folgende» 
Theorem  y  welches^  so  viel  ich  weiss,  noch  nicht  .bestimmt  ausge- 
sprochen ist: 

Die  Aehnlichkeitsaxen  aller  Skfsteme  dreier  Kreise, 
welche  man  erhält,  wenn  man  die  Halbmesser  dreier  ge- 

f ebenen  Kreise,  ohne  die  Lage  der  Mittelpunkte  zu  an* 
ero,  um  gleiche  Grössen  wachsen  oder  abnehmen  läss't, 
sind  alle  unter  sich  und  mit  d^r  Aebnlichkeitsaxe  der 
gegebenen  Kreise  parallel. 


V.    Polarität  der  Kegelschnitte. 

48. 

die  Spitzen  beliebig  vieler  ilber  einer  Geraden  im 
Raum  beschriebenen  rechtwinkligen  Triangel  liegen  in 
der  um  dienämliche  Gerade  alsDiameter  beschriebenen 
Kugelfläche. 

Die  Grundlinie  aller  Triangel  sei  AB  und  C  die  Spitze  eines 
beliebigen  .unter  ihnen,  so  muss  die  durch  AB  als  Durchmesser 
gelegte  Kugel  notbwendig  durch  C  gehen,  weil  die  Kugel  von  je- 


*)  Man  vergt.  Orunerts  Analyt.  Geometrie  ThetI  I.  S.  117.   Supplemeut« 
zum  Wörterbucbe  ^rt.  Anwendung  der  Analysis  S.  22. 
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der  Ebene  in  eioem  Kreise  gescbnitten  wird,  und  der  Winkel  im 
Halbkreise  ein  rechter  ist.  .  ' 

49. 

Schneiden  sich  mehrere  Ebenen  in  ieinem  Punkte^ 
und  begegnen  sie  einer  Kugelfläcbe,  so  liegen  die  Mit- 
telpunkte der  Kreise,  in  welchen  sie  die  Kugel  treffen, 
in  derjenigen  Kugel^  welche  die  Entfernung  des  Durch- 
schuittspunktes  derEbenen  vom  Mittelpunkte  der  gege— 
bencn  Kugel  zum  Durchmesser  hat. 

Bezeichnet  man  nämfich  den  Mittelpunkt  der  gegebenen  Kuge| 
durch  C,  den  Durchschnittspunkt  der  Ebenen  durch  P,  und  ist  Bf 
der  Mittelpunkt  eines  Kreises,  in  welchem  eine  beliebige  jdurch  /* 
gehende  Ebene  die  Kugel  trifft,  so  steht  bekanntlich  CM  auf  dieser 
Ebene  senkrecht,  so  dass  also  CMP  ein  rechter  Winkel  ist.  Da 
dies  von  jeder  Ebene  gilt,  so  erhellt  die  Richtigkeit  des  Theorems 
aus  48. 

50. 

Zusatz.  Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  sich  in 
einem  Punkt  P  schneidender  Sehnen  eines  Kreises,  dessen  Mittel- 
punkt C,  ist  die  um  CP  als  Diameter  beschriebene  Kreislinie. 

51. 

"Theorem.  Durch  einen  un^  denselben  Punkt  C'sind 
liach  einer  Geraden  beliebig  viele  andere  Gerade  gezo- 
gen, welche  der  erstem  in«jBr,  K\  K^  etc.  begegnen, 
und  unter  denen  CK  die  Senkrechte  auf  die  ^gegebene 
Gerade  ist. 

'  Wenn  nun  auf  derselben  Seite  des  Punktes  C  auf  den 
Geraden  CK,  CK\  CK''  etc.  die  Punkte  M,  M\  Jü"  resp. 
so  angenommen  werden,  dai|^  die  Rechtecke 

CK.  CM,  CK* .  CM',  CK" .  CM"  etc. 

sämmtlich  gleich'sind,  äo  befinden  sich  M,  M',  M"  etc.  in 
derjenigen  Kreislinie,  welche  CM  zum  Durchmesser  hat 
Beweis.  Es  sei  ilfC'')  ein  beliebiger  unter  den  Pnnkteb  M'^ 
'  M"  etc.  und  die  Gerade  MM^*^^  gezogen.  Wegen  der  Gleichheit 
CK.  CM=  CKif^).CMin^  verhält  sich  CK-,  Cmn)— CKi.'^^iCM, 
weshalb  die  Triangel  CKKi^^ ,  CM^^^M  ähnlich,  und  «also  die 
Winkel  CKK^^) ,  CMi'^)M  gleich  sind.  Aber  der  erste  ist  ein 
rechter,  also  muss  auch  der  zweite  ein  rechter  sein,  woraus  die 
Richtigkeit  des  Theorems  einleuchtet. 


52. 

Denkt  man  sich  das  ^anze  so  eben  charakterisirte^  System  um 
CMK  als  Axe  herumgedreht,  so  beschreibt  die  Gerade  KK'K" 
eine  auf  CMK  senkrechte  Ebene,  und  die  Kreislinie  CMM'M" 
eine.Kugely  deren  Diameter  CM  ist,  weshalb  folgendes  Theorem 
entspringt: 
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Zieht  man  tod  einem  Punkte  C  nach  einer  Ebene 
beliebig  viele  Gerade,  die  ihr  in  ilT,  K'y  JSJ'  etc*  begeg- 
nen, iat  ferner  CK  auf  der  Eb^ne  seiikrecbt,  und  wer- 
den die  Punkte  JU^  M* ^  M**  etc.  auf  ffedacbten  Geraden 
0A  bestimmt,  daas  die  Rechtecke  CK  .CM^  CK'  .  CM\ 
CK" ,  CJW  etc.  sämmtlicb  gleich  sind,  so  .befinden  sich 
Jl/,  JM\M^'  etc.  rn  der  um  CM  als  Diameter  beschriebe- 
Den  Ku'gelfläche. 

53. 

Die  Theoreme  in  51.  und  52.  sind  der  Umkehrung  fähig,  so 
dass,  wenn  die  Punkte  jAf,  jl#',  M"  in  der  K^jgelfläche  vder  Kreis- 
linie um  CM  als  Durchmesser  liegen,  und  g^edachte  Rechtecke  gleich 
sind,  die  Punkte  iT,  K\  K"  in  der  aut  CM  senkrechten  Ebene 
oder  geraden  Linie  liegen, 

54. 

Jetzt  sei  C  der  Mittelpunkt  einer  Kugel,  welche  von  mehreren 
Kreisehenen,  die  sich  in  demselben  Punkte  M  scnneiden,  getroffen 
wird;  um  jede  dieser  Kreislinien  denke  man  sich  die  die  Kugelfläche 
berührende  Kegelfläche  beschrieben,  «od  die  Spitzen  aller  der  Ke- 

feiflächen  werden  K^  K\  K**  etc.  genannt.  Die  Geraden  CK^ 
^K\  CK''  etc.  werden  durch  die  Mittelpunkte  der  resp.  Kreise 
ilf,  M\  M''  etc.  gehen,  und  für  die  beliebigen  Punkte  A,  A'y  A'\ 
etc.  in  den  Kreislinien,  welche  durch  denselben  Punkt  Jf  gehen, 
werden  die  Winkel  CAK,  CAK\  CÄK''  etc.  rechte  sein.  Des- 
halb müssen,  da  AM,AM\A*'M"  etc.  auf  CJfÄ,  CM'K\  CM'*K?' 
etc.  in  M^  M\  M*'  etc.  senkrecht  «ind,  die  Rechtecke  CK,  CMy 
CK\CM\  CK"  .CM*'  etc.  sämmtlicb  gleich,  nämlich  jedes  gleich 
dem  Quadrat  des*  Radius  der  gegebenen  Kugel  sein.  \  Da  nun  (49.) 
die  Punkte  Jf,  ilf',  M"  etc.  in  der  um  Cüf^XnL  Diameter  beschrie- 
benen Kugel  liegen,  so  müssen  (53.)  die  Punkte  iC,  K\  K"  etc. 
in  der  auT  CM  in  K  senkrechten  Ebene  sich  befinden,  und  wir 
Laben  das  folgende  Theorem: 

Gehen  die  Ebenen  beliebig  vieler  Kreislinien,  in  de- 
nen eine  Kugelfl.äche  geschnitten  wird,  durch  einen  und 
denselben^  Pu-nkt,  so  liegen  die  Spitzen  der  um  jene 
Kreislinien  beschriebenen  und  die  Kugel  berührenden 
Kegelflächen  jederzeit  in  derjenigen  Ebene,  welche  auf 
der  den  Ourchschnittspunkt  der  erstem  Ebene  mit  dem 
Mittelpunkt  der  Kugel  verbindenden  Geraden  senkrecht 
steht,  und  umgekehrt,  wenn  die  Spitzen  mehrerer  Ke- 
gelflächen, welche  sämmtlicb  um  eine  und  dieselbe  Ku- 
gel beschriebensind,  alle  in  einer  Ebene  liegen,  so  ge- 
hen die  Ebenen  der  Kreise,  in  denen  die  Kugelfläcbe 
von  den  Kegelflächen   berührt  wird,  durch  einen  eiozi- 

fen  Punkt,   and   die  den  letztern  mit  dem  Mittelpunkt 
er  Kugel, verbindende  Gerade  steht  auf  erst  gedachter 
Ebene  senkrecht. 

\^^t  in  Rede  stehende  Durchschnittspunkt  ist  Pol  der  Ebene, 
welche  die  Spitzen  der  iCegelfläehen  enthält,  in  Bezug  auf  die  ge- 
gebene Kugel,  und  die 'Ebene  Polarebene  genannt  worden. 
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Man  vergh  den  Beweii  unseres  Sotses  von  GrUftert  in  der 
analjt  Geoaetric  Tbeil  I.  S.  283  —  87. 

55. 

Znsatz.  Scfaireides  sich  beliebig  viele  Sehnen  eines 
Kreises,  dessen  Mittelpunkt  C,  in  demselben  Punkte  J/^, 
und  construirt  man  in  den  beiden  Endpnn1<ten  jeder 
Sehne  die  Tangenten  dee^  Kreises,  so  liegen  die  Durch- 
scbnittsftunkte  aller  Taagentenpaare  in  einer  einzigen 
geraden  Linie,  welche  auf  6^^  senkrecht  steht,  und  um- 
gekehrt. 

Die  Gerade  heisst  Polare  jenes  Punktes,  «nd  dieser  Pol  der 
Geraden  in  Bezug  auf  die  zu  Gmnde  gehegte  Kreislinie. 

56. 

'  Der  Satz  55.  behält  seine  Richti^eit  für  alle  Kegelschnitte. 

Denn  es  sei  S  die  Spitze  des  Keffels,  zu  welchem  der  Schnitt 
gehört,  und  JIB^  A*B\  Jl*B**  beKebig  riele  in  demselben  Punkte 
m  zusammenkommende  Sehnen  des  Kegelschnitts,  so  dass  SM  die 
D«rchsehnitts»inie  der  Ebeven  SAB,  SA* ff,  SA'^B^  isr.  Wird 
nun  der  Kegel  yoa  einer  ßbene  gc^sehnitten ,  dass  der  Schnitt  ein 
KrtMs  wird,  und  begegnen  die- Seiten  des  Kegels  SA,  SB;  SA\ 
SB  etc.  der  Peripherie  des  Kreises  in  a,  b\  i,  b'  etc.,  so  werden 
auch  die  Kreisseba^n  ab,  aV  etc.  in  demselben  Pnokte  m  zitsam- 
mentreffen,  welclier  der  Durchschnitt  der  Geraden  SM  mit  der 
Kreisebene  ist,  indem  dieser  Punkt  z«  B»  ip  den  Kbeaen  Sab  und 
der  Krdsebene  zu  gleicher  Zeit,  also  in  ihrer  DurcheehnffttsHtnie 
ah  ist* 

J^na  seien  K,  K\  K"  .«..  die  Durchscbnitte  der  Tnngenten- 
paare  in  A,  B,  in  A%  ff,  in  A",  B"  etc.,  und  k^  k\  k^  ....  die 
Unrchschnitte  der  Tangentenpaare  in  a,  b,  in  a',  V,  in  e^,  b"  elo.« 
so  werden  SilOe,  SK'U^,  SK"k^  etc«  gerade  Linien  sein,  da  %.  B.' 
SK  sowohl  als  Sk  die  Dnrohscknittslioie  der  durch  SAa,  SBb 
gebenden  Berührungsebene  des  Kegels  ist.  Nach  S^.  liegen  aber  die 
Punkte  k,k?,k^^  etc;  in  gerader  Linie,  weshalb  Sk,Sk',Sk"  in  einer 
Bbene  sind,  in  welcher  die  Paukte  K,  K*,  K"  ....  liegen.  Die 
letztern  Punkte  sind  aber  auch  in  der  Bbene  des  Kegelscbnittif, 
mithin  im  Durchschnitt  beider  Ebenen,  d»  b^  in 'gerader  Li  nie, 
wekbe  die  Polare  mit  Rücksicht  a*f  den  Durcbschuitt  der  Sehnen 
afs  Pol  fdr  den  zu  Gmnde  gelegten  Kegelschnitt  genannt  wird. 

I 

57.      • 

Um  die  Pohire  eines  ausserhalb  des  Kreises-  gegebenen  Punk- 
tes M  zu  finden,  nvuss  man  (nach  55.)  durch  M  eine  beliebige  d«n 
Kreis  in  zwei  Punkten  Af,  ff  schneidende  6jerade  vieben,  nad  den 
Dnrekscbnittspankt  der  dnreh  letztere  Punkte  gehenden  Tbvgen#en 
des  Kreises  K'  suchen;  tU\t  man  dann  9on  K'  auf  CM  das  Per- 
pendikel, SA  ist  dieses  die  verlangte  Polare.  Dieselbe  lassl  sieh 
iiber  einfacher  mitteliM;  des  fo4geuden  Theorems  befirtimmen: 

Die  Polfire  eines  ausserhalb  des  Kreises  befindlr- 
eben  Punktes  ist  die  Gerade,   welche  die  BerUhmngs* 


punkte   der.  v,oii  dem  in  Rede  stehenden  Punkte  an  die  ^ 
Kreislinie  gezo ebenen  Tangenten  mi't  einander  verbindet. 

Beweis.  In  Taf.  III.  Fi^.  13.  sei  jlf  der  Punkt,  dessen  Polare 
gBsacbt  wird,  MA  eine  beliebige  Gerade,  AK*  die  Taagente  in 
A^  CD  senkrecht  auf  MA^  so  dass  ÜT'  der  Dnrchschnitt  der  Tan- 
genten in  A  und  J^  ist,  und  endlich  K'K  senkrecht  auf  CM^^  so 
wird  K'K  die  Polare  des  Punktes  M  sein  (55.).  Diese  Gerade 
sebneide  die  Kreislinie  in  B^  jia  behaupte  ich,  dass  MB  den  Kreta 
tangirt. 

Denn  da  die  Punkte  D^  K^  JIT,  K^  ia  einer  Kreislinie  liegen, 
welche  nämlich  um  JUK  als  Diameter  beschrieben  ist,  so  ist  be- 
kanntlich CZ^  .  C!^=  CK.  CM.  und  da  CD.CK=CA^,  so 
wird  CK.CM=siCB*  sein,  folglich  CBM  eim  rechter  Winkel, 
also  BM  eine  Tangente  des  Kreises. 

58. 

Dieses  Resultat  bleibt  für  alle  Kegelschnitfe  wahr. 

Denn  es  sei  S  die  Spitze  des  Kegels,  Jlff  ein  Punkt  in  der 
Ebene  des  Kegelschnitts,  und  m  der  Durchschnitt  der  Geraden  SM  mit 
einer  Ebene,  welche  so  gelegt  ist,  dass  dei^  Scl^oitt  mit  dem  Kegel 
ein  Kreis  wird.    Von  m  seien  an  die  Kreislinie  die  Tangenten  mb^ml/ 

gezoffen»  so  ist  (57.)  11/  die  Polare  von  m  für  den  Kreis,*  und  der 
urcnschnitt  der  fcibene  Sil/  mit  dem  Kegelschnitt  wird  die  Polare 
des  Punktes  M  für  den  Kegelschnitt  sein  (56.).  Dieser  Durchschnitt 
treffe  den  Kegelschnitt  in  B  und  B\  so  müssen  MB ^  MB'  Tan- 
genten des  letztern  sein,  w'eiF  sie  in  den  durch  &hm^  Sö'm  geleg- 
ten ßerührungsebenen  des  Kegels  liegen. 

59. 

Constrnction  von  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  eine 

gegebene  Kreislinie« 

1)  Befindet  sieb  der  Punkt  üf,   dessen  Polare  gesucht  wird, 
\m  der  Kreislinie  selber,  so  ist  die  Tangente  des  Kreises  durch  M 
die  Polare   dieses  Punktes,    und  .dasselbe  gilt  von  jedem  Kegel- 
schnitt. 

2)  Befindet  sieb  der  Punkt  M  ausserhalb  der  Kreisliniej  so  ist 
seine  Polare  diejenige  Gerade,  welche  die  Berührungspunkte  der 
von  M  an  den  Kreis  gezogfenen  Tangenten  verbindet,  und  dasselbe 
gilt  von  jedem  Kegelschnitt. 

3)  Befindet  sich  aber  der  Punkt  M  innerhalb  der  Kreislinie, 
deren  Mittelpunkt  £^,  *8o  errichte  man  auf  CM  in  M  eine  Senk- 
rechte, welche  der  Kreislinie  in  B  begegnet,  und  ziehe  in  B  die 
Tangente,  so  wird  der^a  Durchschnitt  mit  CM  einen  Punkt  bestim- 
men, durch  welchen  die  gesuchte  Polare  mt\t  jlf^  -  parallel  gehl.. 

Diese  Constructioa  gdt  nicht  für  }edeii  Kegelachnkty  vielmehr 
läuft  die  Palare  eines -Punktes  in  Besug  änf  einen  Kegelschnitt  dem 
cenjugirlen  Durcbinesser  desjenigeB  parallel,  welcher  durch  jenen 
Punkt  gezogen  werden  kann  (Magnus  Sammlung  änalytisdier  Auf- 
gaben ä  163t.),  waa  ich  bei  ^iner  aiidern  GeilegeniieU  synthetisch 
erweisen  werde. 

Wie  man  aich  au  verhaHeo  bat,  vm  einer  €efaden  Pol  zu  fii».. 
den,  ist  aus  dem  Variiergebenden  ersicbtiich* 
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60, 

Copstrnctio.D  tod  Pol  and  Polare  für  jeden  Kegelschnitt 

bloss  mit  Hülfe  des  Lineals. 

Statt  des  Kreises  ito  Taf.  iL  Fig.  8.  denke  man  sich  einen  ganx 
beliebigen  Kegelschnitt  gezeichnet,  und  betrachte  E  oder  ^  als 
den  Punkt,  dessen  Polare  gesucht  wird. 

Was  den  ersten  Punkt  betrifft,  so  ist  K  der  Pol  v6n  EA*  M 
der  Pol  von  ED  (58.),  also  (56.)  KM  die  Polare  von  E.   Die  Ge. 
rede  KM  geht  aber,  wie  oben  gezeigt,  durch  die  Durchschnitts- 
punkte der  Geraden  AD^  ßC\  AC^  ßD,  weshalb  sich  ihre  Ridi- 
tung  mit  alleiniger  Hülfe  des  Lineals  finden  lässt. 

Für  den  zweiten  innerhalb  des  Kegelschnitts  gelegenen  Punkt 
O  die' Polare  zu  bestimmen,  erinnere  man  sich,  dass  Ifder  Pol  von 
AC,  G  der  Pol  von  BD  (58.),  also  GH  die  Polare  vpn  0  ist 
f56.).  Nun  liegen  aber  die  Punkte  G,  J7,  J^,  E  in  einer  Gera- 
den (42.),  folglich  geht  die  Polare  von  0  durch  die  Punkte  E  und 
F^  welche  sich  bloss  mit  Hülfe  des  Lineals  construiren  lassen. 

Daraus  fliesst  folgende  für  alle  Fälle  passende  Auflösung  un- 
serer Aufgabe: 

Die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen.  Ke- 
gelschnitt zu  finden,  ziehe  man  durch  denselben  irgend 
zwei  den  Kegeschnitt  schneidende  Gerade,  Und  ver- 
binde die  jedesmaligen  vier  Durchschnittspunkte  durch 
zwei  Paar  Geraden,  so  ist  die  durch  die  Durchschnitts-, 
punkte  dieser  Geradenpaare  bestimmte  Gerade  die  ver- 
langte Polare. 

Wird  der  Pol  einer  Geraden  gesucht,  so  bestimme  man  zu  zwei 
beliebigen  Punkten  der  letztern  die  Polaren,  so  wird  deren  Durch, 
schnitt  den  Pol  geben. 

Da  übrigens  (Taf.  IL  Fig.  8.)»  wenn  der  gegebene  Punkt  E  ' 
ausserhalb  d^s  Kegelschnitts  liegt,  und  Py  P'  die  Durchschnitte  sei- 
jier  Polaren  mit  dem  Kegelschnitt  sind,  die  Geraden  EP^  EP*  den 
letztern  tangiren,  so  übersieht  man ,  wie  von  einem  ausserhalb  des 
Kegelschnitts  gegebenen  Punkte  die  beiden  Tangenten  durch  blosse 
Anwendung  des  Lineals  gefunden  werden  können. 


öl. 

Zufolge  des  Theorems  in  58.  kann  man  das  Fundametitaltheo- 
rem  der  Polarität  (5ö.)  jetzt  auf  den  einfachen  Ausdruck  bringen: 

DicPoiaren  beliebig'vieler  in  einerGeraden  befind- 
licher Punkte  treffen  in  einem  einzigen  Punkte,  dem 
Pol  jener  Geraden  zusammen,^  und  die  Pole  beliebig  vie- 
ler in  einem  Punkt  zusammentreffender  Geraden  befin- 
den sich  in  einer  einzigen  Geraden,  der  Polare  jenen 
Punktes. 

Oder  bewegt  sich  ein  Punkt  auf  einer  Geraden,  so 
dreht. sich  seine  Polare  um  den  Pol  jener  Geraden,  und 
dreht  sich  eine  Gerade  um  einen  festen  Punkt,  so  be- 
wegt sich  ihr  Pol  in  der  Polare  jenes  Punktes. 
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62. 

Geben  wir  nun  cur  Untersuehnog  dea  Orts  der  Pole  aller  ein- 
ander paralleler  Geraden  über,  und  betrachten  zuerst  die  Kreia* 
linie« 

-  Nacb  dem  Vorb ergebenden  liep^t  der  Pol  jeder  beliebigen  Ge- 
raden in  Bezug  auf  eine  Kreislinie  jederzeit  auf  derjenigen  Geraden, 
welche  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die  gegebene  Gerade 
senkrecht  gezogen  ist,  und  auf  eben  dieser  Geraden  werden  also 
die  Pole  aller  einander  parallelen  Geraden  liegen. 

Nun  sei  JS  die  Spitze  des  Kegels^  zu  welchem  ein  Kegelschnitt 
§^ehört,  ivi^AB^A*B'^A"ß"  etc.  seien  beliebig  viele  in  der  Ebene 
des  letztern  befindliche  parallele  Gerade,  0^,  a'^',  t^'l/'  etc.  die 
Durchschnitte  der  Ebenen  SAB,  SA'B\  SJ'^M''  etc.  mit  einer 
Knisebene,  welche  den  Regel  trifft,  so  |>ehauptcf  ich,  dass  a^,  a'lf\ 
aCü*^  etc.  entweder  sämmtlich  parallel  sind ,  oder  in  einem-  einzigen 
Punkt  zusamidentreffen. 

Denn  die  Ebene  SAB  wird  von  jeder  der  andern  Ebenen 
SA'B' ,  SA"B"  etc.  in  einer  durch  S  gehenden  Geraden  geschnit- 
ten^  welche  mit  AB  (auch  mit  der  Ebene'des  Kegelschnitts)  po- 
rallel  läuft,  und  alle  diese  Ebenen  treffen  folglich  in  einer  durch 
S  gebenden  Geraden  zusammen,  die  mit  dem  Kegelschnitt  parnllel«- 

Trifft  es  jetzt  zu,  dass  diese  Gerade  auch  mit  der  Kreisebene 
'parallel-  ist  (was  sich  dann  ereignet,  wenn  sie  mit  der  Durchschnitts- 
linie der  Ebeoen  des  Kreises  und  des  Kegelschnitts  parallel)^  so 
müssen  auch  die  Geraden  ab,  alb\  a'lt"  etc.  offenbar  parallel  .sein. 

Wenn  aber  die  Durchschnittslinie  der  Ebenen  SAB ,  SA*B\ 
SA*B*'  etc.  der  Kreisebene  in  K  begegnet,  so  muss  dieser  Punkt 
in  jeder  der  Geraden  ab,  ab',  t^'b"  etc.  liegen,  »o  dass  also  die 
letzticrn  in  demselben  Punkte  zusammenstossen.  Damit  ist  obige  Be- 
hauptung gerechtfertigt. 

Sind  nun  ;:;,  //,  p"  etc.  die  Pole  von  ab,  a'b* ,  a"b"  etc.,  in 
Bezug  auf  den  Kreis,  P,  P* ,  P"  etc.  die  Pole  von  AB,  AB^ 
A''£r  etc.  in  Bezug'  auf  den  Kegelschnitt,  so  liegen  p,  //,  p''  etc. 
in  einer  einzigen  Geraden,  ihre  Polaren  mögen  in  einem  Punkte  zu- 
aammeatreffen,  oder  parallel  sein  (55.  62.),  und  da  P,  P\  P"  etc. 
auf  den  Geraden  Sp,  Sp\  Sp"  etc.  liegen,  so  befinden  sie  sich  sowohl 
in  der  durch  letztere  Gerade  bestimmten  Ebene  als  in  der  Ebene 
dea  Kegelschnitts,  und  müssen  alle  selbst  m  einer  Geraden  liegen. 

Also  hat  man  folgendes  Theorem: 

Die  Pole  eines  Systems  paralleler  Geraden  in  Bezug 
auf  einen  Kegelschnitt  liegen  jederzeit  in  gerader  Li- 
nie, welche  der  parallelen  Richtung  conjugirter  Durch- 
messer genannt  wird. 

t  63. 

Zieht  man  durch  die  Spitze  des  Kegels  8  mit  der  Geraden 
AB  eine  parallele  Gerade,  die  der  Kreisebene  in  K  begegnet,  und 
bestimmt  die  Polare  des  Punktes  K  in  Bezug  auf  den  Kreis,  so 
ist  nach  62.  die  Durchschnittslinie  der  durch  diese  Polarp  und  S 
gelegten  Ebene  mit  dem  Kegelschnitt  der  der  Geraden  Aß  conju- 
girte  Durchmesser  für  den  Kegelschnitt. 

iSiod  nun  CD,  EF  etc.  beliebig  viele  ändert  Gerade  la  des 
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Kegelsclinitts  Ebene^  und  L^  M  eic,  die  Durchschnitte  der  darcfa 
S  mit  CDy  EF  parallelen  Geraden  mit  der  Kreisebene,  bestimmt 
man  ferner  ^ie  Polaren  der  Punkte  Z/,  M  in  Bezug  auf  den  Kreis, 
so  werden  die  Durchscfanittslinien  alier  durch  diese  Polaren  und  8 
gelegten  Ebenen  n»it  dem  Kegelscjinitt  die  conjugirten  Durchmesser 
der  Geraden  CD^  J^J^  sein« 

Die  Punkte  JT,  L^  Jff,  welche  in  der  durch  S  mit  dem  Kegfel- 
Bchnüt  paradlelen  Ebene  und  der  Ebene  des  Kreises  su  gleicher 
Zeit  liegen^  müssen  sich  in  heider  Ebenen  Durchscbnittslinie,  also 
in  einer  Geraden  befinden,  und  ihre.  Polaren  ab^  ri/,  «f^  folglich  ia 
einem  Punkte  p  schneiden  oder  parallel  sein.  Daher  werden  im  er- 
sten Falle  auch  die  durch  Sao^  JScd^  Sef  gelegten  Ebenen  den 
Kegelschnitt  in  Geraden  treffen,  welche  in  einem  einzigen  Punkte 
P  zusammenkommen,  der  nämiich  der  Durchschnitt  der  Geraden  Sp 
mit  dem  KegelscDuitt  bt.  Im  zweiten  Falle  müssen ,'  wie  in  62. 
gezeigt  ist,  benannte  Geraden  entweder  sich  in  einem  Punkt  schnei- 
den, oder  parallel  sein. 

Also  hat  man  folgendes  Theorem: 

Alle  conjugirten  Durchmesser,  welche  beliebig  vie- 
len Geraden  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  zugebö- 
ren,  schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte 
(Mittelpunkt  des  Systems)  oder  sie  sind, einander  pa- 
talleJ. 

64. 

The9r.eiii.  Die  Piolare  eines  Punktes  in  Bezug  auf 
einen  Kreis  ist  die  Potenzlinie  zweier  Kreise,  yon  de- 
nen der  eine  der  gegebene,  der  andere  um  die  Entfer- 
nung des  in  Rede  stehenden  Punktes  vom  Mittelpunkt 
des  Kreises  als  Dianieter  beschrieben  ist. 

Beweis.  Der  gegebene  Punkt  P  liege  zuerst  ausiserhalb  der 
Kreislinie  C,  Schneidet  die  um  CP  als  Diameter  beschriebene 
Kreislinie  die  gegebene  in  B  und  B^ ^  so  ist  die  Sehne  BB[  bei- 
der Kreise  Potenzlinie,  und  zugleich  die  Polare  von  P  für  den 
Kreis  C^  da  PB  und  PB\  als  auf  CB  und  CB  senkrecht,  Tan- 
genten des  gegebenen  Kreises  sind. 

Liegt  der  Punkt  in  der  Kreislinie  C,  so  berühren  beide  Kreise 
einander  in  P  und  ihre  gemeinschaftliche  Tangente  ist  nicht  nur 
beider  Potcnzlinie,  sondern  auch  des  Punktes  ^Polare. 

Befindet  sieh  der  Punkt  P  endlich  innerhalb  der  Kreislinie  C^ 
so  sei  PB  senkrecht  auf  CP^  in  B  die  Tangente  BK'  an  den 
Kreis  gezogen,  welche  CP  in  K  schneidet,  und  durch  K  eine  Pa- 
rallele mit  Z^y  gezogen,  welche  also  die  Pohirc  von  P  sein  wird« 
Nun  ist,  wenn  C'  der  Mittelpunkt  des  zweiten  Kreises,  CK} — C^K^ 
=  CC'{  CK^  CK)  =  CCCiCK—  CC)  =  CPy.CK—  CC'^ 
=  CB"^  —  CC'*,  Da  also  die  Quadratdifferenz  der  Entfernungen 
des  Punktes  K  von  den  Mittelpunkten  C,  C  dem  Quadratunter- 
schied der  Radien  gleich,  so  muss  die  durch  K  auf  CP  sienkrechte 
Gerade  beider  Kreise  Potenzlinie  sein,  w.  z.'  B.  w. 


65. 


Die  Proposiffon  in  61.  ist  sehr  geeignet,  um  zu  jedem  Satze, 
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der  keine  metriflche  Bestimmung  enthält,  einen  correlativen  aufzu- 
finden, indem,  wenn  von  .Geraden  bekannt  ist,  dass  sie  in  einem 
Punkte  zusamineatreffen ,  stets  Punkte  nacliffewiesen  werden  kön- 
nen, welche  in  einer  geraden  Linie  liegen.  Dieses  Princip  ist  zuerst 
von  Gergonne  (Aonales  de  Matb^matiqued  Tom.  XVI.  p.  210.) 
erforscht  und  Dualität  oder  Dualismus  genannt  worden.  J. 
Steiner  (Geometr.  Gestalten)  hat  es  überall  auf  geistreiche  W^isB 
durchgeführt,  und  gezeigt,  dass  es.  mit  den  Grundgebilden  zugleich 
hervortritt.  Wir  wollen  das  Princip  auf  einige  der  erwiesenen 
Sätze  anwenden. 


66. 

In  39.  ist  erwiesen,  dass  die  Punkte  D^  E^  F  (Taf.  II.  Fig.  7.) 
in  gerader  Linie  liegen.  . 

Nun  ist  ./jf  der  Fol  von  MD^  L  der  Pol  von  CB  ^  also  der 
Durchschnitt  der  Geraden  MD^  CB  oder  D  der  Pol  von  AL\ 
ebenso  ist  E  der  Pol  von  BM^  F  der  Pol  Von  CK.  Die  drei  Po- 
laren der  Punkte  H,  E^  F,  nämlich  AL^  BM^  CK^  treffen  d^her 
in  demselben  Punkte  zusammen.  Also  stehen  die  folgenden  Sätze 
im  Verhältniss  des  Dualismus 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt eingeschriebenen 
Dreieck  liegen  die  3  Punkte 
in  welchen  die  Seiten  von 
den  Tangenten  in  den  Ge- 
genecken getroffen  wer- 
d^n,  in  einer  Geraden. 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt umschriebenen  Drei- 
eck treffen  die  3  Geraden, 
welche  die  Ecken  mit  den 
Berührungspunkten  derGe^ 
geuseiten  verbinden,  loßi- 
nem  einzigen  Punkte  ku- 
sammen. 


67. 

In  Taf.  II.  Flg.  8.  liegen  die  Punkte  E,  F,  G,  ^  in  gerader 
Linie.  Nun  ist  -KM  die  Polare  von  E-^  LN  die  Polare^  von  F, 
BD  die  Polare  von  G^  AC  die  Polare  von  H^  weshalb  iOf,-/^iVy 
AC^  BD  in  demseLben  Punkt  zusammentreffen. 

Also 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
BChnitt  eingescbriebene'n 
Viereck  liegen  die  Durch- 
Bchnittspunkte  der  Gegen- 
seiten mit  de  nDurch  sehn  itts- 
punkten. der  Tangenten  in 
den  Gegenecken  in  einer 
Geraden. 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt umschriebenenVier- 
eck  gebeik  die  Geraden,  wel- 
che di«  Gegenecken  ver- 
binden, und  die  Geraden, 
welche  die  Berührungs- 
punkte der  gegenüberste- 
henden Seiten  vereinigen» 
durch  einen  und  denselben 
Punkt. 


Ferner  ist  (Ta^  IL  Fig.  8.)  erwiesen,  dass  die  Punkte  N^  L^ 
E  in  einer  Geraden  sind,  weshalb  die  Polaren  dieser  Punkte,  näm- 
Kch  AD^  BC,  KM^  in  einem  Punkte  F  zusammentreffen. 
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Bei  jedem  einem  Keg^el- 
schnitt  elnfi^eschriebenen 
Viereck  li^egt  {ier  Durch- 
schnittspunkt  zweier  Ge- 
genseiten mit  den  Durcb- 
sclinitts punkten  der  Tan- 
gentenpaare  inje  zwei  an- 
stossenden  Ecken,  welcbe 
nicbt  auf  einer  der  Gegen- 
seiten zugleicb  sind,  stets 
in  einer  Geraden. 


Also 

Bei  jedem  einem  Kegel-» 
schnitt  nmscbriebenen  Vier- 
eck trifft  die  Gerade,  wel- 
cbe zwei  Gegenecken  ver- 
bindet, mit  aen  beiden  Ge- 
radenpaaren,welche  je  zwei 
anstossende  Berührungs- 
punkte^ die  nicbt  aufden  in 
einer  der  in 'Betracht  kom- 
menden'£cken  zusammen- 
stossenden  Tangenten  zu- 
gleich liegen,'  verbindet, 
jederzeit  in  einem  einzigen 
Punkte  zusammen. 


68. 

In  Taf.  III.  Fig,  9.  sei  a^a^a^a^a^a^  ein  um  den  Kegelschnitt 
beschriebenes  Sechseck,  dessen  Seiten  durch  die  Ecken  des  .einge- 
schriebenen A^^^J^A^A^A^  gehen.  Oben  ist  erwiesen,  dass  die 
Punkte  6r,,  6^2,  €r,  in  gerader  Linie  liegen.  Nun  ist  a^a^  die 
'Polare  von  &, ,  a^a^  die  Polare  von  O^^  ^s^«  ^^^  Polare  von 
€r, ,  also  müssen  a^a^,  «a^s»  ^s^«  in  einem  Pi^nkt  zusammentref- 
fen..  Daher  folgende  Dualität: 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt eingeschriebenen 
Sechseck  liegen  die  drei 
Durphschnittspunkte  der 
Seitenpaare^  zwischen  de- 
nen je  zwei  andere  liegen, 
in  einer  Geraden  (Pascal, 
Essai  sur  les  coniques). 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt umschriebenen 
Sechseck  treffen  die  3  Ge- 
raden, welche  die  Ecken- 
paare, zwischen  denenzwei 
andere  liegen,  vereinigen 
(die  ilauptdiagonalen)^  in 
einem  und  demselben  Punkt 
zusammen  (Brianchon,  Journal 
de;  l'Ecole  Polytechnique  Cab. 
XIII. ). 

Fefner  liegen  auch  die  Punkte  ÜT,,  JT,,  jfiT,  in  einer  Geraden, 
und  folglich  schneiden  sich  AiA^^  A^A^^  ^s^«  in  demselben 
Punkte,  in  welchem  sich  auch  a^a^^  ^t^a  ^i^<  schneiden.  Daher 
das  umfassendere  Theorem: 

Sind  zwei  Sechsecke  einem  Kegelschnitt  einge* 
schrieben  und  umschrieben,  dass  des  letztern  Seiten 
durch  die  Spitzen  des  erstem  gehen,  so 

liegen  die  6  Durchschnitts- 
punkte der  Hauptsehnen  und 
Haupttangenten  beider 

Sechsecke  stets  in  gerader 
Linie. 


schneiden  sich  die  6  Haupt- 
diagonalen in  einem  und 
demselben  Punkte. 


69. 

« 

Auf  ganz  ähnlieh^  Art,  entspringt  folgender  DaalismuB  bei  dem 
Fünfeck  um  Kegelschnitt. 
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Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt eiDg^eschriebepen 
Fünfeck  liegen  d'ie  Durch- 
schnittspunkte irffend 
zweier  Seitenpaare,  und  der 
Dnrchschnittspunkt,  wel- 
chen die  jedesmalige  fünfte 
Seite  mit  der  Tangente  in 
der Qegenebke  hildet,  stets 
in  einer  Geraden. 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt uroschriebenenFänf- 
eck  treffen  die  Diaffonalen, 
welche  irgend  zwei  Ecken- 
paare vereini&en,  und  die 
Gerade,  welcne  die  jedes- 
malige fünfte  Ecke  mit  dem 
Berünrungspunkte  der  Ge- ^ 
genseite  verbindet,  in  ei- 
nem einzigen  Punkte  zusam- 
men. 


Tl.    Harmonische  Funkte  und  Strahlen. 

70. 

Auf  einer  Geraden  denke  man  sich  zwei  Punkte  Ay  B^  und  zwi- 
schen ihnen  einen  dritten  €  angenommen;  wir  suchen  auf  der  näm- 
lichen Geraden  einen  Punkt  D^  der  so  beschaffen  ist,  dass  das  Yer- 
hältniss  JlCiBC  A^m  Verbältnisse  AD\BD  gleich  ist. 

Zunächst  ist  ^klar,- dass,  wenn  C  in  der  Mitte  zwischen  A  und 
B  li^gt,  ein  solcher  Punkt  D  nicht  eustirt. 

Liegt  aber  der  Punkt  C  bei  B  näher  als  bei  A^  dass  also 
AC  ^  BCy  so  kann  D  nicht  auf  der  Verlängerung  der  Geraden 
über  A  hinaus  liegen,  weil  die  Proportion  AVi  BC:=ADiBD 
verlangt,  dass  zu  gleicher  Zeit  AC^  BC^  AD^  BD^  was  nicht 
sein  würde.  Auch  kann  D  sieb  nicht  zwischen  A  und  B  befinden, 
denn  es  würde  folgen  .4C-f-ÄC:  ^67=  ^Z>  +  ^/>:  ^Z>,  d.  i. 
AB\AC=.AB\AD,  also  AC=zAD. 

Dagegen  giebt  es  auf  der  Verlängerung'  unserer  Geraden  über 
B  hinaus  in  djer  That  einen,  aber  auch  nur  einen  einzigen  Punkt 
Dy  welchem  die  verlangte  Eigenschaft  zukommt.  Denn  man  suche 
die  v<jerte  Proportionale  zu  AC —  BC^  AC^  AB,,  und  schneide 
dieselbe,  welche  grösser  als  AB  sein  wird,  von  A  aift  auf  der  Ge- 
raden AB  ab,  so  wird  man  einen  Punkt  D  erhalten,  für  welchen 
AC "^  (AC  —  BC)  :  AC=AD^AB:AD,  d.  i.  BC  :  AC 
=  BD  :  AB,  oder  AC:  BC=AB:  BD  ist,  Dnss  es  nur  einen 
solchen  Punkt  D  giebt,  ist  daraus  klar,  dass  die  Proportion  AC:  BC 
=  ADtBD  diese  andere  AC--- BC:AC  =  AB:  AD  erfordert, 
und  zu  den  3  ersten  Gliedern  der  letztem  nur  eine  einzige  vierte* 
Proportionale  gefunden  werden  kann. 

Umgekehrt  liegt  der  Punkt  D  auf  der  Verlängerung  der  Ge- 
raded  AB  über  B  hinaus,  so  existirt  auf  dieser  Geraden  nur  ein 
einzis^er  Punkt  C,  für  welchen  AD:  BD  =  AC:BC  ist,  und  zwar 
befindet  sich  C  stets  zwischen  A  und  B^  und  liegt  näher  bei  B 
als  bei  u4,  • 

Daraus  folgt,  dass  für  keine  vier  Punkte  auf  einer  Geraden 
die  Verhältnisse  der  Entfernungen  zweier  auf  einander  folgenden 
Punkte  vom  dritten  und  vierten  gleich  sind,  dass  dies  vielmehr  nur 
fiir  die  abwechselnden  Punkte  gilt. 

Wenn  vier  Punkte  auf  einer  Geraden  so  auf  einander  folgen: 
Ay  Cy  Bs  D^  und  wenn  die  Proportion  statt  findet  AC  :  BC 
SS  AD:  BD  (wo  also  C  näher  bei  B  als  bei  A  liegt),  so  werden 

TImU  t.  .10 
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dieselben  vier  harmonische  Pankte  genannt,  und  zwar  beinen 
A  und  B  sowohl,  als  C  nnA  D  zugeordnete  harnooiscbe  Punkte. 

Dem  Mittelpunkte  von  AB  entspricht  dann  gewissermaassen  ein 
i«  der  Geraden  unendlich  entfernter  Punkt. 

Harmonij^che  Strahlen  oder  Uaraionikalen  (Steiner)  (fai- 
sceau  faarmonique  nach  Briancbon)  nennt  man  Tier  durch  harmoni- 
sche Punkte  gebende  und  in  einem  einiigen  Punkte  zusammentref- 
fende Gerade. 

71. 

Aus  70.  wird  man  zu  jeden  3  Punkten  den  vierten  harmoni- 
schen Punkt  finden  können,  indem  man  zu  3  Geraden  die  vierte 
Proportionale  sucht.  ,Es  lassen  sich  aber  einfachere  Auflösungen 
dieser  Aufgabe  'geben,  wenn  .  man  die  Harmouikalen  in  Betracht 
zieht,  und  dazu  bahnen  folgende  Betrachtungen  den  We^. 

In  Taf.  111.  Fig.  14.  gehen  vom  Punkte  0  aus  nach  beliebigen 
4  Punkten  einer  Geraden  A^  Cy  B^  D  vier  Strahlen,  und  dnrch  A 
sei  eine  Gerade  mit  dem  Strahl  OD  parallel  g^zo||[en,  welche  v«n 
den  andern  drei  Strahlen  in  A%  0,  b  geschnitten  wird. 

Dann  behaupte  ich,  daaa  das  Doppelverbältniss 

AC    AD 

hl: 'im 

dem  einfachen  Verhältniss  Ac :  bc  gleich  sei. 

Denn    wogen   der  Parallelität   der  Geraden   Ab   und    OD   ist 

AD         Oh       .  .  11  1      •.  yi      .  u^    ^*        ^«» 

jr^  =  'Tyg ;  ftber  wenu'  man  bm  parallel  mit  Oc  zieht,  ^rn  =>  ^> 

.'  ^  AD        Cm         ,£_,,.,   AD    AC       Cm    AC        Cm     -. 
also  ist  5^0=^,  und  folglich  ßö    ßc  =  CB    ßC^A&    "* 

,,.  .    Cm         cb  ...     AD     AC         cb        ^  ■    1    ^ 

endlich  'j^^^'T'j  80  wird  sein  jnjj'  »^  ^^^>  ®^®"'  umgekehrt 

AC    AD  Ao 

Bc'BD~bc* 

AC    AD 

Daraus   fliesst ,   dass  das  Doppelverbältniss  -g^ :  ^rg    von    der 

Lage  der  Geraden  ACBD^  wena  sie  nur  immer  durch  A  geht,  ganz 
unabhängig  ist,  dass  also  z.  B.  -^ '  -gr:  =  »77  '  -j^ig  ist.    Dieses 

Resultat  gilt  aber  in  der  That  auch  noch  für  jede  beliebige  nicht 
durch  A  ffehende  Gerade.  Deun  wenn  eine  solche  die  vier  Strah* 
len  in  ^  ,  B'\  C ^  D'*  schneidet,  so  überzeugt  man  sich'  leicht, 
dass,  wenn  AD^  parallel  mit  A'D"  gezogen  wird,   stets  die  Rela- 

tion    statt  bat  "j^ttü,  >  M^*n>  ^  "W^  '  WU'^  weshalb  aucu  -^ :  ^-r 

*"^"  Mf" f^*  *  M>>  #1"  sein  wiro« 

Also  folgendes  Theorem: 
.   Wenn  vier  von  einem  Punkte  O  ausgebende  Strahlefi 
von  zwei  Geraden  resp.  in  A^  A^\  By  B\  C,  C  geschnit- 

AC      AD 

ten    werden,    so    sind    die   Doppelverhältnisse   j^,  :  -r^, 

Wc'*W&  ^^^^^  einander  gleich. 
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Daraus  ist  ersicbtlicb,  wie  man  zuverfabrea  bat,  um,  wenii 
vier  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  A,  C,  ß,  D^  und  drei  in 
einer  andern  Geraden  lieffende  Punkte  'A\  C\  B*  gegieben  sind, 
anf  der  letztern  Geraden  oea  Punkt  Jt  so  zu  bestimmen,  dass  jene 
DoppelTerbältnisse  gleich  sind» 


72. 

Zusatz.  Vier  Strablen,  die  eine  Gerade  in  barmoni- 
acben  Punkten  treffen,  tbeilen  jede  andere  Gerade  bar- 
iboniscb  (Briancbon),  und  ist  diese  Gerade  mit  einem 
änssersten  Strabl  parallel,  so  wird  sie  you  den  3  an- 
dern barmoniscben  Strahlen  in  3  Punkten  getrof^n, 
deren  äussere  von  dem  mittlem  gleiche  Entfernung 
haben. 

Nun  seien  in  Taf.  III.  Fig.  14.  die  Punkte  A,  C^  B^  D  har- 
monisch, und  Äff  parallel  mit  OD^  so  wird  Ac=ibc  sein. 

Um  also  zu  3  Punkten  A^  C^  B  den  dem  C  zugeordneten 
harmonischen  Punkt  zu  finden,  ziehe  man  durch  einen  beliebigen 
Punkt  0  die  Strablen  OA,  OBy  OC^  halbMre  AO  in  «•,  ziehe  uc 
parallel  mit  OB  bis  sie  OC  in  c  schneidet,  verbinde  A  mit  c^  und 
ziehe  durch  O  mit  Ac  eine  Parallele,  welche  die  Gerade  ABC  in 
D  trifft,  84k  ist  D  der  harmonische  Punkt. 


13. 

Bestimmen  wir  jetzt  den  geometrischen  Ort  der  Spitzen  aller 
fiber  und  unter  einer  Geraden  AB  beschriebenen  Triangel,  deren 
beide  andere  Seiten  ein  constantes  Verhältniss  zu  einander  haben. 

Wir  nehmen  das  Verhältniss  von  der  Einbeit  verschieden,  weil 
in  diesem  Faile  der  Ort  eine  im  Mittelpunkte  von  AB  auf  der  letz- 
tern senkrechte  Gerade  ist,  wie  sogleicb  erhellet. 

Ist  C  ein  Punkt  in  der  Geraden  AB^  und  das  Verhältniss 
AC\  BC  dem  Verhältnisse  OAi  OB  gleich,  wo  0  die  Spitze  eines 
der  in  Betracht  kommenden  Dreiecke  ist,  so  mnss(Euolid  Lib.  Vi. 
prap;  3.)  die  Gerade  OC  den  Winkel  AOB  halbiren,  und  ebenso 
■inss,  wenn  D  in  der  Verlängerung  von  AB  über  B  hinaus  so* 
Hegt,  dass  AD :  BjD=z  0AiOBi=ACi  BC,  die  Gerade  DO  den 
Nebenwiakel  von  AOB  (der  durch  dfe  Verlängerung  von  AO  ent- 
steht) halbiren.  Die  Geraden  OC  und  OD  werden  dann  auf  ein  - 
ander  senkrecht  stehen ,  und  dies  findet  für  jeden  Punkt  0  statt, 
für  welclien  OA:  OB  jedem  der  Verhältnisse  AC\BC^  ADxBD 
gleich  ist. 

Bevregt  sich  daher  O  so  fort,  dass  das  Verhältniss  0A\  OB 
eottstant  bleibt,  so  rückt  er  in  der  Spitze  des  über  CD  beschriebe- 
nen rechtwinkligen  Triangels  fort,  die  bekanntlicb  in  der  um  CD 
als  Diameter  bescbriebenen  Kreislinie  liegt,  welche  somit  der  ge- 
saehte  Ort  sein  wird.  Zugleich  hat  sich  ergeben,  dass  A^  By  £',  D 
harmonische  Punkte  sind. 

Wenn  also  vom  Punkte  O  nach  3  Punkten  A^  C^  B 
Strablen  so  geben,  dass  der  mittlere  den  von  den  beiden 
andern  gebildeten  Winkel  halbirt,  so  gebi  der  auf  eben 
die/^en   senkrechte  Strabl  jederaeit  durch  den  vierten 
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kai^aiooi-sclien  Punkt  zu  den  Puakten  ^,  C,  ß^   welcher 
deni  C  zugeordnet  ist. 

Also  auch  weuu  man  zu  den  Endpunkten  Cy  D  eines 
Diamete.rs  und  zu  ^inemdrittenPunkte/f  indemselben  den 
dem  letzteren  zugeordneten  vierten  harmonischenPunkt 
,A  sucht,  80  werden  die  von  einem  beliebigen  Punkte  O 
der  Kreifiperipherie  nach  B^A  gezogenen  Geraden  das- 
selbe Vcrliäitniss  bewahren',  wie  man  den  Punkt  O  an- 
nehmen mag,  und  die  Strahleu  OC^  OD  werden  den  Win- 
kel AOB^  uqd  des  letztern  Nebenwinkel  halbiren. 

• 

74. 

«Es  seien  wieder  C,  D  ßodpuokte  eines  Kreisdiameters,  und  B 
ein  beliebige^  (vom  Mittelpunkte  verschiedener)  Punkt  auf  demsel- 
ben, der  innerhalb  des  Kreises  liegt.  Ist  nun  BO  senkrecht  auf 
CD^  und  in  0  eide  Tangeute  des  Kreises  gezogen,  die  den  Dia- 
meter in  A  trifft,  so  wird  A  zu  C.  D^  B  der  vierte  harmonische 
Punkt  sein.  Denn  der  Winkel  AOC  ist  =  ODC  (Euclid  Lib.  III. 
prop.  32.)  und  ODC=lCOB,  also  AOCz=zCOB,  so  dass  AGB 
von  CO  halbirt  wird. 

Um  also  zu  den  Endpunkten  eines  Kreisdiameters,  und  zu  einem 
dritten  Punkte  auf  demselben  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu 
linden,  verfahre  man  so:  ^  * 

Liegt  der  dritte  Punkt  B  innerhalb  des  Kreises,  so  errichte 
man  BO  senkrecht  auf  den  Diameter  CD^  dass  sie  die  Peripherie 
in  0  trifft«  und  ziehe  von  O  die  Tangente,  welche  CD  in  A  trifft, 
so  ist  A  der  gesuchte  dem  B  zugeordnete  harmonische  Punkt. 

Liegt  der  Punkt  A  ausserhalb  der  Kreislinie,  so  ziehe  von  A 
an  den  Kreis  eine  Tangente,  welche  ihn  in  O  berührt,  un<t  fälle 
OB  senkrecht  auf  CD^  dass  sie  der  letztern  in  B  begegnet,  so 
ist  B  der  vierte  djsm  A  zugeordnete  harmonische  Punkt 

75. 

Lehrsatz.  Zwei^Kreise  seien  coocentrisch,  ihr  ge- 
meinsamer Mittelpunkt  M.  Man  ^iehe  einen  beliebigen 
Diameter,  welcher  den  einen  Kreis  (etwa  «len  grösse- 
ren) in  Ay  B^  den  andern  in  D  schneriiet,  und  suche  zn 
Äs  B^  D  den  vierten  harmonischen  Punkt  E,  Bewegt 
sich^nun  der  Durchmesser  um  den  Mittelpunkt  M^  so  be- 
haupte ich,  dass  der  zu  seinen  Bndpunkten  in  dem  gros* 
Sern  Kreise  und  zu  dem  einen  Endpunkte  im  kleinern 
Kreise  vierte  harmonische  Punkt  in  einer  mitden  ge- 
gebenen concentrischen  Kreislinie  fortrückt. 

Beweis.  Man  ziehe  DO  senkrecht  auf  ^.V  bis  es  die  con- 
cerrtrische  Kreislinie  in  O  trifft,  und  OE  senkrecht  auf  OM  bis  es 
AM  in  E  trifft,  so  Ist  E  der  vierte  harmonische  Punkt  zn  A^  B^ 
D  (74.).  Aber  es  ist  jetzt  DO^==DEy^DM,  und  da  DO,  DM 
constont  bleiben ,  so  ist  auch  DE^  folglich  auch  ME  constfcnt» 
w.  z.  b.  w. 

76. 

■ 

Lehrsatz.      Zieht    man   durch   den   Berührnngspunkt 
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xweior  sich  tangireDder  Kreise  b'eliebig  viele  Gerade, 
welche  dieselben  jede  in  einem  Punkte  schneiden  wer- 
den, nlid  bestimmt  zu  jedem  Faar  der  Dnrchschnitts- 
ponlcte  und  dem  Berübrnng'spankte  den  vierten  harmo- 
nischen Punkt,  so  liegen  alle  diese  vierten  Punkte  in 
einer  Kreislinie,  welche  beide  gegebene  in  ihrem  g^- 
roeinflamen  Berührungspunkt  tangirt. 

Beweis.  In  Taf.  Iir.  Fig.  15.  sei  DBE  die  Centrale  zweier  sich 
in  B  berührender  Kreise,  A  im  D^  E^  B  der  vierte  dem  B  zu- 
geordnete harmonisch'e  Punkt;  D^BE  eine  andere  Gerade,  A*  zu 
Z^,  Ey  B  der  vierte  harmonische  Punkt.  Zieht  man  />/>',  EE^ 
AA,  so  ist  DB\EBz=iDA\EA,  DB\EBz=^iyA\EA\  aber  da 
DB  und  EE  parallel  (jede  auf  BE  senkrecht),  so  ist  DBiEB 
=iBBiEB,  ^Ufi  auch  DA\EAz=iBA iEA\  folglich  muss 
AA!  parallel  mit  EE  oder  mit  DB  sein.  Da  hiernach  der  Win- 
kel BAA  ein  rechter,  so  liegen  offenbar  alle  vierten  harmonischen 
Punkte  in  der  um  BA  als  Dtameter  beschriebenen  Kreislinie. 

77. 

Lehrsatz.  Bei  irgend  vier  harmonischen  Punkten 
ist  das'Rechteek  unter  den  Abständen  zweier  zugeord- 
neter Punkte  von  demjenigen  Punkte,  welcher  in  der 
Mitte  zwischen  den  zwei  andern  liegt,  dem  Quadrat  des 
halben  Abstandes  der  letztern  von  einander  gleich. 

Beweis.  In  Taf.  III.  Fig.  16.  seien  C^  D,  B,  A  harmonische 
Punkte,  um  CD  als  Diameter  ein  Kreis  beschrieboo^  auf  dessen 
Peripherie  ein.  Punkt  P  so  angenommen,  dass  APB  ein  rechter 
Winkel  ist  (diesen  Punkt  zu  bestimmen  hat  man  nur  den  Durch- 
schnitt des  um  AB  als  Diameter  beschriebenen  Kreises  mit  dem 
gegebenen  zu  suchen ) ,  ferner  M  der  Mittelpunkt  von  AB.  Zieht 
man  nun  J/P,  so  muss  diese  Tangente  des  Kreises  sein.  Denn  we- 
gen MA  =  MB  =  MP  ist  U  MPB  =  MBP,  und  da  CP  den 
Winkel  APB  hälftet,  so  ist  6!Pi?  =  45%  also  auch  BPD  =  \%''. 
somit  CPB  =  DPB,  daher  i,  MPC  =  MPB  — CPB~MBP 
—  DPB^=iMDP^  also  /Weine  Tangente  des  Kreises.  Nun  ist 
bekanntlich  i!f^Xil/ö  =  ilf/'*,  9\so  MCxMD:=zMA^,  w.z.b.w. 

78.      ' 

Es  sei  ABCDEF  auf  Taf.  111.  Fig.  17.  ein  vollständiges  Vier- 
seit,  dessen  Diagonalen  bis  zu  ihrem  gegenseitigen  Durchschnitt  in 
Gy  Hy  y  verlängert 'sin|l.  Hierüber  lassen  sich  folgende  Betrach- 
tungen anstellen. 

Zu  d(^n  drei  in  E  zusammenkommenden  Strahlen  ED^  EB^  EI 
denke  man  sich  den  vierten  A^m-EI  zuffeordneten  harmonisclien 
^Strahl,  und  ebenso  d^nke  man  sich  zu  oen  drei  in  6^  zusammen- 
kommenden Strahlen  CD^  CB  ^  CI  den  vierten  dem  CJ  zugeord- 
neten harmonischen  Strahl,  so  werden  beide  vierte  harmonische 
Strahlen  in  einem  Punkte  der  Geraden  JBD  zusammentreffen,  wel- 
cher der  zu  D^ByJ  dem  /  zugeordnete  harmonische  Punkt  ist  (72.). 

Ganz  ebenso  werden  die  beiden  in  Rede  'stehenden  Strahlen  in 
einem  l^nnkte  auf  der  Geraden  AIH  zusammentreffen,  welcher  der 
zu  /y  Ay  H  dem  H  zugeordnete  harmonische  Ponkt  ist. 
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Der  Darchscbaittspunkt  der  beiden  Strahlen  wird  'also  auf  deo 
Geraden  AH^  BI  zn  gleicber  Zeit  liegen,  fallt  also  mit  €r  zusam- 
men ,  und  folglich  ist  ^G  soWohl  der  vierte  barmoDiscbe  Ponkt  so 
D^  B^  I  als  auch  zu  H^  Ay  F,  Geht  man  von  den  Eeken  D  and 
B  aus^  so  ergiebt  sich ,  dass  auch  Ey  C,  7,  H  harmonische  Punkte 
sind. 

Daraus  fliesst,  dass  die  Strahlen  FA^  FI  zu  FB^  FD^  ferner 
lA^  IF  zu  /&,  IC  zugeoHnete  harmonische  Strahlen  sind.  Die 
Figur  BDECF  wird  aber  vollständiges  Viereck  genannt  (Steiner 
Geom.  Gest.  S.  T/^.),  und  wir  haben  somit  den  Doppelsatz: 


In  jedem  vollständigen 
Vierseit  sind  die  Punkte, 
in  welchen  die  drei  Diago- 
nalen einander  schneiden, 
zu  den  zugehörigen  Bcken 
zugeordnete  harmonische 
Punkte.  (Pappus  Collect.  Math. 
Lib.  VIL,  De  Labire  Sect  Coni- 
cae  p.  9.  prop.  20.,  Schooten  EiLcr* 
eitat.  Muthem.  1.  2.  prop.  5.) 


In  jedem  vollständigen 
Viereck  sind  die  Strahlen, 
welche  die  Durchschnitte 
d er  gegenübe rliegendenSe i- 
tenpaare  vereinigen,  zu  den 
letztern  zugeordnete  har-> 
monische  Strahlen.  (Steiner 
System.  Entw.  d.  Abhäng.  geom. 
Gestalten  von  einander  6.  75.) 


Diese  Sätze  geben  ein  Mittel  an  die  Hand ,  einerseits  zn  drei 
gegebeneu  Punkten  den  vierten  harmonischen  Punkt,  und  andrer- 
seits zu  drei  gegebenen  Strahlen  den  vierten  harmonischen  Strahl 
SU  finden,  und  zwar  bloss  mit  Hülfe  des  Lineals. 


N  79.      . 

Verlängert  man  in  Taf.  111.  Fig.  17.  die  Gerade  /F,  bis  sie  AC 
in  K  trifft,  so  werden  (72.)  A^  B^  JT,  C  harmonische  Paukte  sein. 

Daher  das  Theorem: 

Zieht  man  von  drei  in  einer  Geraden  liegenden  Punk- 
ten A^  jff,  C  drei  ganz  beliebige  Gerade  ADE,  BD,  CE^ 
von  denen  die  erste  von  den  beiden  andern  in  D  und  E 
geschnitten  wird,  die  letztern  sich  in  /  schneiden,  so 
wird  die  durch  /und  den  Durchschnittspunkt  der  Gera- 
den  BE^  CD  gehende  srerade  Linie  die  gegebene  Gerade 
immer  in  dem  nämlichen  Punkte  JT  treffen,  der  zxiA^B^C 
der  vierte  harmonische  Punkt  ist. 


80. 

Von  einem  Punkte  0  gehen  nach  den  Sobenkeln  des  Winkels 
A  (Taf.  111.  Fig.  18.)  beliebig  viele  Gerade,  welche  die  Schenkel 
resp.  in  B,  C\  B^,  C'\  B"y  tl"  etc.  treffen,  und  mehrere  Vierecke 
erzeugen,  deren  Diagonalen  gezogen  sind.  Die  Durchscboittspnnkte 
der  Diagonalen  D,  jD',  IV*  ....  werden  nun  in  einer  einzigen  dorcb 
A  gehenden  Geraden  liegen. 

Denn  nach  78.  trifft  die  Gerade  AD  sowohl  ahi  die  Gerade 
AD*  die  Transversale  OC  in  einem  Punkte  E\  der  su  B^  C,  0 
der  vierte  harmonische  Punkt  ist,  mitbin  mäaeen  AD  and  AD^^ 
und  ebenso  alle  übrigen  zttsammenfalleD. 
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,  «1- 

In  jedemr  Paralleltrapez  treffen  die  nicht  parallelen 
Seiten  mit  der  die  Mittelpunkte  der  parallelen  verbin- 
denden Geraden  in  einem  einaigen  Punkte  zusammen. 

Nämlich  es  seien  AB ^  CD  die  parallelen,  E  der  Mittelpunkt 
der  erstem,  jiC^  BD  die  nicht  parallelen  Seiten^  0  ihr  Durch- 
8chiiilt  Verbindet  man  O  mit  E  npd  si^bt  OM^utMti  AB  ^  so 
sind  OA,  OB,  OE,  02lf  (72.)  harmonische  Strahlen,  und  da  CD 
mit  dem  aussersten  Strahl  ebenfalls  parallel  ist,  so  muss  der  mittlere 
der  drei  andern,  nämUch  OE^  ebenfalls  durch  den  Mittelpunkt  von 
CD  gehen. ' 


.82. 

In  Taf.  III.  Fig.  18.  denke  man  sich  B,  B\  C,  C*  auf  der  Pe- 
ripherie eines  Kegelschnitt^  liegend,  so  erhellet  aus  (60.),  dass  die 
Gerade  AD  die  Polare  des  Punktes  O  in  Bezug  auf  den  Kegel* 
schnitt  ist,  uod  diese  Polare  wird  von  den  in  O  zusammenstossen- 
deo  Sehnen  in  E  und  E'  so  getroffen,  dass  E  und  E'  die  vierten 
harmonischen  Punkte  zu  den  Endpunkten  der  Sehnen  und  zu  ihrem 
Durchschnitt  O  sind.  Dies  ist  aut  eben  die  Art  für  alle  Sehnen  zis 
erweisen,  und  wir  haben  somit  das  sehr  merkwürdige  Theorem: 


I    > 


Dreht  sieb  eine  Gerade, 
die  einen  Kegelschnitt 
scbileidet,  nm  irgend  einen 
in  ihr  liegenden  festen 
Punkt,  so  ist  der  Ort  des- 
jenigen Punktes,  welcher 
zu  den  zwei  Durchschnitts- 
pupkten  und  dem  festen 
Punkte  dervierte,  demletz- 
tern  zugeordnet^  harmoni- 
sche Punkt  ist,  eine  be- 
stimmte Gerade,  nämlich 
die  Polarlinie  des  festen 
Punkte»,  in  welcher  sich 
also  auch  der  Durchschnitt 
derjenigen  zwei  Tangenten 
(dreht,  durch  deren  Berüh- 
rungspunkte die  bewegliche 
schneidende  Gerade  geht. 


Bewägt  sich  ein  Punkt  io 
einer  festen  Geraden  in  der 
Ebene  eines  Kegelschnitts, 
80  dreht  sich  diejenige  Ge- 
rade, welche  zu  den  zwei 
durch  den  Punkt  gehenden 
Tangenten  und  der  festen 
Geraden  der  vierte  letzte- 
rer zugeordnete  harmoni- 
sche Strahl  ist,  nm  einen 
bestimmten  Punkt,  nämlich 
den  Pol  der  festen  Geraden, 
um  welchen  sich  also  auch 
diejenigeGerade  dreht, wel- 
che durch  die  Beruhrungs- 
punkte  der  jedesmaligen 
zwei  Tangenten  geht. 


Dasy  was  die  franzlisiachen  Geometer  schtechthin  Pelaire  nnd 
Pol  nennen,-  wird  daher  von  Deutschen  aacb  Harmonische  und 
Harmonische^r  Pol  genannt.. 
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IX. 

* 

Neues  Theorem  über  eine  gewisse  Klasse 

periodischer  Functionen. 

Von 

Herrn  Doctor  O.  Schlömilch 

XU  Weimer.  ' 


Wenn  eine  FoncCion  die  trigonometrischen  Grössen  sin,  cos  etc. 
allein  enthält,  so  lässt  sieb  dieselbe  in  vielen  Fällen  in  eine  Reihe 
verwandeln,  welche  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  eines  Bogens 
fortgeht,  so  dasß  man  erhält: 

/(sinÄ?,  cosa?)=^o-!--^i  cosa:-f--^,  cos  2:1?+-^,  cos3^-|-....  (1) 

wobei  die  Reihe  endlich  oder  unendlich  sein  kann.  Vorausgesetit, 
dass  diese  Reihenentwickelnng  fiir  alle  IVerthe  der  Veränderlichen 
von  ^  =  0  bis  ^  =  oo  gültig  bleibt,  so  ist 

/J'\f{o^)-Aß^)]^=iKiy\A^)-^.h  (2) 

wobei  /{aa:),  /{ßa:)  zur  Abkürzung  für /"(sin  aar,  cos  äa:)  und 
/(sin  ßa:,  'cos  ßa;)  gesetzt  worden  sind., 

Dieses  elegante  Theorem  lässt  sich  auf  folgende  Art  beweisen. 

Da  die  Gleichung  (1)  für  alle  Wertbe  von  07  =  0  bis  a:  =  Qo 
richtig  bleibt,  so  kann  man  in  derselben  auch  fia:  für  a:  setzen, 


^ux 


sie  m\t  e     da:  multipliciren   und  zwischen  den  Gränzen  ;r  =  0, 
a:=  00  integriren,  wodurch  man  erhäif 


=c^e/     *     dx^A^I    €     ^^%ika!da:-\'A^I    e     cos2ffra7ito-|-...* 

Auf  der  rechten  Seite  kann  man  die  Wertbe  aller  Integrale  an^e« 
ben^  wenn  man  sich  erinnert,  dass  überbanpt  fiir  jedes  positive 
k  und  h 

/^  J*' cos  *^  ite  =  jrijjTji 

ist.    Es  ergiebt  sich  so: 
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■ 


wT  •  •  •  • 


und  wenn  man  fA^a,  f^=ß  setzt  und  beide  Wertbe  subtrahirr» 


Diese  GleicbuDg  soll  mit  du  multiplicitt  nnd  zwischen  den  GrSnzen 
«  =  0  md  «  =  00  integrirt  werden.  Auf  der  linken  Seite  steht 
dann  das  Doppelintegral 

I 

t  I 

und  anf  der  rechten  erscheint  eine  Reihe  von  Integralen,  welche 
sämmtlich  unter  der  Form 

wo  n  ganz  und  positiv  ist«  enthalten  sind.  Nun  giebt  die  unbe- 
stimmte Integration 

« 


und  durch  Einführung  der  Gränzwerthe  w=roo,  «=0  findet  man 
also  den  Werth  des  Integrales  unabhängig  von  it.    So, wird  nun: 

—  4'{t )'M.  H-  ^.  -*-  ^i  + .  •  •  .1 

=4/(4)V(0)-^.), 

wie  man  sogleich  erkennt,  wenn  man  in  der  Gleichung  (1)  ^  =  0 
setzt. 

Das  obige  Doppelintegral  nach  of  und  «  gestattet  aber  noch 
eine  Umformung,  oämlich  dadurch,  dass  man  die  Ordnung  der  In- 
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t^BgratiDDen   umkehrt   lind  zuerst  nach  m  integrirt;    dasselbe  wird 
dann  ^ 

Wir  haheo  daher 

/7l/(«*)-/(Ml§=l<|-)V(0)-^.l     (3) 

* 

nnd  diess  war  dad  za  beweiaend«  Theore«  in  (2.). 

'Einige  Anwendungen  desselben  sind'  folgende. 

Für  jedes  beliebige  Jt  und  ein  r,  dessen  absoloter  Werth  die 
Einheit  nicht  übersteigt,  gilt  die  Gleicbnng:  « 

V  r'  r* 

^/(l  -f-  2r  cos  o:  -f^  r')  =  Y  cos  o?  —  -5-  cas  2^  -♦- "j"  cos 3^  — ....  etc. 

Wir  haben  daher  fiir /(a?)=i/(l+2r  cos^+r»), /(a)r=/(l4-r) 
nnd  ^0=^9  mithin 

/"l]±p^I^±rl,^^ifl+r)l(i-y,  -Hl>r>-1.   (4) 

1 
Da  r<;l,  so  können  wir  r;::;—  setzen,  111:0  f  ^^l  ist»  und  ha- 

ben  so 

Ferner  sind  die  Reihen  bekannt: 

28«-i  cos2»a:  =  (2jf)o  cos2»^H-(2i9),  co8(2#i  — 2)^  +  .-+^2jt)i« 

2*»cesa«-*-i^=K2i»-h  1)„  co6(2«+  1)ä'-+-(2»4-  1),  cos(2j^— 1)^+ .... 

-f- •^(2»  +  1)k  CQS  or. 

Wir  haben  daher  für  die  erste  ui^=s^(2n)n,  für  die  zweite  ^^  =0 
und  ,nach  (3)  die  beiden  Integrale 

oder:    ' 

=t<i)'n-'"^.:'."^f.;;^ri  w 
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yj*lcos*H-»o*-<!«8*^i^a:]^  =  i/(-f)*     (7)*) 

SO  dasa  aho  der  Werth   des  zweitan  lategralai  ?on  «  uaabhKn- 

Man  könata  ein  äbalielies  allgemeiaas  Theorem  wie- da«  in  (3) 
für  solche  FuDctionen  Bufzustellea  ▼ersachen,  weiche  sieb  nach  den 
Sinus  eines  vielfachen  Bogens  entwickeln  lassen,  so  dass  z.  B« 

y(sin  ss^  cos  ai)  :==  B^  sin  as  +  iff»  sin  ^  +  i?,  sin  3a:  -4^ . . . . 

die  Atmabme  wäre.  Man  gelangt  aber  au  keinem  eleganten  Besnl- 
tat,  da  sich  aiis  der  Torstebenden  Reihe  4^e  Summe  der  CoefBcieA^ 
ten  allein 


Äj  -4-  Äa  +  B^ 


•  •  • 


nicbl:  finden  lässl,  wie  diese  bei  der  Reihe  (1)  der  Fall  ist,  wenn 
ssan  ir=sO  setzt  ^ 


X. 

Einige  Bemerkungen  fiber  die  Reihen,  mit  be- 
sonderer Hinweisung  auf  die  Exponential-  und 

Binomialreilie. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Barfa^s 

SU  Weimar» 


Die  Mängel,  weltslm  den  Demaasirationen  der  ftlteren  Mathema- 
tiker hier  und  da  noch  eigen  sind,  mussten  natürlich  bei  den  Nach- 


*)  Die  Integrale  (4),  (5)  lud  das  obige  (7)  für  den  Fall  »csO  ergeben 
sich  aus  den  interessanten  Betrachtungen  des  Hrn.  Prof«  R^abe:  „Ueber 
die  Sumtnation  harmonisch  periodischer  Reihen  etc."  in  Crelle's  Journal 
Band  2S.   Die  Bemerkung,  dass  jene  3  Integrale  den  gemeinschaftlichen 

Factor  i^T-^)     haben,    yerenlaasta   die  Auftasbong  des  allgemeinen 

Tbeonmes  (S)« 
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folgero  mannigfaltige  Bestrebungen  anregen,  die  Theorie  vor  jedem 
denkbaren  Einwurfe  sicher  zu  s'tellen.  Bei  den  Reibenentwickelun- 
gen waren  es  vorzüglich  die  Bedingungen  der  Convergenz,  die  mmo 
einer  weit  gründlicheren  Betrachtung  untjerwarf,  als  vorher  gescbe. 
hen  war»  und  man  scheute  in  dieser  Beziehung  keinen  Aufwand  an 
Rechnungen  9  um  der  Theorie  den  vermissten  Besitz  nicht  läng^er 
vorzuenthalten,  besonders  da  man  auf  die  Meinung  verfallen  war» 
dass  nur  converprende  Reihen  auf  analytische  Geltung  Ansproch 
haben,  während  divergirende  von  allem  analytischen  Gebrauche 
auszusch Hessen  seien.  Kamen  durch  den  Gebrauch  der  lelzteren 
fehlerhafte  Resultate  zum  Vorschein^  so  wurde  der  Grund  lediglich 
auf  die  Divergenz,  d.  h.  auf  den  vernachlässigten  Rest  geschoben, 
und  in  der  Tbat  fedite  es  auch  nicht  an  Beispielen,  wo  durch  Bei- 
behaltung des  Restes  richtige  Resultate  erhalten  wurden. 

Bei  allen  diesen  Bestrebungen  aber  scheint  es  mir,  als  ob  man 
eine  bei  den  Reihen  wesentliche  Unterscheidung  viel  zu  sehr  ver- 
nachlässigt, habe ,  woraus  allerdings  viele  Fehler  erklärlich  werden 
können,  die  man  auf  die  Divergenz  .schieben  will.  Es  ist  näm- 
lich wohl  zu  unterscheiden,  ob  eine  Reihe  bloss  eine 
Summe  unendlich  vieler  Glieder,  oder  ob  sie  die  BnC- 
Wickelung  einer  Fu'nction  sei.  Convergirt  die  Reihe,  so  kann 
sie  freilich  allemal  als  Entwickelung  einer  Function  ihrer  allgemeU 
nen  Grösse  angesehen  werden,  aber  dieses  ist  nicht  immer  der  Fall, 
wenn  die  Reihe  divergirt.  Dieses  will  ich  jetzt  an  einem  Beispiele 
erläutern. 

Man  läognet  die  Richtigkeit  des  Ausdrucks: 


I.    —  i  =  cos  js  -+•  cos'2^  4-  cos  Za: 


•  •  • 


weil  diese  Reibe  divergirt  und"  unterstützt  die  Behauptung  unter 
anderen  mit  folgendem  Grunde«  Man  findet-  die  Summe  der  endli- 
chen Reihe: 

11.   cosa:  +  cosÄar-+-....-|-cosji^=— 4  +  — ^  .    ,   — , 

woraus  aber,  wenn  m  =  oo  genoqimen  wird,  der  Ausdruck  I.  gar  nicht 
folgt.  Aber  dieser  Schluss^  welcher  vollkommen  richtig  sein  würde, 
wenn  die  Reihe  eine  convergente  wäre,  lässt  sich  auf  divergirende 
Reihen  gar  nicht  anwenden.  Denn  die  Reihe  I.  hat  kein  letztes 
Glied,  welches  durch  cos  oo  oe  ausgedrückt  werden  köjinte,  sondern 
sie  involvirt  über  dasselbe  hinaus  als  ihren  Rest  noch  die  Reihe 

C0B(j»+l)ar  +  C08(«  +  2)^  +  *-  . . 

in  welcher  «:=oo  ist.  Dieselbe  ist  abermals  eine  Bntwickelung, 
und  zwar  von 

sin(fr-|-^)jr 
2sin  \x     ' 

wie  man  sich  ganz  auf  dieselbe  Art,  nach  welcher  die  Formel  i. 
gefunden  wird,  leicht  überzeugen  kann«  Daher  gestaltet  sich  für 
jeden  Werth  von  n  die  Reihe  1.  so: 
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■          o               .                      8iii(if-f.|)a? 
cos  X  +  cos  »o? ....  -I-  cos  njc ^.    ,   ■ —  :^  —  4, 

welches  eben  der  Ausdruck  in  II.  ist 

Man  wird  hiernach  einsehen »  was  es  beisseo  soll,  dass  maa 
einen  Uoterschied  zwischen  blosser  Summe  uud  Entwiekelung  zu 
nittcheD  habe.  Beide  fallen  hei  convergirenden  Reihen  zusammen* 
Hat  man'  irgend  eine  entwickelte  Reihe: 

f{x)  =  X(i)  -f-  JC(2)  -f-  X(i)  + . . . . 

und  man  will  hieraus  die  Summe  einer  endlichen  Anzahl  ihrer  er- 
sten Glieder  finden,  nämlich 

S=z  X(i)  +  J[(2)  •+-.....-!-  Xc), 

so  kommt  es  daraof  an,  diejenige  Function  f(x)  zu  bestimmen,  aus 
welcher  der  Rest 

■  « 

entwickelt  werden  kann,  da  dann 

S=f{x)--9{x) 

ist.  Dieses  gilt  für  converifirende  Reihen  eben  so  gtat,  als  für  di- 
vergirende,  allein  wenn  bei  den  ersteren  m  =  oo  ist,  so  verschwin- 
det dpr  Rest  g>{x)  und  man  erhält  S  z=:/{x).  Bei  den  divergiren- 
den  Reihen  aber  verschwindet  ^{x)  gegen  ^S^  auch  dann  nicht,  wenn 
«  =  00  ist,  daher  man  auch  nicht  erwarten  darf,  dass  S=:f{x) 
werde* 

Indem  sich  nun  die  Ansichten  so  gestalteten,  wie  sie  hent  zu 
Tage  vorliegen,  wollten  die  älteren  Methoden  durchaus  den  An- 
forderungen nicht  genügen,  die  man  an  die  mathematische  Darstel- 
lung machte.  Besonders  war  es  die  IVIethode  der  unbestimmten 
Coelficienten ,  welche  von  allen  Seiten  her  cbieonirt  wurde,  und 
jieut  zu  Tage  kommt  man  gleich  in  den  Rang  eines  mathematischen 
Bettlers,  wenn  man  nur  einiges  Vertrauen  auf  diese  Methode  laut 
werden  lässt.  Ohne  in  das  Wesen  derselben  einzudringen  und  die 
ihr  ,ganz  fremdartigen  Schwächen  zu  beseitigen.,  an  welchen  Viele 
ältere  Darstellungen  leiden,  hat  man  sie  als  ein  meist  trügliclies 
Werkzeug  bei  Seite  gelegt  und  anderen  £utwickelungsmetboden 
den  Vorzug  gegeben.  Ob  nun  diese  ohne  Schwächen  sind,  davon 
ist  nicht  Jie  Rede.  Die  Greozmelhode  erscheint  freilich  als  eine 
vollkommen  strenge,  aber  was  berechtigt  uns  denn,  sie  in  die  Arith- 
metik da  einzuführen,  wo  es  der  Entwickelung  einer  Form  aus  der 
anderen  gilt?  Kine  Grösse,  welche  über  jede  Grenze  wachsen  soll, 
ist  eine  uuendliche,  man  mag  nun  hierbei  den  Ausdruck  gestalten, 
wie  man  will.  Mag  man  auch  in  jeder  Zeile  wiederholen:  ,,je 
grösser  n  wird,  desto  mehr  nähert  sich  f(x^n)  dem  97(07);' die  Ab- 
leitung der  Form  fp{x)  aus  der  Urform  geschieht  doch  mit  Hülfe 
einer  fremden  Grösse  m,  welche  eben  deshalb  ans  dem  Resoltat« 
verschwindet,  weil  sie  unendlich  wird. 
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■ 

Auf  diese  Art. der  Betrachtung  sind  wir  überall  hingewieseD, 
wo  in  der  Geometrie  oder  in  der  matbematischen  Physik  das  Do- 
gleichfbrmiire  mit  dem  '^jlleicbförmigen  zu  vergleichen  ist.  Wir 
können  z.  B.  den  Bogen  mit  der  Abscisse  nur  in  den  unendlich 
kfeioen  Tbeilen  unmictefbar  vergleichen,  gelangen  aber  dadurch 
stufenweise  zur  endlichen  Vergleicbnng  mit  Hülle  der  SummatioD 
solcher  Reihen,  die  keine  Entwickelungen  sind. 

Aber  in  der  Arithmetik  bilden  wir  auf  synthetischem  Wege 
Form  aus  Form  ohne  Zuziehung  des  Unendlichen.    Wir  gebrauchen 

m 

also  dieses  Mittel  nicht,  um  z.B.  für  den  Ausdruck  l/o^  die  Form 

«n  ZU  rechtfertigen,  worin  soll  nun  die  Nothwendigkeit  begründet 
sein,  dass'die  Entwickelung  von  a^  einzig  und  allein  durch  die 
(irenzmethode  eine  sichere  Basis  erhalte?  ich  wenigstens  kann  an 
keinen  Ombau  der  Analysis  auf  dieser  Grundlage  glauben. 

Doch  wir  wollen  über  die  Zulässigkeit  der  Metboden  nicht  wei- 
ter streiten,  meine  Absicht  ist  demnächst  die  Rechte  der  Methode 
der  Unbestimmten  Coefficienten  zu  -  vertheidigen  und  ihre  wahre  Be- 
deutung zu  erkläret.  Dieses  will  ich  vorzugsweise  an  der  Expo- 
nentialreihe  thun  und  dabei  zugleich,  um  allen  Vorwürfen  zu  ent- 
gehen, strenge  Rücksicht  auf  die  Bedingungen  der  Convergenz 
nehmen. 


f.  3. 

Die  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  ist  ffleichsam  eine 
indirecte  Entwickelung  and^  kommt  allenthalben  da  in  Anwen* 
düng,  wo  die  directe  Entwickelung  zu  schwierig  werden  würde. 
Die  Ableitung  der  Biobmialreibe  für  ganze  positive  Exponenten  aus 
combinatorischen  Gesetzen  ist  eine  directe  Entwickelung,  die  sich 
unmittelbar  auf  den  arithmetischen  Satz  von  der  Multiplication  com- 
plexer  Factorea  gründet.  Es  wird  wohl  Niemandem  im  Ernst  ein« 
tallen,  für  diese  Rntwickelungsweise  diejenige  Demonstration  als 
eine  bessere  substituiren  zu  wollen,  nach  welcher  man  die  Form 
dar  Reihe  als  zuerst  gegeben  ansiebt  und  nachher  ihre  Summe 
aucht. 

An  diese  Entwickelung  schliesst  sich  äusserst  leicht  eine  zweite 
für  ganze  negative  Fxponenten  an.    Man  hat  nämlich 

(i+^)-*==(i-rfi^-.     ■ 

also  da  der  binomische  Lehrsatz  für  ganze  positive  Exponenten  he« 
wiesen  ist: 


X 

^ 

ar» 

dM^MN 

i-^an 

«"(») 

•(l-f-x)«-» 

^"^ 

(IH-^K 


wo  die  Bedeutuvg  des  Ausdrucks  m(r}  bekannt  ist.    Da  nun  über' 
haupt 
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.{X^xyi         (l-f-arjf-l       (l-*.*y 
«a  erhält  .mei»!  wenn  niaii  diese  ümbildiDg  in  jedem  Gliede  aacbt: 


^*        r         -         ,     ar* 


(l+dr)-~=J  — «•a)ar+[«(2)+«(i)  1  -TIj:-^  -I<»(i)-Hw(2)J^^^j,- 


Aber  weit  aicb  sehr  leicht  beweisen  lässt,  dass 

m{r\  H-  «»(r-l)  =5  («•  +  l)(r)  , 

fio  bat  maD 

0 + xYr = 1  -  «»o)^+ («»+^)(«)-  5:^:^— (•» +!)(»)•  (7;:^^ 


(1  -H^)«-l  '^  (J  -f-a:>»* 

Wiederholt   man    dieselbe  tJmbilduoff  -bei  allen  Gliedern,    die 
noch  den  Divisor  l+^r  baben^  sq  erhält  man  ferner: 


•  •  • 

X 


(1-4-  x)-"  Ä  1  —  «(1) JP  H-  («I  +  1)(2)^*  —  (i»  +  2)(i) .  j- 

Fährt  man  so  fort,  bis  man  zu  einem  Glied  mit  dem  Factor  a^ 
gekommen  ist,  das  aber  den  Divisor  1  +  o?  nicht  mehr  hat,  so  fin- 
det sich:  ' 

(1  +  er)-"  =  1  —  «(1)^  +  («»+ 1)(2)^'  —  («  +  2)(i)^"  • .  • . 

=fc  («I  +  r  —  \\T\xr^  gj^ 

woza  aber  noch  der  Rest 

=»=T:i:^l(«»+'')(r+i)  -  («+r)(r+2) .  jqpj....=»=(j:j:^p;nl 

hinzukommen  muss,  um  (l  +  ;r)~^  volTstifndig  zu  erbalten.  Da 
die  in  der  Parenthese  enthaltene  Reihe  sich  der  1  um  so.  mehr  nä- 
hert, je  fi^rösser  r  ist,  so  kommt  die  Bedingung'  der  Convergenz 
Torzfiglicb  auf  den  Ausdruck 
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zurück,  und  ea  lässt  sich  leicht  «eigen,  dass  'wenn  derselbe  anfangs 
auch  einen  bedeutenden  Werth  hat,  er  doch  endlich  schnetler  ab- 
'nimmt,  als  die  Glieder  einer  geometrischen  Reibe,  deren  Exponent 
irgend  ein  echter  Bruch  ist,  wenn  auch  a?  ein  solcher  ist  Daher 
ist  für  alle  positive  oder  negative  jt,  die  kleiner  als  1  sind, 

(1  -h  ar)-^  =  1  —  s«r(i)^  -I-  (m  +  1)(2)^'  —  («»-+•  2)(t)4?* 

was  mit  der  Form 

1  +  (—  «»)o)^'  H-  (—  f^h)  a:*  -ir-  (—  mjc^of* 

übereinkommt.  Ich  meine  aber,  die  Entwickelung  sei  richtig,  auch 
wenn  ^^1,  und  statt  einer  solchen  Entwickelung  lasse  sich 
überall  nur  (1  -f-  or)— "•  setzen. 

Eine  Entwickelung  derart  nenne  ich  nun  eine  dir  ecte.  Wird 
dieselbe  sehr  verwickelt  oder  erfordert  sie  bedeutende  Vorb'ereitqn- 
gen,  80  tritt  oft  die  indirecte  Entwickelung,  d.  h.  die  Methode  der 
«Hibestimmten  Coefticienten,  als  Vermittlerin  ein.  Dieselbe  muss 
aber  noth wendig  die  Form  der  Reibe,  deren  CoefOeienten  sie  be- 
stimmen will,  als  hinlänglich  durch  analytische  Wahrheiten  begrün- 
det vorfinden.  So  folgt  leicht  mit  Hülfe  des  binomischen  Lehrsatzes 
für  positive  Exponenten  und  durch  die  gewöhnliche  Division,  dass 
der  Ausdruck  (l  +  ^)~~""   eine  Reihe  von  der  Form 


1  -4-  A{\)a:  -f-  A{2)^^ 


m 

geben  muss,  und  durch  die  analytischen  Eigenschaften  dieses  Aus- 
druckes,' die  nothwendig  auch  der  Reihe  zukommen  müssen,  findet 
sich  die  Kelation  der  Cocfficienten ,  wornach  sie  gegenseitig  von 
einander  abhängen.  Der  Werth  von  ^(i)  wird  sich  aber  dadurch 
noch  nicht  finden  lassen,  ^ierselbe  muss  vielmehr  unmittelbar 
aus  directer  Entwickelung  hervorgehen.     Diese  Bemerkung  ist  für 

*  Sache  von  Wichtigkeit;  die  Methode  der  unbestimmten  (*oeffi- 
Uten  findet  zunächst  inuner  nur  deren  Relation  und  nicht  ihre 
absoluten  Werthe;  sie  findet,  wie  alle  übrigen  Coeflficienten  vom 
ersten  abhängen,  aber  durchaus  nicht  den  ersten  selbst.  Oft  freilich 
nehmen  wir  den  ersten  Cocfficienten  gleich  von  vorn  berein  richtig 
an,  wie  z.  B.  bei  Quotienteoentwickelungen. 

Ueberlegt  man  so  mit  Klarheit  den  Gaog  der  Schlüsse,  so  fallt 
der  Zw«ifel  sogleich  hinweg,  ob  wirklich  die  Entwickelung  mit 
der  entwickelten  Function  identisch  sei,  ob  beide  nicht  vtelpiehr 
nur  die  syntaktische  Eigenschaft  gemein  haben,  vermöge  welcher 
die  Relation  der  Coefficienten  bestimmt  wurde. .  Die  Form  der  Reihe 
ist  nachgewiesen  durch  eine  Bntwickelnng,  welche  zugleich  denje- 
nigen oder  auch  diejenigen  Coefficienten  gab,  von  welchen  die  Be- 
Stimmung  aller  übrigen  abhängt,  und  aus  den  syntaktischen  Eigen- 
schaften der  Function  bestimmten  sich  zuletzt  alle  jene  übrigen 
Coefficienten.    Was  verlangt  man  da  nun  noch? 

Ich  wusste  nicht,  was  die  neuere  Analysis  dem  entgegensetzen 
wollte,  als  die  Beschuldigung,  dass  man  mit  eiucr  Reibe  operire, 
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TO«  der  man  noek  nickt  w«m,  ob  sie  conyiuf  irt,  and  bei  der  man 
folglicb  den  RetI  beacbteD  mtteie,  der  freilieb  nabekannt  ist.  Wena 
dieser  Einwarf  einen  .Sinn  beben  soll,  so  müsste  die  Meianng  seia» 
dass  dnrek  die  VeraacblSssignnff  des  Restes  eio  feblerbaftes  Ent- 
wiekelnngsgesels  gefunden  werden  köonte.  Allein  bier  fragt  aan, 
ob  dann  nicht  dieselbe  Gefabr  aneb  bei  conVergireoden  Reiben  yor- 
kanden  sei,  denn  der  Reit  bal  ja  inmer  dieselbe  Form,  die  Reibe 
mag  convergiren  o<tor  dtvergijren.  Wir  müssten  also  die  Methode 
der  nobestimmten  Coef&cienten  auch  bei  convergirenden  Reiben 
fallen  lassen,  aber  dann  sind  jene  nenen  so  hoch  gepriesenen  Me- 
thoden nicht  besser  daran.  Diess  würde  s.  R.^  mit  der,  namentlich 
von  Canchy  geübten  Snmmationsmethode  der  Fall  sein,  welche  noch 
iiberdiess  dem  synthetischea  oder  progressiven  Vortrage  der  Mathe- 
matik  snwider  ist.  Wenn  so  grosse  Männer  verm$ge  der  Gewalt 
ihres  Geistes  einen  Stoflf  nach  Belieben  formen  können  nnd  zu  for* 
aen  sieb  erlanben,  so  kann  damit  noch  nicht  gemeint  sein,  dass 
solche  Gebilde  fiir  ein  wissensebaftliobes  System  sich  schicken. 

Obschon  es  sich  kanm^  der  Mühe  lohnt,  weitläufiger  von  dieser 
Sache  an  reden,  so  will  ich  dieselbe  doch  noch  ein  wenig  weiter 
Terfolfi^en  nnd,  nm  auch  auf  ein  bestimmtes  Beispiel  zu  beziehen, 
die  Reihe 

wählen,  deren  Charaktere  bekannt  sind,  und  für  welche  sich  die 
Convergens,  die  in  allen  Fällen,  wo  ar<!l  ist,  stfitt  findet,  bewei- 
sen lässt«    Mttltiplicirt  man  sie  mit  einer  ähnlichen  Reibe 

1  +  ^1)^  -h  «CW^?*  -f-  M(tya:\  + . . . .  s=/(is), 

I 

so  findet  man  mit  Hülfe  einer  vorher  nachgewiesenen  Eigenschaft 
der  Rinomialcoefficienten,  dMa/{m)Xfin)  =  f{m  +  m)  sein  muss. 
Hieraus  und  mit  Hülfe  der  speciellen  Werthe /(1)  =  1  +  ^  und 
/(0)=1  findet  man  alsdann,  dass  überhaupt /'(ii)=(l+jr)>>  ist.  Wer 
steht  mir  denn  aber  dafür,  dass  in  das  Prodnct  beider  Reihen  keine 
Störung  in  das  Entwickelnngsgesetz  gekommen  sei?  Antwortet  mau 
aber,  dass  der  weggelassene  Rest  nur  die  Eotwickelung  einer  jeden 
Reibe  in  gleicher  Weise  weiter  geführt  haben  würde  und  dass  im 
Froducte  alle  Glieder  mit  einerlei  Potenzen  vollständig  zusammen- 
gestellt seien,  so  frage  ich,  warum  das  nicht  eben  so  gut  für  diver- 
girende  Reiben  gelten  soll?  Wenn  man  jede  Reihe  einmal  abbricht 
nnd  dann  das  Pro<|uct  macht,  so  werden  die  letzten  Glieder  dessei- 
ben  immer  fehlerhaft,  d.  h.  sie  sind  nicht  nach  demselben  Gesetz 
gebildet,  wie  die  ersten,  aber  sie  ergänzen  sich  aus  den  Produc» 
,teD,  welche  die  Reste  zu  Factoren  haben,  wenn  dieselben  weiter 
entwickelt  werden.  Dieses  geschieht  aber  auf  gleiche  Weise  s.  R. 
in  den  obigen  Reihen,  a:  mag  grösser  oder  kleiner  als  1  sein,  denn 
die  Reste  sind  in  allen  Fällen  dieselbe  Functionsform  nnd  g^ben 
also  auch  dieselbe  Entwickelnng. 

So  scheint  es,  als  ob  die  Schwierigkeit  nur  mit  Gewalt  kerbet 
gezogen  sei,  oder  dass  sie  sich  auf  die  Meinung  gründe,  dass  di- 
vergirende  Reiben  nur  Ausdrücke  niit  gewissen  syntaktischen  Eiffcn- 
schalten  seien.  Sind  sie  denn  nicht  zugleich  auch  charakterisch 
für  die  Fanetion,  woraus  sie  entspringen,  d.  h.  kann  dieselbe  voll- 

TMl?.  11 
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stäadig  beitimste  Reihe   aus  versckiedenen  <  PaMctioDtfemeii  «nt- 
wiekelt  werden? 

Jene  angedeutete  Denonatration  Cancbys ,  filr  den  binomisekeii 
Lehrsats  scheint  mir  anch  mit  dem  Namen  einer  Sammirans'  nr 
nicht  richtig  bezeichnet  zU  sein.  Bs  wird  von  den  Bigeasehanen 
der  Reihe  auf  die  Function  xnrück geschlossen,  aas  welcher  sie  ent- 
wickelt werden  kann.  Die  ganse  Demeastration  ist  so  gehaltem, 
dass  die  Bedingung  der  Gonver^enz  gar  nicht  z«r  Sache  gehört, 
dass  sie  anch  ohne  diese  Rücksicht  ganz  dieselbe  bleiben  würde, 
wenn  maU'  nur  statt  des  Ausdruckes  der  Snmme  den  attgemeiaereB 
der  Entwicklung  zu  substituiren  beliebte,  d.  h.  wenn  man  die 
Frage  so  stellen  wollte:  ans  welche  Function  kann  die  sa  gebil- 
dete Reihe  entwickelt  werden?  Und  wie  gross  ist  nun  der  Unter- 
schied dieser  Metho|le  von  der  der  unbestianaten  Coefficienten,  wel- 
che nicht  von  den  Ri^enschaften  der  Coefficienten  einer  Reihe  aaf 
die  entwickelte  Function,  sondern  nmarekehrt  van  den  Eigenschaf- 
ten der  Function  auf  die  Coefficienten  Direr  Bntwiekehiag  sehlieaat? 

§.5. 

Die  Copvergenz  oder  Divergenz  hat  auf  das  Entwickelnngsge- 
setz  gar  keinen  Einfluss;  sie  wird  aber  alsbald. erkannt,  wenn  die 
Reihe  vollständig  ist.    Zu  solcher  Erkeantniss  Iftfest  sich  aber  mit 
weit  weniger  Aufwand  von  Rechnungen  gelangen,  als  gewöhnlich 
geschieht,  denn 
von   der  aus   der  Function  /{of)    entwickelten   Reihe 
weiss    ich    allemal,    dass    sie   conyergirt,    wenn    ihre 
Glieder. bis  zum  Verschwinden  klein  werden. 
Dieses  will  ich  jetzt  zu  begründen  avchen. 
Es  sei 

/(a:)  =  X(i)  -H  ^c»)  +  •  •  •  •  -X(,)  -H /l(„), 
wo  /{(«)  den  Rest  bezeichnet.    Auf  |[Ieiche  Weise  hat  man  dann 

fa:)  =  X(i)  -h  X(2)  -h X(it-i)  +  Ä(„-i),  , 

woraus  sogleich  folgt 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  venchv^indet  also  die  Dif- 
*ferenz  zweier  Nacbbarreste  immer  mehr  und  mehr,  je  höher  man 
in  die  Reihe  geht.  Desahalb  verschwinden  entweder  die  Reste  seihst 
nnd  dann  ist  die  Sache  klar. 

Will  man  aber  annehmen,  die  Reste  verschwinden  nicht,' ao 
müssen  sie,  wenn /'(^)  und  alle  Glieder  seiner  Bntvrickelung  end- 
lieh  sind,  selbst  nur  einen  endlichen  Werth  haben.  Zugleich  wer- 
den sie  aber  auch  im  Fortgange  der  Reihe,  zu  Folge  der  Voraus- 
setzung immer  kleiner.  Denn  sind  alle  Glieder  der  Entwickelung 
positiv,  so  zeigt  die  Gleichung 

Ä(fi-1)  —  Ä(»)  =  3r(n),   dass  Jt(n}  <  /^(f^D)  ift(M4-l)  <  Ä(«)  U.  8.  W. 

Wechseln  aber  die  Vorzeichen»  so  kaaii  man  wegen  der  Vorana- 


I 

■etsiing  positive  CHiedergrappen  byden,  die  bis  zum  Verschwinden 
abDebflien,  und  man  erbält  dann  eine  Reihe  positiver  Glieder,  für 
welebe  witpd^  dasselbe  ff ilt,  wie  vorbfe.  Atreh  lilsststeli  derSchlussr 
Mcbt  mf  de«  Fall  aas^Kboen,  wo  alle  bjfheren  Glieder  der  Reibe 
negativ  aind. 

Hieraoa  folgt  aber  mit  Notfawendlgkeit,  dass  wen«  die  Reste 
eadlicb  bleiben  sollten,  sie  sieb  einer  (^nutanteri  Grösse  V  ohne 
Ende  »äbara  misaten.    Ba  wftro  also  die  Gleicbang 
• , 

um  80  riditigeff,  jo  grösser  n  wire,  also  «acb  die  Oleiebang 

« 

nss  so  riohtigory  je  grisaer  •  würe«  leb  finiJe  also  jetzt,  dieselbe 
Reibe  convergirend ,  von  welcher  ich  vorhin  annahm,  dass  sie  di- 
▼ergire.  Da  min  aber  die  Reibe  eine  Entwickelnng  von  f{a:)  ist, 
80  nähert  sie  sich  aneb  ohne  Ende  dem  Werthe  von  f(a:)  und  nicht 
dem  von  f{as)  —  C,  also  dass  C  verschwindet.     . 

Nimmt  man*  an,  dass  bei  übrigens  endliobea  Gliedern  der  Reibe 
die  Reste  unendlich  werden,  so  muss  natürlich  auch  f{ap)  unendlich 
sein.  Diesen  Fall  könnten  wir  von  unserer  Betrachtung  ganz  aus-' 
Bcbliessen^  alleio'  es  ist  der  Saelio  aagemesMaery  den  Begriff  der 
CJonvergenz  auch  darauf  auszudehnen.  Der  Rest  verschwindet  näm- 
lich hier  nicht  absolut,  sondern  im  Vergleich  zum  Werthe  vony(.rK 
tt«d  weil  ^99t^  aaandliicb  ist,  %o  msss  man  aadirlieh  den  Rest  bis 
ins  Unendliche  hinausrücken.  Es  ist  noch  immer  ein  grosser  Un- 
terschied zwischen  einer  divergirenden  Reihe  und  einer  solchen, 
deren  Summe  uqendlich  gross  ist.  Bei  der  erstcren  kann  von  einer 
Summirong,  d.  h.  Zusammenrechnung  der  Glieder  auf  keine  Weise 
die  Rede  sein.  —  Olivier  hat  in  einem  Aufsatze  in  Crelle^s  Journal 
einen  ähnlichen  Satz  aufj^estellt,  als  ich  hier,  allein  er  lässt  solche 
Reiben,  die  eine  unendlich  grosse  Summe  haben,  an  dem  Begriflfe 
der  Convergenz  nicht  Theil  nehmen,  auch  redet  er  nicht  von  ent- 
wickelten Reihen,  sondern  iletzt  dieselben  als  nrsprnnglich  gegeben 
voraus»  Ihn  sollte  eigentlich  der  Satz  zu  der  Entscheidung  führen, 
ob  die  Sanhae  e)ner  gegebenen  Reibe  endrich-  oder  unendlich  sei, 
and  das  kann  derselbe  nicht  leisten. 

Doch  wir  wollen  uns  dabei  nicht  länger  aufhalten;  wir^aehen, 
dass  wenn  f{a:\  einen  endlichen  Werth  hat,  der  Rest  seiner  Ent- 
Wickelung ,  deren  Glieder  wir  endlich  voraussetzen,  auch  nur  end- 
lich sein -kann.  Werden  dann  noch  die  Glieder  der  Reihe  über  alle 
Gränzen  klein,  so  coavergirt  sie,  und  diese  Wahrheit  überhebt  uns 
vieler  nutzlosen  Rechnungen  und  bringt  uns  aaf  ein  freundlicheres 
Feld  der  Wissenschaft,  wenn  wir  nur  unahlässlich  die  einzig  ihrem 
Charakter  entsprechende  Methode,  die  der  Entwickelungen  nämlich, 
sie  seien  direct  oder  iadirect,  verfolgen  wollen.  Für  jene  Fehler, 
die  man  dorcb  den  Gebrauch  divergireoder  Reiben  bekommen  ha- 
ben will,  werden  sich  sicherlich  bessere  Erklärungsgrunde  aufKn- 
den  lassen,  als  die  Divergenz,  und  die  Wissenschaft  wird  aus  den- 
selben  einen  grösseren  Gewinn  ziehen,  als  durch  all*  Untersuchun- 
gen über  die  Convergenz. 

11* 
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f.«. 

leb  kojnne  noD  noch  sar  EDtwickeloni^  der  Bxponeiitiftlreiiiey 
für  welche  ich  nur  die  Gültigkeit  der  Binomialreihe  bei  gaasea  po- 
sitiven und  negativen  Exponenten  voranuetse.  Ist  «p  fiir  solche 
Exponenten  entwickelt,  ao  läset  aich  ihre  Aligeneinheit.  sehr  leicht 
darthun  und  daraus  dann  rückwärts  auf  die  allgemeine.  Giltiffkeit 
der  Binomialreihe  schliesaen.  Ich  meine  gerade  nicht,  daas  aar  die- 
sem Wege  etwas  Wesentliches  gewonnen  werde,  obscbon  man  da- 
bei auch  nichts  einbusst;  mein  Zweck  ist  aar,  die  Methode  der  oo- 
bestimmten  Coefficienten  in  ein'  klares  Licht  zu  setzen. 

Die  Entwickelnufp  der  Exponentialreihe,  die  ich  hier  f^ebe,  ist 
keine  andere,  als  die  von  Tnibaut  in  der  allgemeinen  Arithmetik 
angedeutete,  aber  nicht  bis  zn  den  Anforderungen  der  neueren  Ma- 
thematik durchgeführte.  Sie  besteht  lediglich  m  einer  anderen  An- 
ordnung der  Binomialreihe.   In  «^  setze  ich  «r  =s  1  -f-  6  und  erhalte 

also  wenn  ich  ■       ,  =/?  setze: 

•x=:l  +  */»  +  -y;5-/»«  + j^j-j /»•-*-.... 

Löse  ich  hier  die  Facnltäten  aller  Glieder  auf  and  beselehne  durch 

r 

C(fli)  die  Summe  aller  Prodncie  zu  je  r  Factoren  ans  den  Zahlen 
yon  1  bis  nt,  so  wird: 

1 
or .  or  + 1  =  ^'  -I-  Cj[i)ar 

1  s 

ist 

u.  8.  w. 

Stelle  ich  nun  hier  alle  Glieder^  zusammen,  welche  gleiche  Potenzen 
Ton  X  enthalten,  so  bekomme  ich  die  neue  Entwickelung: 

-f-W»  ^    ^  P    *f-  ^  jP      "•"4.5.0''     ^••••M.2.S 

tt.  s.  w. 
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was  wir  kfiner  mit 

bezeichnen  wollen.    Hier  i<t  nun 

1  s 

I 

r 

"•"«+ 1. fi -4-2.... n  +  r'^^-" 


Dabei  ist  aber  Boob  sn  bemerken,  dass  diese  Bntwickeinng  so-; 
wohl  fir  Bositire  als  aneb  für  negmtire  a?  ^It  Bei  letzteren  mnss 
swar  die  Reihe  endlich  abbrechen,  indem  sieh  o^'anf  (1 — ß)^  re- 
dncirt^  allein  da  dann  alle  Glieder  der  Reihe,   welche  man  nach 

fleiciiem  Gesetz  über  das  Glied  ß*  hinaas  bildet,  der  0  gleich  wer- 
en,  so  ist  die  Portf&hmng^  bis  ins  Unendliche  immerhin  zulässig. 
Die^Btttwickelaog  ist  in  Bezug  anf  or  eigentlich  schon  roli- 
atilndig,  es  bedarf  bloss  noch  einer  Rednction  der  CoefBcienten  nnd 
der  Naehweisong  der  Convergenz,  nm  jetzigen  Anforderungen  zu 

m 

genügen.    Weil  aber  i|herhanpt  C(«)  =  1  •  2  •  3 . . . .  as,  so  wird 

IV.    Jl  =  ß+iß^'^iß'+iß^' 


•  •  •  • 


Mit  meinem  oben  anfgestellten  Satze  darf  ich  eif^entlich  die  Con- 
Ycrgenz  dieser  Reihe  nicht  beweisen,  weil  ich  die  Function  /{ßj 
noch  nicht  kenne,   ans  welcher  ji  entwickelt  werden  kann.    Da 

b  ar^  1 

indessen  ß  s=  .       .  =  für  alle  positive  b  ein  echter  Bmcli 

ist,  so  fiUt  die  Reihe  A  schneller  als  die  geometrische  ß  +  ß* 
-!-/?*  +  ...•  =  ]~jf  ==  if  und  es  bt  folglich  jK,b. 

In     A{n)     iit     dar     Goefficient     des     allgemeinen,  Gliedes 

r 

; — ^^^i"  *^ -— ,  and  es  isf  derselbe  kleiner  als  der  CoefS- 

cient  von  ß^  in  der  Entwickelang  von  (1  —  ßY^,  d.  h, 

T  <(«  +  *•  — ^V)- 


ii-f<l.iv-f-2..««it-f<r 

n 

Denn  das  grösste  Prodact  in  C(ii4.r-])  ist  m.it*|-l,i»-|-2.«..ii-H' — If 
nnd  da  .   '   J^    "I    ""    =5 (ü  +  r  —  l)(r)  die  Anzahl  al- 

ler  Prodacte  iit,  so  hat  man 

r 

und  daher 


IM 

r 

woraus  obige  Behauptung  «ogleieh  hervorp;eht.  Daher  sind  alle 
Glieder  der  Reihe  A{^)  kleiner  als  die  gleiohzähljgen  in  der  Ent- 
TirickeluDg  j^(l  —  P)"^^  und  folglich,  weil  hier  C^nvergenz  statt 
üodet, 

Also  sind  die  Glieder  der  Expotoevtialreihe  sämmtlich  kleiner  als 
die  gleichzähligen  in  der  Reihe  1  +  ojc  +  -r^  -f-  ^  n  9  •  •  •  •>  ^^^ 

da  diese  schon  bis  ^  ins  Unendlieba  ahaebne«,  so  darf  maii  aaeliiBei- 
nem  obigen  Satze  auf  die  Convergens  der  Bxpooeatialreilie  scbUiemHi» 
da  die  Summe  derselben  zu  Folge  der  fiaftwJokeUwg  MChts  ander« 
als  a^  sein  kann. 

Bisher  haben  wir  directo  EntwickefaiBg  and  dieselbe  ist  eiMmU 
licH  in  so  fc^a  schon  iroUständig,  als  der  Werth  von  «^  durea  die 
Reihe  I.  schon  berechenbar  ist.  Oa  aber  ^1  -^m'^^'-^n)  Functio- 
nen von  ß^  d.  h.  von  0  sind,  so  könnte  es  komm^a»  dass  eine  |^e- 
wlsse  einfache  Relation  zwischen  den  Coefficienten  statt  Jbätta»  wel* 
ebe  aus  A  alle  übrigen  finden  Hesse.  Um  diese  Relation  auf  di- 
rectem  Wege  cu  entdecken  >  mässtea  vrir  tiefer  In  die  Natac  des 

r 

Ausdrucks  C(m)  eincehea ,  'alleiii  pua  dieses  za  vermeiden,  bedienen 
wir  uns  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten,  d.  h.  wir  sa- 
rhen  die  Relation  der  Coefficienten  ^»  .4cQ  •••• -^O«)  durch,  die 
Bigenschafien  der  Function  a^. 

Wir  setzen  daher  o;  +  y  statt  ^a?  in  II.  und  erhalten  dorck 
Auflösung  der  Potenzen  von  ^r  +  y  leicht  folgende  neue  Anord- 
Bong: 

-f- M  +  ^ö)  or  + -j^g-  +  j375 -♦-...  .ly 

womit  ich  meine,  dass  die  Entwickelung  nach  den  Potenz)en  von 
t/  geordnet  sein  soll.  Aus  a^i^^  =z  a'^asf  erhält  man  aber,  wenn 
man  für  av  die  Entwickelung  einsetzt: 

VI.    a^  =  a'  +  Aa'9^^^^+.... 

Bier  meint  man  nun  gewöhnlich  nodr  iiBrnere  Umfaildungea  machen 
zu  müssen,  um  zu  beweisen,  dass  in  V.  and  VI.  die  Glieder,  wel- 
che die  erste  Potenz  von  y  zum  Factor  haben,' wirklich  gleich  sind. 
Ich  halte  diese  Bemühung  liir  sehr  überflüssig,  denn  es  handelt  sich 
hier  nicht  um  eine  numerische  Gleichheit  beider  Untwickelongen, 
es  ist  ja  die  Frage  darnach,  Welche  Relation  zwischen  den  Coeffi- 
cienten Ay  A(^} ....  Axn)  statt  haben  muss,  damit  die  EntwiclMiangen 
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in  V.  und  VI.  dnrchan«  identiach  wetden.    Hierdnroli  mri  ja  di« 
.  Identität  der  gleidhgebildeten  Glieder  in  beiden  Reihen  zur  .unmit- 
telbaren Bedingung.    Han  bat  daher ,  wenn  man  die  Glieder  ohue 
y  Tergleichti 


1.2 


•   •  •  « 


wie  nothwendig.    Alsdann 


A{%)x^  ^^  ^(4)^ 


d.  h«  wenn  wir  wieder  «tatt  a*  die  Reihe  IL  einsetzen: 


A- 

=zA  +  A*JC 


•  •  • 


J.2      "    i.2.a 

und  folglich  A(2)=A*^  A(t)  =  AA{2)^A*y  A(i^±=:AA(t)=iA*„.. 
überhaupt  Am  ss  A*^. 
Diuier  haben  wir 

VII.    a*  =  H-^^- 


i#»Ä?» 


*^t 


J*ai 


J*a:* 


1.2 


1.2.3 


1.2.3.4 


•  •  •    • 


WO   nun  die   Bntwickelung  yoUständig   ist.     Die  Gleichung  A(h} 
z=sA*  fuhrt  uns  zngleich  auch  zu  dem  schönen  Resiltate«,  oasa 

VIII.    (^  +  i/?»+i/?»+-i/?* +....)» 


_A.^-feL 


Cqh^i) 


Süijria AH^  . . 


Es  ist  nun  noch  zu  beweisen ,  dass  die  Reihe  VIU.^  allgemein 
gilt.  Zu  dem  Ende  bemerken  wir,  dass  A  eine  Function  von  a 
ist,  die  wir  mit  9(0)  beziSicIhnen  wollen.  Setzt  man  o"  statt  0, 
wo  m  eine  ganze  Zahl  ist,  so  wird  yi{a^)  ans  9(0).    Da  aber 


(«")*  ;=; ««»«  =  l.-h  ^0f  ^ 


1.2 


so  sehen  wir  sogleich,  dass  f{i^)=zm^a)  sein  musB.  Dieses  gilt 
zunächst  für  ganze  positive  oder  negative  m,  kann  aber  leicht  auch 
fiir  gebroehene  jv  bewiesen  werden.    Man  hat  nämlich 


daher 


sK«»)=7»(«). 
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Demnäcli  ist  auch 

a9  =(ay»>  =  i4-y(ay).;>+^^x/j^ 


•  •  • 


2,  t  (y(«))*   ^ 


=  I  +  y(«).^,+  i^.^  +  .... 


d.  h.  die  Exponentialreihe  gilt  för  alle  positive  oder  negatife  ffanme 
oder  gebrochene  Wertbe  des  Exponenten*  Daher  §put  aaeh  die 
Reihe  1.  fiir  jedeik  Werth  von  or,  und  wenn  man  ^e  wieder  so  re- 
ducirt,  dass  die  gleichen  Potenzen  von.  ß^  ^nsanmen  koMaen,  dann 
statt  der  combinatorischen  Ausdrucke  wieder  die  FacuUäten  setxt, 
so  erhält  man  die  Binomialreihe  wieder,  die  folglich  gana  allgemein 
gilt 

Der  Werth  von 

*  =  (^)+«(^)"H-t(^)'+- 

zeigt  uns  anf  das  Unxweideutigste,  dass  fiir  o  eine  solche  Zahl 
ezistiren  müsse,  wodurch  ^  =  1  wird.  Bezeichnen  wir  sie  mit  0, 
80  hab>n  wir 

^*  • • • » 


tf*. 

=  Hr 

^-1- 

0?» 

1.2 

+  i 

.2-S**" 

also  för 

a:^l 

e=:2 

1 
"*"l.2 

"*"l 

1 

-h 

1 

•  2.S 

1.2.S.4 

•  •  •  • 


Wir.  machen  nun  €  znr  Grundzahl  eines  Logartthmanaystems, 
das  wir  das  natürliche  nennen.    Weil  dann  f&r  ^  =  1: 

«=1  +  ^+175  -t-i757ä-t- ^1 

so  folgt 

jf  =  log  nat  0« 

Da  nun  a  =5 .  ^  1,  so  folgt  sogleich: 

log  nat(l-/J)=:-(i?  +  iiJ»  +  4iJ»+4/J*  +  ....). 

Einen  wichtigen  Zweifel  dHrfen  wir  uns  jedoch  am  Ende  nicht 
verhehlen,  dien  ich  absichtlich  in  die  Rechnung  des  vorigen  Paragra« 
phen  legte.  Die  Aufgabe  war,  in  den  Reihen  V.  und  VI.  die  Coef- 
ficienten  so  zu  bestimmen,  dass  beide  identisch  werden.  Diess  er- 
fordert, dasa  die  gleich  gebildeten  Glieder  identisch  sind.  In  der 
Tbak  liegen   auch  die  von  y  freien  Glieder  o*  und  1  +  Aap  -|- 

'  I  ^"  +  •  •  • .  ichon  als  identi]ich  vor.   Dann  machten  vrir  die  Glie- 
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der  mü  der  erftteo  Petens  ?eD  y  identiiell,  niuiHeh  A  .  t^  sss  jä 

H-  A{^ap  H — r^  +  •  -  •  •  »od  dieses  fahrte  uns  auf  eiamal  sur  Bq- 

stttiBaiig  der  g^raehteii  Reletiev  swisehen  deo'  CoeffieienteD  A^ 
A(2) .  • . .  A(n)^  DeuDach  werden  io  V.  aod  VI.  die  Bwel  ersten 
Glieder  beider  Reihen  identiseh,  aber  wie  steht  es  denn  Mit 
den  Gliedern»  welche  die  höheren  Potenien  yon  y  lu 
Faktoren  haben? 

Man  hilft  sich  hier  gewöhnlich  damit,  dass  man  beide  Reihen 
einander  gleich  setst,  die  gleichen  von  y  nnabhängigen  Glieder  dann 
weglässt,  mit  y  dl?idirt  und  mletst  y^O  set^ftt,  wodurch  man  die 
BestimmnngBffleichuog^  für  alle  Coefficientea  erhält.  Dieses  Verfall-' 
reo  ist  im  Grunde  mit  dem  der  Diflferentialrechnung  gans  einerlei, 
denn  man  erhält  dadurch  die  derivirten  Functionen,  und  eben  da- 
hinaus kommen  auch  andere  Umbilduogsmethoden,  s.  B.  die  im  ma- 
thematischen Wörterbucbe  Bd.  V.  Th.  I.  S.  500  in  Anwendung  ge- 
brachte. Aber  es  bleibt  hierbei  immer  der  oben  ausgesprochene 
Zweifei;  es  werden  swar  xwei  Glieder  der  beiden  Bntwickeinngen 
für  a*^  identisch,  aber  nicht  alle.  Vielleicht  ist  dieses  ein  Haupt- 
ffrand,  warum  die  Methode  der  unbestimmten  CoefBcienten  nicht  be- 
friedigen wollte.  Denn  die  Relation  der  Coefficienten  soll  ja  so 
bestimmt  werden ,  dass  die  Bedingung  a^>^=zaP^ .auf  erfüllt  wird, 
nicht  dass  bloss  ein  Paar  Glieder  von  beiderlei  Bntwickelung  iden- 
tisch werden/ 

Man  hat  hier  offenbar  ein  Princip  in  die  elementare  Analysis 
herabgeaogen,  ohne  davon  nur  die  mindeste  Rechenschaft  in  geben. 
Wenn  daher  die  Methode  i|icht  befriedigt,  so  kann  man  doch  des- 
wegen den  Grnnd  nicht  den  unbestimmten  Coefficienten  snr  Last 
legen.  So  wie^  diese  Methode  vielfach  angewandt  worden ,  ist  sie 
eigentlich  nur  durch  eine  gut  begrändete  Derivationsrechnung  su- 
lässig. 

In  unserem  Falle  lässt  sich  freilich  die  vollständige  Nachwei- 
snng  leicht  geben.  Die  vollkommene  Identität  der  beiden  Reihen 
V.  und  VI.  erheischt,  dass  überhaupt 

Ainya'  und  A(^y  +  Ac^i^  +  ^^a:^  +  f^a:*  +  ..\. 

voUkommeD  identisch  werden,  wie  sich  sehr  leicht  ergiebl,  wenn 
man  aus  den  Reihen 

■ad 

•»(1+^y+^-l-. ...)  =  «*.«» 

die  Glieder  heraussondert^  welche  den  Factor  y^  haben.  Selsen 
wir  nun  statt  A(m)j  ^(m-i-i)>  ^C»44)  '^^  >■>  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundenen Werthe  jl",  A'^^j  Jh^^  so  ist  die  Identität  der  obigen 
allgemeinen  Gleichung  sogleich  einleuchtend,  und  die  Eutwiekehing 
der  Bxponential-,  so  wie  auch  der  Binomialreihe  ist  auf  das  streng- 
ste gerechtfertigte 

Aber  so  leicht  dürfte  die  Rechtfertigung  in  anderen  Fällen 
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tticbt  sein,  daher  alletdfcpffB  nu  ratkeii  ist»  4ie  Methode  der  «nbe- 
stijninten  Coefficienten  nicot  hei  Seite  za  legen,  desn  wir  worden 
dsDii  die  Analjsis  an  ihrem  innersten  Wesen  Terletaen;  wohl  aber 
ist  za  rathen ,  die  Schwäehen ,  welelM  den  eleoieatarea  Beftwicke- 
langen  hier  und  da  noch  anidebee,  dareh  klage  Haoasregeln  so 
heseitigen* 


XI. 

sar  la  tb^rie  des  axes  principanx 
et  des  axes  permanents  de  rotatioo. 

Par 

Monsieur  Steichen^ 

Profesaeur.a  i'icole  militaire  de  Belgique 

a  Bruxelles. 


{•  1.    Th6orie  des  axes  principoHx. 

1. 

L^objet  de  cette  dissertadon  est  de  simplifier  et  de  conpl^r 
la  tb^orie  des  axes  principaoxy  et  ponr  atteindre  a  ce  hat,  nons  re- 
'  prendroDS  en  entier  le  probl^me  qiii  s'y  rapporte  et  nous  baserons 
notre  Solution  snr  quelques  d^finitions  et  notions  fondamentales  de 
ntomiqae»  quo  l'on  admettra  probableneot  sans  dif&cult^i  ear  eea 
notioDS  ne  renferment  en  elles  -  minies  rien  de  grAtak,  et  alles  of* 
frent  Pavantage  de  conduire  par  le  moyen  de  Tanalyse  ordinaire  i 
la  Solution  direote  des  questioM  k  traiten 

Concevons  an  Systeme  mat^riel  homogene»  pour?a  d'un  axe 
fixe  qui  le  traverse  en  son  centre  d'inertie,  k  Finster  d'nn  essiea 
raide  et  in^branlable,  et  imprimons  au  corps  un  moavement  de  ro- 
tation  sur  cet  axe.  Serii«t-il  potfsible  de  tronter  a  cet  axe  ane 
Position  pour  laquelle  les  «forces  centrifages,  qai  natssent  de  celte 
rotation,  se  &ssent  ^«ilibre  et  ne  teodent  pas  a  le  d^plater^ 

Pönr  s'aasnrer  de  la  possibilit^  de  la  questioa  et  poar  en  trfii* 
Yor  ea  m6me  temps  ane  .soJation  direete  etg^n^räle,  U  fürt 
eommteneer  ^ar  exprimer  analytkjaement  les  eonditioiMi  m^eaaiqaes 

au'eUe  entratee.    Or  comne  les  foi^cea  centrifuges  ne  doivent  point 
eplacer  l'essiea  de,  rotation,  lors  mSme  qu'il  serait  libre,  i&  faut  qoe 
I*  somsMMi  aig^brique  de  lears  composanteti  sttivaat  an  axe  qaelcon- 
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fMt  toifc  »y le,  et*  fse  ib  pliuii  fear  iteergit^  totale  a  tonnier  l^niett 
U«  roialiaD  aatoar  #ub  aulve  ax«  qacleaoqBe,  passaat  par  le  canli^ 
wAi  aalfo  auMU  Alaia  ea  «ra^ä«t '  par  oa  centr«  ua  plaa  aaraial  a 
Taxe  fixe  prinfttif^  et^.tiraat  dMis  ee  jilaa  deiiz  axca  ractangvilairea 
eafr^eiiK  M,  Jj^y  oa  abtteat  an  syat^ae  di'axat  eooriiöaa^a  reela»» 
f^kt  /«',  :#^y  ju^j  4oaft  la  darntet  aouicidle  avto  Taxe  da  laiatioo» 
at  dcwt  lea  daar  {iMsiefta  .leramt  caacds  fixea  dana  le  carps,  laaia 
aoiilcB  aviac  Im  aataar  da  Ja/*  8i  daiic  O  d^aala  la  vitaaae  aa^ 
galaiM  dai  ayatbma  touraaitf,  et  qae  ^,  j/»  a'  saiaat  las  caordooildaa 
d'un  poiot  mat^riel  quelcooqae  m  da  aoUde,^  ea  aara  lea  foKea^ao« 
IriftiyBa    partidlea^    r^r^aaatdea    pat    lea    eaptaaaioaat    a»  «  £*  . 

V^y"H-«'*,  «i'.fi^.k'y'« -!-**»  /...;  et  toaUa  ces  force»  «aat 
ijormales  de  directioQ  a  l'axe  /o?',  Ja  somme  de  leprs  projections 
ortLogonalea  sitr  cette  ligne  vei*a  aalle  d*elle  -  oidme.  H  faadra  donc 
l«s  estimev  par  rajiiport  ä  uae  «ulre  draUe  a^aat  aae  positioD  moina 
particuliere,  et  Too  pourra  toujours  commencer  par  preodre  //  ponr 
axe  de  coiaparais6D. 

La   projcction   aor   cette  droite  de  la  force  centrifage  mQ*  • 

V^y'»-4-«'»  ae.  r^oit  k  aaQV»  «^  ^«  aitee  suf  l'axe  Z»'  eile  da* 
vieat  aaß'  .»';  aiiiai  d'aproa  la  {M'eniere  aaaditLoa  qoi  dait  exprimer 
la  nullit^  de  )a  4raB«latiaa»  oa  da  la  teadtaaee  du  aalide  k  la  traaa- 
latioo,  le  long  d'ua  axe  qaelcooque,  il  faadra  poser  les  ^uatioas 
aaalytiqaes: 

•  .  .•  • . 

lesqaelles,  par  saite  de  la  d^fiaition  da  centre  d'inertie,  sont  satis- 
faites  d'elles  -  mdmes ,  et  l'oa  anra  par  coDS^qaeat  pas  besoia  da 
s'ea  eBitMirrosser^   . 

Qaaot  au  moyen  d'exprimer '  la  secoade  coDdilioa,  Oa  doit  sa 
rappaler  qiie  l*eaergta  totale  de  toHisienra  forees  a  toiimr  mt  4araa 
aatour  d'aae  droite,  teile  qne  Jj^'y  s^obtieat  par  la  projectioa  de  ' 
tavtee  lea  forces  sar  av  plan  perpendictifaire  a  la  droite,  ttpar 
PadditHm  afg^brique  des  nomeats'  des  forees  aiosi  projet^s.  Mfaia 
las  fereea  eeatrifngea,  projeC^es  |rar  exemple  sar  te  plaa  des  o^x' 
doaaeat  Ken  a  ^n  gronnpe  de  forees  paralleles  O*  .  m%\  G*  .  imx'% 
ß^ .  ai»''' . . . . ,  parcequ'Mles  soat  toates  dirig^es  daas  des  plavs  per» 
pen^cfDlaires  a  l'axe  la/;  de  ptas  le  atomeat  d^Dae  force,  teile  que 
JK*  .  m»\  par  mpport  k  Faxe  //,  se  compose  da  pradoit  de  Q^ .  m»' 
par  la  perpesdlcalaiire  a^iss6e  de  Vorigiae  /  sar  la  directtoa  de 
la  foree,  oa  par^l^bscisse  a/.  de  sorte  qoe  ce  momeot  est  Si*  .m 
•  4^a'  et  te  moaieat  total  Sera  parcons^qaeat  Si*  ,  S  ,  ms/aifi  -^ 
Oa  troufera  de  ai^me  qua  P^oergie  totale  des  forees  a  toaraer 
le  Corps  et  Tessien  laf  aatoar  de  Taxe  /a'  est  repr^ieat^  par 
Si^S.ma/ff'y  et  pour  expriaer  qua  cette  donble  teodaace  a  la  ro- 
tatioo  est  aalle,  il  fandiu  poser  par  ^ coos^queat  les  conditioas 
aaalytiqaes : 

Ob  poarrait  peat-6tre  croire,  qae  ces  eaadkioas  aoieat  iasaffisaates 
paar  exprimer  que  les  forees  centrifuf^es  ae  teadeot  pas  a  d^placer 
Taaa  /^;  amia  on  doit  renarqoar  qo'eHes  wm  saut  pas  aiiaia  toatea 


denx  ndceMairM,  et  qn'iuie  seiile  d'entr'eltefl  niffit,  piiMqae  nomm 
n'avoos  pa«  asaign^  juiqn'ici^  de  petitioii  partieiili^  aaz  axes  fy^^ 
1%'  dans  le  plan  'normal  eo  /  k  /d/«  Seuiement  .d^aqn'on  se  donoe 
1a  direction  de  //,  celle  de  la^  eo  r^ialte,  comme  devant  %tn  Der- 


lei denx  dqoatioDs  prde^eatea»  parceqn'aleiw  Im  gyration  de  Zr^ 
antour  de  iy  poarrait  6tre  nalle,  sana  qa'elle  le  fikt  en  mime  teapa 
autour  de  Taxe  J»\  noraal  ä  J^. 

Cela  poi^  trafen«   au  ceatre  d'inertie  /  troas  noaYeaax  azea 
reetangles  /r,  ly^  1%  qni  soient  fixes  et  immobileai  et  suppoaoaa 

co8(a/>^)  =  ay  co8(a/,y)  =  /?,  cos  (a;',  «)  =  ^^ 
C08  (sr', ^)  =  «'f  co8(y',y)  =  /r,  cos (s/.  « )  =: ;^ 
cos  (»',  o?)  =  a",    cos  (»',  y)  =  §>\   cos  (a V  »)  =  y" 

de  plus  or,  y,  «  d^ootant  les  coordonn^es  d'un  point  la,  rapport^ 
anx  axes  fixes,  a  un  instant  quelconqne  de  la  rotation,  poar  leqnel 
ce  m^me  peint  a  par  rapport  anx  axes  mobiles  les  coordonn^s  ^, 
y,  %\  on  doit  aToir  d'apr^s  la  transfermation  connlfte: 

ap^  =  aap +  ß ff '•{'/% 
y^so^^  +  Z^y+^a  . 

«'  =o"^+/J^y-»-y^a 

et  les  six  dqaations  de  condition: 

oo'^^/J/r  +  yy'ssO,  aa^'+ßß''^rr"=^9  a^af-hß'fir+r'/'zszO. 

Mais  pour  que  l'essieu  /o?',  jasou'ici  arbitraire  de  direction  dans  le 
Systeme  mat^riel,  a  cause  qu'u  a  ^t^  rendn  fixe»  coincide  avec 
Taxe  d'^quilibration  des  forces  centrifuges,  partant  ponrqn*^- 
tant  rendti  libre  il  ne  se  d^place  pas  d'un  moUFement  gyratoire, 
pendant  <|^ue  le  Systeme  tonrne  sur  lui,  il  est  n^essaire  que  les  an- 
gles  relatifs  anx  cosinus  a,  ß^  y  soient  oeux  qae  forme  Paxe  d'öqni- 
Kbration  avec  les  trois  axes  coordonnds  fixes  /«,  fyy  J%  qui  sont 
ind^pendants  du  corps.  11  faut  donc  ^ue  les  denx  ^quations  de  con- 
dition pos^es  plus  haut,  subsistent  ici;  ou  bien  il  sera  n^cessaire 
du  moins,  que  la  prämiere  d'entr^elles  seit  satisfaite,  Taxe  I^  ^tant 
d^lors  arbitraire  de  direction  daos  le  plan  y^a';  il  faut  et  il  auffit 
parcons^uent  que  Ton  fasse  dans  cette  hypoth^se: ' 

fi»  .  J.«ia;'y'==0,  on  S.ma/^:=sO. 

Substituant  la  yaleur  du  rectangle  en  j^»'y  en  fonctiön  de  ory, 
a,  ßf  Y^  et  posant  ponr  abr^er: 

'S .mafi*:ssay    2.aiy*  =  d,    S,m»*s:sc 
2 .mj:y:=s/,    S.ma:%z=sg,   S.mp%  =  Ay 

en  obtieadra  par  un  calcul  rapide  et  facile  la  condition  transformde: 
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^  Et  comaie  cetto  ^oatiob  doU  6tr«  ntitfaito,  quelle  qae  loit  la 
positioD  de  Taxe  J$^  dani  le  plao  normal  isfl»') »  die  doit  eneore 
iire  remplie  poar  le  cas  oü  apr^s  avoir  fait^  toaroer  les  azes  /|/,  /V 
diaas  ce  plan  on  a  amen^  Jy  daat  ane  position  ponr  laquelle  5^/r 
=  90**,  c.  k  d.  ponr  le  caa  de  a'  =r  0,  et  pourvn  qn^on  tienne  compte 
de  la  condition  sinplifi^e  ßß^^^jr/^sO.  On  aura  done  ainii,  en 
•apprimant  le  facfteqr  common  ß': 

i6^p).ßr-^f.ar''g.aß^{r*'-ß*)Az=:0....    (I). 

Mais  r^oation  de  condition  g^n^rale  est  eneore  eatisfaite  pour  la 
Position  particuli^re  de  l'axe  fy  dans  laqoelle  ß'sszO^  ponrvn  qn'on 
tienne  cömpte  de  ta  condition  simplifi^  aa'  +  ;^;^==0,  qni  en.r^- 
anlte;  on  est  arnsi  condnit  k  une  denzi^me  relation  entre  quantit^i 
connües  et  inconni^eff: 

ia'^e)ar+f.ßr  +  ir*—a*)g—a.ß.A  =  0....    (II), 

Or  ces  deux  ^qnations  particnli^res,  ^tant  jointes  a  ia  relation  per- 
petnelle  a*  +  ß*  +  y*=zl^  sont ' ^?idemment  snfBsantes  ponr  d^ 
terminer  les  trois  inconnües  a, /?,  y^  et  partant  la  position  de  l'axe 
d*^uilibration  des  forces  ceDtrirages  qne  Ton  cherche)  mais  rien  oe 
nous  proUFe  eneore  que  cet  axe  existe,  puisque  nous  ne  savons  paa, 
si  r^hmiDation  nous  donnera  des  valeurs  reelles  on  imaginairea 
ponr  a^  ß,  y,  II  y  a  d'ailleurs  noe  antra  difficnlt^,  c^est  que  rien 
n'emp^che  de  faire  a  son  tour  ^=0  dans  l'^quation  gte^rale;  et 
cette  snpposition  donnera  la  3eme  ^quation: 

(a— ^)a. /?+/(/?»— 0«)  +  ^./?;'  — 4.  a;^  =  0....    (111) 

et  Ton  aurait  ainsi  quatre  ^nations  pour  d^ermioer  trois  in^on- 
nAes.  II  importe  donc  d'exarainer  avant  tout  si  la  4^nie  ^nation^ 
marqo^  par  (HI.)»  n'est  pas  une  cons^oenee  des  trois  aotrcis:  car 
si  ce  cas  n'arme  pas,  tonte  recherche  ulterieure  sera  iDutile,  et 
l'axe  chereh^  sera  impossible.  Or  on  voit  aisteent  qu'en  mnki- 
pliant  r^quation  (I)  |>ar  a,  et  T^quation  (II)  par  ß^  et  retrancbant 
les  r^uitats  membre-ä-membre,  on  obtient  en  effet  P^uation  (lll). 
Ainti  ces  conditions  analytiqnes  s'accordeut  d'une  moniere  remar- 

auable  avec  l'obserTation  qu'on  a  pr^sent^e  plus  haut  anr  le  nombre 
^^nations  de  condition  de  la  forme:  S .ma/p^j:^0.  De  plus  en 
op^rant  sur  P^uation  2 .  ma/x'  =  0,  comme  on  l'a  fait  a  l'^gard 
de  Celle  2.«»^^'=  0,  on  obtiendra  manifeatement  une  ^natioo  gd- 
n^ale  qne  Ton  trouye  saus  ^nouveau  ci^lcul ,  en  cbangeant  u\  ßf^  f 
dans  Celle  d^ja  trouv^e,  en  ol\  ß^^  y"  respectivemeot.  Et  si  Fon 
pose  ensuite  a"  =  0,  ^'  ^0,  f"=z  0,  on  retrouvera  eneore  une  fois 
les  relations  (I),  (U),  (III);  ce  qui  offre  la  confirmation  de  ce  qn'on 
avait  pr^vu  sans  caicul,  et  par  le  simple  examen  de  la  natura  m^- 
eaniqne  de  la  questioo. 

Toutes  les  difficnltds  de  la  question  sont  donc  ramendes  ä  d^- 
terminer  lea  troia  inconuAes  a,  ß^  y  par  le  moyeo  de  deux  quel- 
eonquea  des  ^quationa  {I),  <II)9(UI)  et  de  la  relation  perpdtnelle  a* 
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j 

I 

+  /?'+;''  =  ?•  S^  '^<n>>  la.vAe  it  i nannftr  ei|le^«i  Ji  noe  iden- 
tit^  doDt  ü  »e  loit  plnsbesoin  de  tenir  compte»  od  d^sifii^e  par  & 
l'iDcliDaison  de  Taxe  r^el  ou  imaginaire  snr  le  plan  des  (jr,  y),  et 
par  ff  Pavgle  oompria  antra  aa  projactian  W  ce  plai^  at  antra  Taxe 
/a^V  OD  davra  faiie  d^apr^a  ana  tranaformatlan  conn^: 

a  =s  aas  if .  cos  #9  ßsscQB&  *,sm$fy  ^^aiaain^« 

Si  l'oD  pasa  eaauUej  pour  miaax  abrtger  T^ritore  des  fonniiles: 

tang  ^  =  «»  tang  i;  =  £» 

•  • 

odl  reduira  las  coiLditioiia  trooT^s  plns  baut  aux  faraial^s  aui- 
vantes: 

I{*-c)C+/i.*.l/iTCM-^.*'(i+C')-s^f^/'{:»=o....  (II) 
(^-^). *.VThh? +/.({;» --i)H-(«-/?)^=o....  (III). 

^i  Pan  maltiplia  l'^nation  (I)  par  A,  rA^aation  '(If^  par  g^  ipiaraa 
ratrancKe  easnite  l^oaa  da  L^aatre,  at  qa'on  ^tiaidire  la  qoantii^ 

%\/l  1-f-  ^  comme  nne  senfa  inconnüe  aaxiliaire  w,  .on  aura  une 
^tfeafioD  du  premier  degrd  eo  t#,  pour  d^terminer  celfe-ci  en  foDC- 
tion  des  autr^s  quantit^s;  de  mdme  requatioo  (III)  donaera  eocore 
HP  par  le  preaiier  degr^  en  foDction  des  donn^es  et  de  Pincoonüe  ^. 
ttgalant  dane  eetta  double  valeur  de  »,  od  en  tfrera  par  na  cal- 
cul  pen  compliqu^  nne  ^qaatian  da  troisi^me  degrd  en  C  <]ui  aura 
la  foriaa  8qi.vaiita: 

dana  taqnalla  an  a  pour  abrdger: 

,C.  5=i6(2^>-A»-/*)H-Ä(a-*Ä)(«-c)-4-(2Ä-«-c)/K 
Z>,==^t/^-^»)-/.Ä.(a-4 

Rtoarqifons  qae  qaand  on  fatt  r^liminätion  entre  (|)  et  (II)  senle- 
mant,  on  parvietit  ä  une  ^quation  du  4^ine  degr^  dans  htqueFle  le 
taraia  eonstant  se  r^duk  k ^  .A -^y*  ,At=zO;  de  sorte  que  cettc 
^qnation  aura  une  rncine  nullen  ce  qui  est  facile  k  iaterpretcr,  et 
l^antre  factevr,  apr^s  la  snppressroo  de  cette  racrne  nulle,  rejpro* 
dttira  f^natian  da  3^me  degr<$,  tronr^^e  par  la  prämiere  m^tnode 
d'^iminaiion,  cette  ^uation,  ajant  au  malus  nne  racine  reelle,  mon- 
tre,  qu'an  c(^ntra  d'inerlie  d'un  sjsteme  mat^riel  qoelconqna  donn^ 
il  existe  toujours  an  moias  un  axe  d'^quilibration  des  forces  cen- 
trifuges:  un  tel  axe  est  ce  qu'on  ponrrait  nommer  paar  plus  de  bri^ 
yet^  encore,  axe  de  libre  rotation,  axe  d'inertie  du  corps, 
et  que  l*an  naainia  coannum^ment  a^a  priaaipal. 

Au  contraira  quand  an  spllde  est  atta  en  iBoareaieol  de  rota*> 
tion  aatonr  d*uD  axa  escceotrique^  et  qufil  cantinna  ä  (aarnaf  aur 
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cet  axe  ponnrn  d^on  seul  pohit  fixe,  tani  qve  cet  axe  tonrne  oa 
tende  k  tourner  sur  1e  point  fixe,  sons  Paetion  des  seulea  forces 
centrifiig^s,  )'axe  se  nottmera  ai^e  d'^quilibration  relatif,  axe 


«ttendtt  que  pour  un  point  diffdrent  da  centre  on  ne  saurait  ploa 
ayoir  les  denx  conditions  ^ .  «v^  =  0,  2.ma'=0;  de  sorte  que  sans 
an  point  fixe  I'axe  de  rotation  da  solide  serait  aa  moina  empörte 
d'on  mouvement  de  translation  rectiligne  parallMe,  en  m^me  temps 
que  le  solide  tournerait  sur  lui. 

3. 

L^existence  d^tin  axe  dUnertie^  dans  les  solides  ^tatit  d^jk  re- 
connde,  si  l'on  dirige  Faxe  fixe  des  abscisses  Ix  snivant  cette 
ligne  /;«/,  on  derra  aToir  d'apres  la  condition  m^caniqne  de  la 
qnestion : 

ou  bien 

2.aa«y=:0,  2.«Mrff  =  0;  a  eaose  de  aifzszxi 

car  To?  ea'incidaBt  avec  /o/,  les  deox  aatres  axes  fixes  f^y'I%  des. 
coordonn^ea  doivent  6lre  dans  un  plan  normal  ä  la/ ^  paisque  par 
hypotbkae  nos  traia  axes  direoteura  /r,  Jy^  1%  sont  ractangnlairea, 
et  qoe  d'un  antra  cut^  tout  axe  d'dlqjttilibration  absolu  exise  que 
lea  somnies  de  la  forme  ^.«lory,  2,ma:x  soient  nuUes,  quelle  que 
aoit  d'ailleurs  la  direetion  des  deux  axes  restants  /y,  /s,  tracds 
dans  le  plan  normal.  Donc  pour  le  Systeme  de  coordonn^es  ainsi 
dispos^  il  faudra  avoir/'==^.«Mry=0,  ^=XM:r«s=0,  et  ces 
cooditions  nous  donneront,   ^tant  introduites  dans  les  valeurs  de 

^,=0,  Ä,=0,  />,=0,  C,  =Ä.[(a  — *)(a  — c)  — >S»1. 
L'^nation  du  3eme  degr^,  r^nite  au  seule  terrae  C|C=0  devient: 

* 
Celle- ei  peut-^tre  satisfaile  1)  par  rbjpot^se  (  =  0,  et  cbacune 
des  ^uatians  (1),  (II),  (III)  donnera  pour  «  la  valenr  correspon- 
dante  x=:0:  ainsi  J'on  est  ramen^  a  conchire  ce  qu'on  savatt  d^ja, 

tue  Taxe  d'^uilibration  absein  existe  et  qu'il  coincide  avec  /r.  — 
)  L'^quation  peut  encore  ^6tre  remplie  par  la  supposition  ^==0, 
ce  qui  donnera  encore  une  fois  azssO,  £=:0,  et  cette  cireonatance 
prouve  qu'ontre  Taxe  /r,  celui  des.//,  ou  des  Jm  peut  ^re  nn  axe 
d'inertie  a  cause' qn'on  a  d^jä/'=0,  ^=0:  mais  nous  ne  savoos 
encore  rien  de  positif  k  cet  ^ffard,  puisqu'aucun  Symptome  ne  nous 
annonce  qu'il  seit  n^cessaire  de  poser  ifti=0,  pour  satisfaire  k  F^- 
galit^  Ci\  =  0.  Enfin  il  est  possible  que  le  facteur  eotre  cro- 
cheta,  savoir:  («  — d)(«r  — e)  —  A*  soit  nnl:  ^rouvons  donc  aussi 
cette  supposition:  et  seit  en  cons^ueace: 
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(ä--Ä)(ä  — €?)  =  *•...•      (A) 

fin  vertu  de  /:=0,  gssOj  let  troii  ^qoaüon  (I)»  (II),  (ill)  donneroBt: 

(«  —  <?). «^ — a./}.A=sO     I  ...•  (B) 
(a  — Ä)o/?  — a./.iS=0        ) 

Si  Ton  Bupprime  aux  deux  derni^res  le  factenr.a,  ou  si  sans 
]e  Blipprimer,  on  transporte  chaque  terme  en  A  dans  le  second  aein- 
bre,  et  qu^oo  mulliplie  les  r^nltata  membre  •  ä  -  membre  od  reprodnit 
la  condilioD  ^' =  («F  —  6){a  —  e),  admise  ci-detsos  comam  Seaie 
cas  poBsible.  De  plus  la  secoude  ou  la  3eme  ^uation  doune  /  en 
valeur  de  ß:  et  substituaDt  eette  valeur  dans  la  preini^rey  od  a'eo 
d^duit  aocuue  valeur  d^termio^e  de  ß:  parceoue  tous  les  termes 
du  r^Bultat  reoferoieroDt  le  facteur  ß*i  ainsi  lea  quautit^i  a,  ßj  y 
relatives,  a  cbaque  aze  d^quilibratioo  diflG^reDt  de  x^elui  lof  ou  /i/, 
resteraieot  ludetermiD^es,  et  le  probl^me  g^D^ral  serait  par  coos^- 

Sueot  auBsi  iDd^ternniD^;  or  les  qnaDtiti^  a^dyC^/t=i0^g:s:^,A,  d^peo- 
eot  DOD  seDlemeDt  de  la  positiOD  de  l'aze  Ijp  oh  JHv^  mais  eoeore 
de  la  forme  du  corps,  et  de  la  poaitioD  des  itzes  //,  T%,  qui  soot 
arbitraires  de  directiou  daas  uu  plan  d^fini:  il  est  donc  ioipossible 
d'avoir  g^ndraleneot  A*  =  (a  —  ^)  («  —  <?);  car  qoaud  m6me  cette 
Donation  sobsisterait  pour  une  positiou  sp^iale  des  axes  /y,  /x; 
eile  ne  saurait  pas  rester  vraie  pour  toutes  les  positiouB  dtff^rentes. 
AiDsi  l'op^ratioo  dans  la  quelle  on  suppriaait  d^abord  le  feeteor  a, 
eommun  a  tous  les  termes  des  jleux  deroi^rea  ^uations,  on  ii  ssp- 
primer  le  facteur  commun  a^ß/  aus  termes  de  la  combiuaisou: 


n*est  point  permise  g^n^ralemeut.     Dooc  il  faut  qn'on  ait; 

ou  a  =  0,  ou  a  la  fois  /^  =  0,  ;^  =  0. 

.Or  rhjpoth^se  de  /^  =  0,  ^^  =  0,  donne  a  =  l,  et  ram^ue  a  l'ax« 
^a:  d^ja  trouv^.    11  faut  donc  encore  voir  si.celle  de  a  =  0  ne 
pourra   pas   amener   quelque   nouveau   r^sultat     Dans   ce  caa   les 
trois  ^uations  pos^es  plus  baut  se  r^duisent  a  la  ler^: 

k  la  quelle  il  faut  associer  ce  que  devient  la  relation  perpetuelle« 
savoir: 

ß*+r*  —  i 

Si  l'on  pose  ßsszeou  ^,  partant  ^^rssin  ft,  la  derni^re  devieodra 
identiqne,  et  la  Ihre  donnera  pour  l'angle  y: 

2/1 
tang  29P=:j3^.,..  (c) 

L'^galitd  de  a  ==s  0  montre  d'abord,  que  s'il  e»s(e  ua  2i^me,  3i^me, 
axe   d'^uilibration  absolu,    il  doit  ae  trouver  .daaa.ttn  plan  nor- 
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mal  a  celai  la/  qu^oa  a  d^ja  reconnn.  La  valear  de  tang  29  d^. 
■nontre  eotaite,  en  calcalant  taag*  9  ou  taog  29,  qae  daps  ise  plan 
il  exiate  deux  axe/i  rectangulnires  eotr'eax,  propres  ä  remplir  cha- 
GDD  la  «oaditioo  prescrite.  Netre  ezamen  des  difflireotes  mani^res 
de  salisfaire  a  l'^quation  C,2^=rO  pronve  d'aillears  avec  ^vidence 
que  tout  autre  axe  en  (7)  ne  saurait  remplir  cette  oidme  cooditloD 
d'^ailibre  des  forces  centrifuges  daas  le  cas  g^n^ral  -de  la  qucütiöD. 
Si  Poni  applique  le  ratsonDemeiit  pr^c^dent  au  cas  d^uo  point  fixe 
«roD  Corps  quelconque,  on  (rouvera  ^videmmeDt  la  mtee  conclusion: 
aiasi  Texisteo^e  des  troia  axes  dl^ailibration  absolus  ou  des  troia 
axes  priDcipaul^  du  centre,  et  des  trois  axes  permaDents  de  roUi- 
tioDy  relatits  k  ua  point  fixe  qnelconque  d'uo  solide,  se  tronve  d^« 
möotr^e. 

Remarqne  I.    Les  axes  coordoon^  fixes  ^taut  dispos^s  de  la. 

i^re  indiqii^,  si  la  foraie  du  solide  est  teile  qu'on  ait  ^  = 
JS.M^  =  0  et  ^=:c  fx^  fy^dmzzzfx^dm  par  rapport  aux  /y,  /x, 
reqnatioD  (C)  douaera  tang  29>x=§,  c.  k  d.  que  daas  le  pUn  nor- 
mal a  tto  axe  d'inertie  d'un  solide  il  peut  j  avoir  une  infinite  d'au- 
tres  axes  d'inertie,  pour  certaines  foroies  partienli^res  de  xorps  so» 
lides;  et  alors  L'^ualion  du  dtenne  d^grä  devient  identique. 

Remarque  II.  Nous  concevona  encore  la  possibilit^  d'exi- 
stence  d'une  espece  de  solides  pour  lesquels  l'^quation  (^)  soft 
remplie;  mais  comoie  alors  les  ^uations  (B)  laisseoi  iad^termin^ea 
a  la  fols  les  trois  quantit^  a^  ß,y^  relatives  a  l'axe  d'^onilibration 
Boufeau  qa'oA  cherehe>  il  s'eniluit  que  quand  l'^galit^  (ji)  est  rem- 
plie  senlenent  par  rapport  ^  deux  axes  particuliers  rectangles,  si- 
tu^ dans  ua  plan  normal  en  7  ä  nn  axe  d'inertie  donn^^  il  y  anra 
on  que  du  moins  il  pourra  j  avoir  une  infinite  d'axea  prineipanx 
ponr  de  certaines  formes  sp^iules  de  Corps  solides. 

Re^marque  III.  Pour  abr^er  le  plus  que  possible  notre  dis- 
sertation  uous  passerons  sous  silence  quelques  propri^t^  bien  con- 
nnes  que  les  personnes  qui  voudraient' suivre  .notre  m^thode  dans 
renseignement,  pourront  interScaler  ici  avec  facilit^,  et  lioua  insiste- 
rons  sur  quelques  observatioos  qut  nous  paraissent  utiles. 

1)  Si  un  Systeme  mat^riel  plaa  est  dispos^  par  rapport  ii  une  droile 
centrale  de  fo^on  a  avoir  des  quaniit^s  de  matiere  ^ales  et  a  Egales  di- 
stances  de  part  et  d'aiitre  de  cette  droite,  sur  une  m6me  normale, 
nous  nommerons  cette  droite  uoe  ligne  de  sym^trie  m^canique 
da  Systeme,  ainsi  p.  ex.  pour  une  surface  plane  elliptiqne  chacnn  des 
denx  axes  conjugu^s  reetangles  est  une  ligne  de  sym^trie  directe, 
tandis  qn'un  simple  diam^re  serait  seulement  une  ligne  de  sy« 
m^trie  inverse. 

Le  plan  de  la  base  commune  d'un  Systeme  poly^drique  et  de 
son  sym^trique  est  ce  qu'on  nommera  plan  de  sym^trie.  directe 
du  syst^faie  entier;  on  eon^oit  de  m^me  ce  qu^il  fant  entendre  par 
plan  de  sym^trie  inverse^  La  ligne  d'intersection  de  deux 
plans  de  sym^trie  directe  d'un  Systeme,  si  toutefois  ces  plana  exi«^ 
Stent,  est  ce  qu^on  peot  nommer  ligne  de  sym^trie  directe  du 
Systeme;  on  congoit  de  mdme  ce  qu'il  faut  enteodre  par  ligne  de 
sym^trie  inverse  dans  les  solides.  Ces  ootions  pos^es,  il  est  ^vi* 
dent  par  la  tb^orie  des  momeots,  que  tout  axe  de  sym^trie  direcfe 
d'un  Systeme  mat^riel  bomog^ne  est  no  axe  absolu  d'^quilibration 
des  forces  centrifuges,  partant  que  pour  de  certaines  cissses  de  so- 
lidem, qut  existent  en  grand  uombre  par  le  fait  de  la  natnre  ou  de 
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l'art,   le  oalcnl  ^aborieux   d«  la  ncberche  d'on  axe  prioeipal  an 


pIns  aacuD  calcnl  a  faire,  pniique  le  3ieine  axe  d^iaertie  sera  nor- 
mal  au  plan  des  denx  antres. 

2)  Dans  tont  sotide  cjlindrique  ou  prisnatiqae  honog^oe,  en» 
gendr^  par  le  nouvement  de  transport  parallMe  d'one  fignre  plane 
saivanit  une  droite  normale  an  plan  les  trois  axes  principaox  coin- 
aident  Tun  avec  l'axe  central  normal  au  plan,  et  les  denx  aatres 
avec  les  axes  d'inertie  de  la  section  plane,  faite  dans  le  solide  par 
nn  plan  du  centre,  normal  k  la  directriee  du  mov?ement  Cette 
propri^t^  a  ^t^  ^(ablie  par  Nr.  Binet  (Journ.  de  PEc«  polyt).  Nom 
en  omettons  pour'  le  moment  la  d^monstration. 

3)  iL'^uation  ff^n^rale  des  snrfaoes  du  second  ordre  rapport^ea 
a  tröis  axes  coordonn^s  rectangles  d^montre  qae  ces  snr&ces  ad- 
mettent  g^n^ralement  trois  plaus  de  sym^trie  directe:  ellea  admet- 
fteat  donc  aussi  trois  axes  de  cette  espece:  or  si  Pon  consid^re  nae 
teile  snrface  comme  un  Systeme  mat^riel  continu  et  homogene,  les 
trois  axes  de  symdtrie  devienoent  a  leur  tonr  trois  axes  d'ä|uilibra- 
tion  des  forces  centrifn^es:  maia  ces  trois  demiers  sont  reetangles 
entr'eux;  les  trois  premiers  le  sont  donc  anssi:  ce  qui  ^blit  l'exl* 
stence  des  diam^tres  conjagn^  reetangles  dans  les  surfaoes  da  se- 
cond ordre;  et  Ton  en  rattache  ainsi  la  th^orie  ä  la  tb^orie  plus 
g^n^rale  des  axes  d'inertie  des  syst^mes  mat^els,  qui  compraaneat 
en  effet  le  cas  des  conrbes  et  des  sorfaces  (sourbes,  cena^es  mat^ria* 
lis^,  et  cette  mat^rialisation  est  permise,  qaisqu'elle  n'anlbve  a  ces 
conrbes  ancuoe  de  ieurs  propri^t^  g^um^triques, 

.  4)  Pour  un  Systeme  raat^iel  plan,  c.  a  d.  ayaat  toutes  ses  par- 
tic«  materielles  situ^s  dans  un  mtee  plan,  {ar/f)  par  exemple,  an 
a  identiquement^.a*jr«  =  0,  JS.moFpsszO,  on  ^s==0, /=0,  Paxe 
Joe  coiocidant  avec  la  normale  en  7  an  plan:  et  des  ^nations 
(1,  ll>  III)  on  concint  qne  deux  des  trois  axes  d*lnertie  sont  a  angle 
droit  dans  ce  plan ,  et  que  le  3i^me  tombe  snr  la  normale  /sr;  la 
Position  des  denx  iers  axes  se  calculera  donc  par  P^qnatioa  {C), 
en  ^valuant  As^S .mf%  a  Pinstar  d*ttn   moment  dUoertie,  et  les 

Suantit^  ^s=:«^.My',  c  =  2.m%^t  cette  disposition  des  axes  d'inertie 
u  cas  actuel  est  aussi  Evidente  par  la  tb^orie  des  moments,  pnisqae 
chaque  force  centrifuge  «Sl^mentaire  (iQ*«i^,  Si*my)  passe  par  le 
ceatre  d'inertie^  et  que  par  cons^uent  son  moment  ä  tourner  l'as* 
sieu  de  ratation  Ijc  autour  d'un  axe  quelconque  en  /j  situe  dans 
le  plan  est  ^videmmen.t  nulle  d*elle-mdme.         ' 

4«  !!•    Tb^orie  des  axes  permanents  de  rotatioii.  ' 
Extension  ^e  la  m^tbode  pr^c^demment  expos^e,  et 
d^termination  des  axes  permanents,  relatifs  a  un  point 
fixe  quelconque  d^  solide,  par,  rapport  avx  axes  princi- 
paux,  d^jb  censes  connus. 


4. 

m 

O'aprfes  ce  qn'on  a  d^jb  remarqn^,  il  est  manifeste  qu'un  corps 
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solide  ^abt  mh  efi  tiMiiVeAicDt  de  rttietfeli  anldinr  d'tta  «xe  OK^ 
passant  par  nn  point. d^sign^  (0)  du  aolide,  les  foreea  centrifuges 
ne  itauraient  plui  be  fair%  ^quilibre  d'une  mattiere  absdüe;  qae  si 
le  poiDt  {O)  n^eit  paft  fixe,  te  point  et  Taxe  ^ÜT  teraiit  emport^i 
dans  l'espace  d'an  mouvemeDt  plus  ou  moio^  coopliqo^,  en  mdme 
temps'  qve  le  corps  tourtie  sut  Oa:  la  qiiestit>D  prec^demment  r^solue 
doit  donc  dtre  inodifi^ei  et  pöi^e  de  la  maaiere  suivante. 

ün  Corps  solide  est  idvariablemeot  li^  a  uo  certain 

,poiDt  fixe  {0)^  int^riettr  ou  ext^rieur,  et  l'on  deraande 

.autour  de  quel  axe  OIC en  ce  point  il  faut  le  faire  tonr- 

iier,    pottf  q«e   les  fofcae  centrifuges  qui   nafasen^de 

«ette  rotatioi,  ae  faaseat  ^qailibte  par  ie  laojren  da  aevl 

p^int  fixe* 

Soiatioa..  I^a  eoadItioB  d'^utiibre  «et  MdeiaiMDt  reAplie,  ai 
l'oa  exprime  p«r  le  caicul  ooe  la  aomaie  algt^rfmie  des  tfnergiea  des 
foreea  cevtrifugeii  a  coame^  IVftxe  Ca  roiatiob  ^i&  auteof  d^nn«  dralle 

Teloouque  ett  (<^),  aitu'^ea  daas  le  plan  per|»etidiculaiire  est  aulle. 
cet  effet  coosid^roos  la  rotatlöB  4  an  iaataat  quelcaoqae  eatMnr 
de  OK  ceas^  d'abord  fixe,  comme  daos,  le  1er  cat,  et  concevons  par 
.  le  point  donn^  trois  axes  reetangteti  OX^  OYy  OZ^  dont  le  1er  se 
snperpose  sur  hi  droite  OIC^  inconnöe  de  direction,  et  dout  les  denx 
antres  se  trouvent  dans  un  plan  uormal  en  ( ^)  ä  OJSL.  A  ce  radme 
instant  le  centre  d'inertie  [J)  du^sölMe  occupera  dans  l'espace  une 
certaine  positiun. 

Ceneevona  en  (!)  trois  antirea  axes  reclangfes  Ij^,  Ip^  1% 
respectiTement  paralleles  aAx  toreuiiers  üXy  9F,  BZi  euBn  ina- 
ginons  en  ce  rndme  point  (/)  les  trois  axes  dMnertie  du  solide /ar', 
Iy\  J%\  qni  seroiit  en  g^n^ral  amreuent  dtrig^s  qne  cenx  du  se- 
cond  syst^me^  et  resteront  eepeadaat  parp4taeilenteat  rectangnlaires 
entr'eux.'  -      ^ 

Soient  (X,  y,  Z),  (o?,  y,  x),  {a:\  y\  %')  les  coordonu^s  d'on 
point  queiconqne  m  da  solide,  rapport^  respectivaneiit  aux  sjst^mes 
\0X,  OY,  OZ),  (Ja:,  ly,  /x),  (/a?',  /j^,  /*' )  pour  l'instant  ou  l'on 
cottsid^re  le  taioiiveaient;  et  ttomnionb  ^,y,Xi  Itts  coordonnfes  au 
wtoe  InftaDl  dn  centre  (/),  rappori^  an  premier  Systeme,  tandfia 
qne  S^T^U  di^noteront  lea  coordonn^s  du  point  fixe  [O)  par  rapport 
aux  directrices  d'inertie  (fa/^  7i/,  1%%  les  quelles  sont  mobiles  avec 
I9  Corps. 

Si  pour  abr^ger»  et  soulager  la  M^mOifOi  oft  dresse  le  tableao 
de  nntations: 

eos  {X^af)^^  cos  (a?,  ^')  ritt  a,   cos  ( y,  ^)  i=s:  cos  (y,  a^}  iüi  jJ, 

cos  (Z|^)  saa  COB  {m  f  41/)  =sif 

cos  (X,  y*)  =  cos  (ar,  y')  ä  a',    cos  ( F, y)  ss=  oos  (y^  y')  stt  ^, 

cos  (Z,  y^)  5tr  cos  (*,  y'}  i=  f 

cos  (X,  *')  =  cos  (j?, »')  =  a",    cos  ( F, »')  =  cos  (y,  x')  z=t  /f', 

cos  (Z,  x)  =  cos  (»,  x')  = /' 

on  obtiendra  par  la  transformatioii  caDnAet 

12* 
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Potfir  fixer  les  id^s«  lopposoDs  qne  le  centre  (/)  86  troave  dab»  le 
tri^rectaogle  des  X,  y,  Z  posidfa,  et  comptoos  les  ^,  ^>  «  dani 
le  ^mtoe  sens,  que  lea  X,  F,  Z;  le  point  ( ^)  se  tronvere  dooc  aiaei 
dant  le  tri-rectaD^le  des  or,  y,  m  n^fi^fii,  et  les  qoaotit6i  — ^,9 
—  y^,  —  «I  exprimeront  parcona^nent  les  coordon^ea  da  point 
(0)f  rapport^  aax  axes  Zr«  /y,  /s.  Mais  d^ja  S^  T,  l/exprineat  les 
coordoDD^s  de  (^)  rapport!^  aax  axes  d'iaertie  fjs'^  ly,  J^\  ob 
aara  doac  ari,sfi)«i  par  les  formules:. 

Poor  passer  easuite  des  coordona^s  X,  F,  Z  aax  coordono^s 
paralleles  o?»  pj  »,  od  a  les  ^aations: 

FZ  =  y»  +  «yi+y», +yi«i; 

et  comme  par  bypothese  les  plaos  coordonn^  (^«,  ^py,  y»)  paasoat 
par  le  centre  d^inertier  od  a^'.MarsO,  2.«iy=0»  ]!.«•»  =  0,  et 
partaDt,  Jbf  exprimaDt  la  masse  eati^re  du  corps: 

^ .  mX  F  =  JKr  ly,  +  J? .  «i.2ry 
J^.oiXZ  =iKr,x, +2.01^« 
2.mYZ  ^=Jlfyi»^  +S..my%. 

Hais  Paxe  OA"  ou  OX  devant  6tre  od  axe  d'^qoilibratioD  des  forces 
centrifages,  il  faut  que  la  somme  de  lenrs  momeDts  a  tonraer  OX 
autoor  d*DD  axe  qoelcooque  tel.  que  ^Fou  OZ  soit  ualle;  c'est 
ce  qo^oD  poarra  exprimer  ea  posaot  a  la  fois  ^.ssX  F=0,  JS.mXZ 
=sO;  ou  oiea  en  ^rivaDtsiBiplementJ?.4iXF:^0,  Paxe  OF^taat 
alors  dirig^  d'uoe  Dani^re  qnelcoaqae  par  le  poiat  fixe»  daas  an 
plaa  Dormal  a  ^X.  Aiosi  od  se  doDaant  cette  latitnde,  od  doit  se 
Domer  k  faire: 

:S.afXF=0 

ou  bieo: 

"ACs^iy,  +S.mappsssO, 
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Si   l'on  snbstitne  dans  cette  derniere  ^ufttien  les  valeurs  de' 

(^>  y)>  (r«'i»yi)  «n  fonction  de  a:\if,%\  a,./?, /',  a^ß^^f Ä^, 

T,  £^  ÖD  bbtiendra  IVqoatioD  de  cooditioo  g^n^rale: 

-fr  ar§^'{MV*  -+-  2 .  «•»'») 
-4-  M8T.  {aß*  +  o'/J)  -f-  MSU(aß^'  +  «"/?)   , 

Celte  ^uatioD  devant  snbtister,  qpelle  qne  aoit  la  valenr  de  ß^  /^, 
ß"y  aora  encore  liea,  quand  on  niit  toor-ä-tour  cbacune  de  ces 
qaantit^s  nulle.    Si  donc  od  pose  ponr  abr^er: 

MST=/,  M8ü=g,  MTÜ=A 

5.  «m/»  --2.m%'^  +  JliJ9*  —  Jf  ^»  =  jT, 

on  obtient  les  ^nations  suivantes,  toutes  issües  de  la  condition 
g^n^rale: 

a'a"i?' ^/aa"  —  ^a' +  Ä  («''"— «/«jzz:  0  ....  (10 
uafJ' + /a^a" + g(a^'*  —  «»)  —  >(aa'  =  0  . . . .  (ir) 
oa'(^  —  JT)  +/ta'»  —  a»)  +  ga'a"  —  Äaa''  =  0  . . . .  (1110. 

Binitipliant  la  Ire  par  a,  la  seconde  par  a',  et  retrancbant  membre- 
«•membre^  pnis  supprimant  le  facteur  a"  cominnn  aux  tennes  re- 
stants,  on  obtient  la  3ienie  ^quation.  Ainsi  cette  derni^re  n'est 
oQ^une  cons^qnence  des  deiix  antres,  ce  qui  pronye  que  jusqu'iei 
U  n'y  a  aucnne  impossibilit^  k  la  question  propos^e;  car  on  n'a  de 
cette  maniere  que  denx  i^quationa  distinctes,  lesquelles  ^tant  Jointes 
k  la  relation  perp^tnelle  a'  +  of*  +  a^*  £=  1,  serviront  ä  faire  con- 
nattre  les  angles  relatifs  aux  cosinus  a,  a\  a",  et  compris  entre 
Taxe  OKy  et  entre  les  axes  dMnertie  /ot',  If/s  /«'.  De  plns  comme 
r^limination  de  a'y  u*  se  r^duit  a  une  Operation  toute  analogue  k 
Celle  qu'on  a  d^jk  effectn^  pour  le'cas  du  centre  d^inertie,  et  que 
d'un  autre  cdt^  les  trois  ^quations  pr^c^dentes  sont  aux  coefficients 
multiplicateurs  pres  les  mdmes  que  Celles  du  premier  cas,  il  s'ensuit 
que  si  l'on  pose  encore  une  fois: 

a  =  cos  ^^ .  cos  17,  a'=  cos  d" .  sin  17,  a''=s  sin  ^ 

pnis: 

tang  9^  =r  «,  tai^  17  =  C) 

on  obtiendra  l'^quation  du  3i^me  d^gr^: 

dans  la  quelle  00  a  saus  nonveaux  caiculs  et  par  coniparaison  af  ec 
le  cas  trait^: 


18a 

C,  =  ^(2g«  -  Ä»  -/»)  +/g'Ä'  +  (Ä^'  -  gf)  M'-  Ä^ 
D,=g{f*^h*)-^fhA'.      • 

Soient  ^^  ZT,  C  les  iro?s  moments  d^Dertie  principaux  du  oorps, 
relatifs  au  jcentre  (/)t  ob  aara  dope: 

,    ^  — Ä  =  2. «(y^—^»),  ^—C=:^. «(«'»  — ät'»), 

et  pour  plos  de  clart^  dana  1«8  oQt^liiooa,  U  iiera  utile  de  dresser 
le  tableau  suivant: 

A'  =  C—  J-^ßiiS*  —  £/*) 
Ä'rir  C— i»-h  üf(T»  —  r») 

f=MST,  g—MSÜ^  h  =  MTU. 

Si  PoD  d^veloppe  maiDtenant  les  valeurs  de  A^^  B^^  C^^  D^  en 
fonction  des  constanUs  A^  B^  C^  qiii  e^firiment  en  calcul  par  leurs 
Taleurs  respectives  le  mode  de  distdbotroD  de  la  matiere  inerte,  ou 
ce  iqu'on^  pcMirrait  noBiBar  la  forma  Bi^ca»iii^«e  da  oarps,  at  eo 
fonctioii  des  quantit^  S^  T,  U^  coordonndes  du  p^iat  fixe  (0)  par 
rapport  aus  trois  axes  d'inertie  du  solide,  on  trouvera  par  des  r^- 
ductioDs  longnes  mais  faciles: 

A,  =  jr(i?—  C)S^TU^ 
ß\^Jir\C^A)ST'ü+JHl*(B-A)SC'^3P{C-B)iT'--a*}Sl7 

r^M(€^B)(B^A)SU, 
C,=M»{C^B)S*  TU^3i*{B'-'A)Ta*+An[C--'A)(S*'-'T')Tl/ 

^M(B^J)C^A)TU, 
D,  =  U^{A--C)BT^V. 

Aiosi  doBC  le  probleme  g^o^ral  tel  que  nou«  vouliona  Tenvisa^er, 
se  trouve  compldtement  resolu:  car  ud  solide  homogene  cootinu  ou 
discontinu  ^tant  donn^  de  grandeur  et  de  poaitioq  dans  Pespace, 
et  connaisiiant»  comme  cela  arrive  souvent  (remurq.  111.  No.  o.)  la 
Position  de  a^a  trota  axes  ^'iaertiei  on  obtieadra  ceile  da  ses  trois 
azes  permanents,  relatifs  a  un  jpoiut  fixe  quelconque  par  l'^valua- 
tion  simple  des  quantit^s  A^  B^  <7,  M^  et  des  coordonn^es  S^  T,  U^ 
qui  donnent  la  positiua  dn  point  fixe  par  rapport  aux  trois  axes 
d'inertie.  Car  ces  quantit^s  ^tant  counües  en  nombres,  oti  obtien- 
dra  la  valeur  de  C  ^^^  ^^  r^solution  U'une  ^quation  numerique.  du 
'3i^me  d^gr^.  Pour  tirer  ensuite  de  Ik  la  valeur  de  x  =  tang^,  11 
faut  se  rappeler  q«e  dans  le  cas  du  eentra  (/)  dous  ayons  trouv^ 

pour  aV^l  +  J*  la  valeur  k^rC ^  ^®  ^oii^  qu^alors  la 

valeur  de  %  etait  connde  en  fonction  de  C?  ^^jk  cens^  oalcal^,    De 
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plvsy  pour  MMer  d»  ce  promier  oas  au  caa  actuel,  il  fant  chaagrer 
^  *-  ^  eo  ir>  •  «— .  r  ea  ji\  partant  a  •<<-  &  eo  ^'  •*-  ity  puis  las 
quantit^a /*,  ^,  A,  qai  d'abord  d^ignaieat  les  sommea  S.marVy 
^.•mjc%^2.myx^  d^igaent  pr^sentemeat  les  ^^ni\i€n  MST^  MSfji 
MTVi  doB€  OQ  aura  daaa  le  aaa  actuel: 


au  bien: 


CoDBafsaaat  £  at  %j  ob  coBoaitra  les  quastit^a  et,  a',  o''  relatives  a 
UD  BiÖBie  axe  Ibcobbu  OK^  lequel  sera  par  suite  cobbu,  de  position 
et  de  directioB  daas  le  solide  propos^. 

*  L'axe  OK  ovl  OX.  ^taat  ainsi  trouv^^  couime  les  ^qDatiops  (F, 
\\\  IIP)  soBt  absolumeot  aBalogues  aux  ^quatioBS  (I,  II,  III)  du  1er 
caa,  il  s'easuit  que  les  deux  autres  soat  daas  üb  plaa  pormal  ea  (O) 
ä  cet  axe,  et  qa^oa  ea  calculera  les  dIrectioBs  par  l'^quatioa  sui- 

ate  Qui  est  l'aaaloirue  de  IVquatioB  {(C\,  No.  3.): 


TOBte  qui 


(cos*y— 8iB»y).:^.«»FZ— 8iugi>.co89().^.aHy»--Z»)=0....  {€') 

5. 

II  importa  '  de  rtearquer,  qne  les  valeurs  des  coefHcieats 
A^yß^^Cy^D^  d^adaat  pour  tous  les  tenaes  ea  A^B^  C^S^T^Ü  de 

la  diff(6reBce  des  momeats  d'iaertie,  pris  denx-a-deux,  ue  peuveat 
pas  se  simplifier  d'avaatage  daas  le  cas  particulier  d'uue  forme  de 
Corps  doap^e,  a  aioias  que  eetta  forme  ue  soit  doaa^e  ea  ^eme 
temps  par  ses  diaieasioos.  Ob  Voit  aussi  par  les  formules  g^o^rales 
que  deux  solides  semblables  et  aemblablement  plac^s  oat  les  memes 
axes  priBCipaux ,  ou  du  nioios  des  axes  paralleles  en  deux  points 
bomologues  quelcoaques. 

6. 

Qufiud  le  solide  est  de  r^volutioa  autour  d'uB  axe  d'iaertie 
JjB^y  on  fk  B —  C=zOy  partaat  ^,  =0,  et  P^quatioB  (ronv^  pr^- 
c^emmeat  s'abaisse  au'  secoad  degr^,  car  eile  devieat: 

Daaa  ce  ra^me  cas  oa  couclut  d^jä  par  la  th^orie  du  §.  I.  qua' 
tont  plaa  ^oaduit  suiTaat  Taxe  de  r^volutiou  est  ua  plan  priacipal 
ou  d'iaertie,  c.  k  d.  renfermaBt  deux  axes  priacipaux  du  ceatre: 
doBC  de  quelque  Biaaiere  que  le  poiot  fixe  (0)  est  plac^,  il  peut  6tre 
cens^  situ^  daas  ua  plaa  d'iBertie  ceatral  (ot^Vi/),  et  il  est  parsuite 
permis  de  faire  £/=0,  ce  qui  doaae  B^  =0,  C^  =0,  D^  =0,  et 
A^oo.  Aiasi  des-lors  ua  des  axes  permaneuts  de  rotatioa  ea  {O) 
est  vormal  an  plao,  que  d^termiacBt  Taxe  de  r^FoIntioB  et  le  poiot 
doan^  {0)\  et  les  deux  antrea  soat  parcoas^qneat  daas  ce  plaa, 
Pour  j  tronver  leur  positioa,  ob  peat  proc^der  par  le  moyea  de 
l'^aation  (C%    D^ailleura,  si  avant  que  de  faire  17=0  commna  a 
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toOB  leg  termes  de  T^aatioo  (Z^),  ob  suppfjvie  ce  ftieteur,  et  qiie 
PoD  pose  ensuite  £7=0,  od  obtient  par  Substitution  de  B^^Ci^jO, 
et  en  ^gard  a  ^ —  C=0,  la  relatioo  snivaute: 

^  "^ M^ST C— 1="' 

laquelle  ^donne  la  ?alenr  des  angles  qne  Corment  avec  Taxe  de 
fiffure  Jof*  les  deux  axes  priocipaux  en'(^)  situ^s  dans  le  plao 
{ula/)y  et  Tod  voit  eucore,  ce  qu*on  savait  d^ja  g^^n^ralement,  qoe 
ceux-ci  sont  a  angles  droits,  pniique  les  racines  Ctt"  doDueot  la 
condition  Ct"+1  =  0. 

Quaud  eu  un  poiut  d'un  solide  donn^  il  existe  uue  iofiöite 
d'axes  permaiients ,  tous  situ^s  dans  un  mdme  plan,  ce  point  peut 
4tre  coDsid^r^  comme  un  centre  d'axes,  et  on  le  nomniera  par  cette 
raison    centre    de    rayonnement    ou    centre    de    radiatioa 

flaue,  tandisque  nous  nommerons  centre  de  radiation  abso- 
Ae  tout  point  d'un  solide  pour  lequel  il  existe  une  infinit^  d'axes 
suivant  toutes  les  directions  possibles  de  Tespace.  - 

D^apr^s  ce  qui  pr^c^de,  il  est  facile  d'obtenir  les  centres  de 
radiation  plane  des  solides  de  r^volution.  En  effet  pour  trouver  les 
coordonn^s  d'un  tel  point,  il  faut  exprimer  que  les  racines  C)  ^ 
sont  ind^terinin^es,  ce  qni  exige  qu'on  fasse  a  la  fois:    . 

ST=Oy  et  Ä  — ^  =  ÜI(T»— ^), 

La  Ire  de  ces  ^galil^s  est  satisfaite  par  49=0,  et  par  7=0.  Si 
Taxe  de  figure  est  un  axe  de  moment  d'inertie  maximuoi,  on  fera 
T=0,  et  il  vient: 


s=±y 


Ainsi  dans  ce  cas  le  solide  renferme  deux  foyers  de  radiation 
plane,  situä  sur  Faxe  de  figure  a  ^gale  distance  du  centre:  ce 
sont  doncdeux  foyejs  de  radiation  conjugu^s. 

Si  faxe  de  figure  est  un  axe  de  oiooient  d'inertie  nininua, 
il  faudra  faire  au  contraire  iS^^O,  ce  qui  donne: 


r=±l/?3. 


Ainsi. dans  tout  solide  de  r^Folution  autour  d'un  axe  de  moment 
minimum,  il  existe  une  infinite  de  centres 'de  radiation  plane,  toos 
distribu^s  sur  le  lieu  aune  circonference  de  cercle,  trac^e  dans  le 
plan  normal  a  Taxe  de  figure,- et  le  quel  plan  passe  par  le  centre 
d'inertie:  le  rayon  de  cette  circonförence  est 


A  la  v^rit^  la  Solution  pr^c^dente  ne  semble  d'iibord  donner  qne  deux 
points  coDJugo^s  de  cette  esp^ce:  mais  il  caufient  de  se  rappeler 
que  toute  droite,  tir^e  par  le  centre  d'inertie  normalement  a  l'axe 
de  r^volution  est  un  axe  d'inertie,  et  en  r^alit^  la  Solution  nous 
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indiqne  i|u'one  teile  drohe  reofernie  deaz  poinU  de  rmliatiöD  con- 
jago^:  eile  moBtre^  dooc  qo'en  effet  cliM]ue  pbint  de  ia  ciroonf^- 
rence  en  qaestioo  est  nn  centre  de  radiation  plaoe. 


7. 

ObservoDs  qne  leg  propri^t^  pr^^deates  subsistent  ericore  pour 
de  certaiDeik  classes  de  solides  cjui  oe  sont  pas  de  r^volutioa.  Con- 
eeFODs  p.  ex.  Je  solide  mat^riei  homogene,'  engendr^  par  le  noun 
Teneat  d'uoe  fixere  plaae  doat  le  ceatre  d'inertie  se  mcat  snr  aoe 
droite  Dormale  a  son  plan,  et  d'un  moovement  de  transport  commun 
a  tous  les  poiots  de  la  figure.  Si  poor  les  deux  a^es  d'inertie  de 
la  figure  place  les  momeDts  d'inertie  correspoodapts  sont  ^aax 
entr'eux,  le  solide  engendr^  aara  aussi  ses  momeats  ^gaux  relati- 
vement  ä  ses  deux  axes  principaux  lesquels  sont  daus  ud  plan  Dor» 
mar  a  Taxe  directeur,  et  de  plus  paralleles  aux  axes  principaux  de 
1^  figure  mobile,  tel  est  p.  ex.  le  caf  d'un  parall^lipipede  droit  a 
base  quarrte  on  a  base  loaaoge,  d'un  cylindre  a  base  circulaire, 
qnoique  appartenant  d^ja  aux  solides  de  rivolution.  II  existe  d'ail- 
leurs  d'antres  cas  de  solides  qui  sans  dtre  compris  dans  l'une  ni  däns 
l'autre  des  deux  especes  pr^^dentes  ont  n^anmoins  deux  moments 
d'inertie  principaux  du  centre  ^gaux  entr'eux:  tel  est  p.  ex.  l'octa^- 
dre  forme  par  deux  pyramides  Egales  r^guli^res,  appuy^es  sur  une 
Di^me  base  quarrte,  et  mdme  loxange.  Les  diagonales  de  cette  base 
sont  ^videmment  deux  axes  principaux  h  moments  ^gaux,  tandis  que 
le  3ieme  axe  d'inertie  central  r^pondra  en  g^n^ral  a  nn  moment 
plus  fort  ou  plus  faible. 

8i  l'on  demandait  les  axes  permaneots  de  rotation  d'un  tel  so« 
lide,  relatifs  a  un  point  fixe,  quelconque  (Oy,  la  Solution  de  la  que* 
stioti  ae  trou?erait  toute  faite  par  nos  formules  g^n^rales.  En  nom- 
mant  /a/  l'axe  du  moment  d'inertiet  inegal,  on  auratt  iei  BssC^ 
partant  '  ' 


1/ 


C,  ==  JÜ^B  —  A)TÜ{8^  —T^^ü^^  ^-rn)* 


Si  l'on  porte  mainteoant  dans  cette  derniere  les  Tdeurs  de 
i9,,  C^,  D^y  on  pourra  y  supprimer  eosuite  le  facteur  commun 
ßi*{B  —  A)U  toutes  les  fois  que  le  point  fixe  (0)  ne  se  trouve 
point  plac^  dans  le  plan  y'a::  car  alors'  U  ne  sera  pas  nul«  Ayant 
nne  fois  ^'par  T^uation  ainsi  pr^par^,  on  aura  egalement  »  coa- 
formdment  aux  indications  de  la  fin  du  No.  4.  Ainsi  la  question 
iictuelle  est  reaolAe. 

Si  Ton  resout  l'^quation  en.  Ci  on  reconnattra  que  pour  les 
points  de  radiation  des  solides  de  cette  classe  il  fant  avoir  encore 
C,  =0,  B^  =0,  partant: 
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De  \k  öa  oABoInt  1)  qoQ  qnaAd  Taxe  directesr  4a  iD(Hi?eqi«nl  de  I« 
fi|pire  g^b^ratriee  (oa  Paze  da  vomeat  ia^gal  dana  d'aatrea  esa) 
est  UD  axe  de  momeat  d'iaartia  maziaioai,  il  ^xiite  aar  oei  aote  devx 
foyers  conjugn^s  de  radiatioa  plane,  et  distants  du  centre  d'inertie 

d^one  quaatit^  y — ^ — :  qae  si  aa  contraire  cet  axe  central  eit  na 

axe  de  moment  d'inertie  minimam,  les  foyera  de  radiatioa  plane,  con- 
jngo^s  denx-k-deux,  se  troaveront  aar  nne  eircoaftrence  deeercle 
situt^  dans  le  plan  normal  en  (/)  k  Taye  dont  il  s'ag^t,  et  d^erite 

avec  nn  rayoa  1/ ■  .^  ■  >  Bxamiaoa«  de  plui  pr^a  la  dernler^i  bj* 
potb^se  laquelle  adoiet  B'^A^  et  donne  parcons^quent: 

iSÄzO,  et  T\S^  —  SP--  I7»-^^^^)  s=  0. 

L^^qaation  i9  =  0  aiontre  d*abord ,  qae  si  les  eentrea  de  radiatioa 
plane  existent^  il  faat  les  ehercber  toas  dans  le  plan  (i/I%\  La 
2i^me  ^qoation  est  eniuite  satisfaite  par  T^fillt^  ä  zdro  de  chacao 
de  sea  facteurs,  ce  qut  donne  tour»ä-tonr: 

r;s=0,  et  T*-H  «T*^^^- 

Mais  NqaatiQa  7^=0  prouve»  que  le  point  C^= — Tg—  du  solide 

est  lai-mdsie  an  foyer  de  radiatioa  plaoe,  c.  a  d.  que  toas  las  axea 
eo  ce  point  situ^s  dans  ua  certain  plan  pea?ent  6tre  des  axea  per- 
oMneats  de  rotatioa:  naia  ^videaiaieot  ce  n'est  la  qu'uae  Solution 

B  "^  A 

particuli^re  de  la  circonKrcnce  2^  -f-  ü*  ===     ^^    ,    Si  Ton  a  encore 

B=zAy  ee  qni  est  la  limite  de  rin^uation  tf^A^  il  viendra  k 
ja  fois  i8r  =  0,  r»+l7»=0,  oa  Är  =  0,  T=0,  17=0:  c.  a  d, 
qa'alors  le  centre  d'inertie  est  uo  foyer  de  radiatioo  place  d  axea 
principanx,  ce  qni  n'est  enpore  qn'ane  suite  wfoeaswre  de  la  cir* 
coof^rence  reconnüe. 

II  est  du  reste  faci(e  de  se  comvaiacre,  qoe  les  pointa  ainsi  ob- 
tenus'sont  de  radiatioa  plane;  car  par  exemple  la  suppositioa  de 
£7=0,  T=0  donne  «==oo,  de  sorie  qo'il  j  a  toajoars  uo  axe 
permanent  qui  coincide  au  point  doon^  aTac  la  normale  au  plan 

L'bypotb^se  Szs:^,  M{T^  ^  V^)^ssiB  —  A  r^doit  la  ralear  de 
»  ä  X  =  -=7,  et  fait  voir  que  Too  des  trois  axes  permaoenta  en 

nn  pioint  qnelconque  pris  sur  le  cercle  M(T^  rh  l/^^zisiB-^Af  a 
uae  inclinaison  determin^  sar  le  plaa  (jt;V)>  d^pendaate  de  la  pe« 
aitioo  partionliere  de  ce  point,  et  qae  les  auires  axea  permaaeats 
en  nombre  illimit^,  sont  cependant  toas  situ^s  dans  un  n&me  plan 
narmal  au  Icr  axe. 

La  coaditioa  de  C^^^^^B^D^  =0,  qui  expripie  qae  lea  deax 
racines  de  ^  sonf  %ales  entrMles,  ue  cenduit  a  aucune  conclusioB 
qui  ne  seit  d^ja  connde;  on  trouverait  facilement  qu'elle  ne  saurait 
dtre  satisfaite  que  par  la  sappositien  de  Ci  =  0,  i!7i=0  qu'on  a 
d^ja  cxamin^e. 
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Leg  cMiM«  de  P4q««fcioD  BjC^^Cii'^Ot  sssO  oe  fmuraieol} 

r^nit  %  Qoe  qutDtit^  eneDlUII««eftt  ptsitive: 

M*iB  —  ^)*T*  <7»('»»  —  r»  -  IT»  4-  5^)» 


AiDsi  conform^meDt  aux  codcIusiods  de  la  m^thode  gtfn^ale  il 
D^existe  ici  aiocuo  point  ext^riear  du  solide,  qui  n'admette  ku  moins 
troiB  axea  permaneotB. 

Lea  deux  racines  de  l'^qnation  troOT^  sont  Egales  et  de  signes 
c'ontraires  daD9  tona  les  cas  particalierr  oü  Poo  a  C^=9,  et  elles 
devienneat: 


DaDs  ce  cas  il  fast  qo^  le  peist  (0)  aoit  plac^  sur  une  aarfa^e  do 
second  ordre  C,  :^=:0  ou: 

la  quelle  coupe  les  plana  principaux  (^^',  or'«')  suivant  deux  hy- 
perboles,  et  le  plan  {^x')  suivant  une  circonf^reoce  imaginaire  ou 
reelle,  selon  que  Faxe /^  du  moment  inegal  est  de  maxi m um  ou 
de  minimumr  aiosi  la  surface  seraiun  hjperboloTde  de  r^volution  a 
denx  nappes  dans  le  premier  caa,  et  a  une  senle  nappe  daus  le  se- 
cond caa.     On  obtieodra  dViillears  sans  difficult^  la  yaleur  de  % 

T 

eorreBpoDdaBte  k  celle  de  CssA^y^^'     '      dans  la  formnie  g^n^* 

rale  qui  doone  %  en  {[,  8^  T,  £7,  etc 

Pdur  l'espece  de  solidaa  dont  on  vieat  de  s^occuper,  on  ne 
saurait  faire  s^par^ment  jff,  =0,  ni  /^|=0,  sans  admettre  que 
le  p(»iat  {O)  Boit  pl^c^  dana  Tun  des  troia  plana  jprincipaux  du  ao- 
Ude.  Or  cette  position  purticuliare  du  point  (0)  m^rite  sans  doute 
queigue  attention:  mala  on  peut  PepTiaager  d'uoe  mani^re  ploa  g^- 
n^rafe  et  mdme  pour  lea  corps  qui  opt  a  U  fois  leurs  troia  moments 
d'inertie  principaux  du  ceotre  in^gaux  entr^eux,  Cel  examen  fera 
ToJijet  d«  No.  auivant. 

8. 

On  demaude  de  d^terminer  lea  axea  pervanenta 
d'nn  aolide»  relatifs  a  un  point  situ^  dans  Tun  quel- 
conque  des  troia  plana  principaux  dy  centre  de  ce  so<> 
lide. 

Solution.  Supposons  d'abord  que  le  point  ( 0)  soit  situ^  dans 
le  plan  principal  (^ly  );  on  aura  dooc  £7=0,  partant  ^i=0, 
B^  =0,  C',  =0,  jO,  =0,  car  ü  est  un  facteur  commun  a  tous 
ces  coefficients.  11  semble  donc  que -^ pour  le  point  ainsi  plac^  il  y 
ait  une  infinite  d'axes  permanentSi  on  que  du  moins,  s'il  n'j  en  a 
que  troia,  Uur  d^termination  ^<;happe  a  la  m^tlifHte  generale.    Mais 
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OD  «'apper^oit  eo  mtee  temps  qu*eii  rapprimant  le  foetevr  U  coa* 
nnii  k  tous  les  i^rmm^  de  T^natioD  da  3i^Me  degr^ ,  et  cherchtat 
ensuite  ce  que  deYieDDent  les  qnantit^  A^ :  17,  jff ,  :  V,  C^  :  ü^ 
D^\ü  par  la  supposition  de  17^0,  od  parvieut  a  rdquation  vM- 

table  qui  convient  a  ce  noaveau  cas«   Nonmant  {jjnj  la  valeur  de 

-^  qni  r^alte  de  cette  bypoth^se)  TW'J  celle  <ic  tt«  et  ainsi  de 
soite  pour  O^^D^^  on  aara 

(^>H-(f^)C-+(^)C4-(f)=..  , 

et  cette  ^qaatioD  pourra  seitir  a  d^teniiner  les  trois  axes  perma- 
nents.  Maia  eile  ne  fait  pas  connaftre  d*nne  mani^  g^n^rale  la 
positioD  mutuelle  de  ces  lignes,  et  c^est  cependant  la  Tobjet  aoqnel 
il  faut  attacber  ici  le  plus  dMinportance.  En  se  reportant  ici  aux 
^uatioDS  g^D^rales  (T,  11',  111')  et  remarquant  qne  £7=0  donne 
^=sO,  4  =  0,  on  obtient  les  relatioos  simplifi^es: 

(1)  «'d"ir-|-/«o"  =  0  i^'=jrÄr»  +  C  — ^ 

(2)  wfA'-^-fda'' = 0  I  B=^  MT>  -^C—B 

(3)  ao'(^'— i?')+/(d'»— a»)=0)^'— Ä'=A(Ä»— 2^H-Ä— ^ 

» 

Si  Tod  sopprime  d'abor4 '  le  facteur  a"  dans  cbaque  membre  des 
deul  premi^res  conditions,  od  a: 

a'Ä'+/a  =  0,  a^+/d'  =  0. 

Tiraat  de  la  les  valeurs  de  a',  et  les  galant  entr'elles,  od  obtient 
la  conditioD: 

et  comme  on  ne  ^tnt  avoir  g^n^ralemeDt  le  facteur  f^  —  AB  ^^1 
a  z^rb,  a  moias  que  le  point  ( O)  d^ja  situ^  dans  le  plaa  f .^y)  n^y 
occupe  nne  position  particuliere ,  il  est  manifeste  qu*on  doit  faire 
a  =  Q:  ce  qui  donne  parsuite  a'  =  0;  ces  valeurs  ^tant  introdoites 
dans  la  relation  perp^tuelle  a* +....  =  1  donneront  c^'=ztl. 
Ainsi  dans  ce  cas  Tun  des  trois  axes  cbercb^s  est  paralelle  a  1% 
oa  se  tronve  üormal  an  plan  principal  dans  lequel  on  a  plae^  le 
point  (Oy  Quant  aux  deux  autres,  ils  seront  parcons^qnent  sito^ 
dans  ce  plan  mdme  oü  ils  occupent  nne  position  qu'on  peut  d^ter- 
miner  par  la  m^thode  de  P^quat.  (C).  No.  4.;  mais  on  peutkttssi 
les  d^auire  des  ^quctions  de  conditions  pos^es  ci-dessus.  En  effet 
les  deux  premieres  doivent  6tre  satisfaites  aussi  par  la  supposition 
de  a''  ^  0,  ce  qni  laisse  les  cosinus  a,  a  encore  inconnus.  Mais 
comme  on  a  outre  la  3i^me  ^quation  celle-ci:  a'-|-*a'*  =  l,  on 
aura  deux  relations  pour  d^terminer  deux  inconnües.  L*^limination 
donnern : 


n'- — /  ff— .2«»^   a'»  =  i -*- -i- 1/— ^ 


{A-BV 


t^A^BY^        —  /»-    — 2—  2r  i^^^B)*'^-'^' 
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Si  doBc  on  pose  0  =  0089,  et  qfte  Pon  denote  paf  9/,  tp''  les  an- 
gles  qui  r^pODde|it  aux  deux  racines,  od.  obtient: 

(ZI).... CO»  SP— y+2-v^(^_^j.^4^  =  2-+Y^, 

CO.  9>  _«.«-,  ^-—^^^^^^-^-^ä; 

ponr  abr^ger.  La  valeur  a''  =  0  montre  qu'on  ou  deuz  des  azes 
chercb^  sont  sito^s  daas  le  plan  d'inertie  (^V)»  et  les  valeurs 
§/y  9 '  qoi  donnent  tang  9'  .  tang  <)/'  +  1  =  0  boqs  apprenneDt 
qu*effectivement  ces  axes  sont  ao  nombre  de  deuz  et  qo  ils  sout 
k'  angles .  droits.  De  plns  leurs  directions  par  raoport  a  Ja:  se 
troayent  d^termin^es  par  tes  ^quations  en  9',  9"*  Amsi  la  question 
actuelle  est  resolAe. 

PoiJr  eomprendre  la  direction  de  ces  deux  axes  daos  uae  seule 
formule,  on  observera  qne^  cos*  9  =  j-  +  \K  donne : 

810*9=7— ^JTy  cos'y— sin*9)=iKJ  4sin'9  co8'9=l — JP, 

partant:- 

,       ^    __     y      _  ^MST  

r^nltat  anqnel  on .  parvieat  anssi  par  la  m^tbode  qni  emploie  di- 
rectenent  l'angle  auxiliaire  9«  f^e  r^snltat  pr^c^dent  et  notanunent 
la  Taleur  de  cos  9  ou  celle  de  tang  29  nous  fournit  le  mojen  de 
de  d^terminer  les  centres  de  radiation  plane  sitn^  dans  le  plan  prin- 
cipal  (orV)*  9^  ^^'^  ^°  ^^^^  qu'on  n^a  qu'a  exprimer  analjtique- 
jBent  la  condition  qne  Tangle  9  rcste  ind^ermio^,  ce  qni  revient 
k  faire  k  la  fois: 

Si  Ton  a  B'^A^  on  fern  iS^=0»  et  il  vient: 


.=*v^ 


B^A 


M 
Si  Ton  ^  B<,A,  on  fera  7=0,  et  il  vient: 


*=±v^. 


On^  conclot  de.  lä  qne  Faxe  da  moaient  d'inertie  BiaziBimn  dans  w 
aolida  qneleonque  renferme  tonjonm  denx  fojers  conjng^^  de  ra- 
diation plane,  qni  a  lieu  dans  le  plan  principal  mime  form^  par  les- 
denx  antres  axes  d'inertie  du  centre. 

On  d^montrerait  de  mime  qne  Taxe  principal  du  moment  d'iner» 
tie  mojen  du  solide  renferme  denx  fojers  conjngu^s  de  radiation 
plane  qni  se  fait  dans  le  plan  formi  par  les  deux  antres  axes  prin« 
cipaiix.    La  distance  des  fojers  ao  centre  est  dans  ee  dernier  caa 


<gale  a  1/ 


F3c 

ir- 
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Oll  sapposo  alon  A"^  B  et  B'^Ci  l'axe  du 


moment  dUnertie  minimnm  iie  reDferme  que  des  foyers  de  radiation 
imaf^inaires.  Dans  le  cas  des  lolides  de  r^volution  o&  Tob  a  B=iC^ 
la  distance  focale  devieot  nnlle^  et  Töii  en  eonclat  ce  qi»*oii  aa^ait 
d^ja:  que  dans  )es  solides  de  r^volution  et  dans  ceux  ayaat  seale- 
ment  deax  menents  ^gaiix,  töus  les  axes  du  centre,  trac^s  dana  le 

Slaa  normal  a  Taxe  de  figsre  oa  ä  Taxe  da  momciit  ia^gal,  sont 
es  axes  principaux. 


9. 
Noo«  afODs  eonolta  de  l'^ilatiODi 


qne  l'un  des  trois  axes  permaneots  est  normal  au  plan  principal  oo 
le  poiot  fixe  (  0)  se  troUYe  plac^:  mais  si  le  poiat  a?ait  dans  oe 
plan,  dans  celui  des  {^rf)  p.  ex.  une  position  particuliere  propre 
a  satkfaire  a  T^galit^  ä  a^ro  du  1er  factenr  c«  a  d.  a  T^galitli: 

on.  ne  serait  plus  en  droit  d'admettre  cette  codcIusIod,  relatire  il 
la  direction  de  l'axe  eherch^;  ear  les  onantit^s  a,  a\  af  ^tant  ton- 
jours  assujetttes  aux  conditions  (1,  2,o^  resternient  ind^termiDdes 
entre  de  eertaines  Hmites.  Or  la  condition  ^';^^/f  =  0  pent 
fttre  remplie  de  deux  manifcres:  1)  par  Thypotb^se  dej^£=0,  JtB^ 
=  0  a  la  fois;  2)  par  Thypoth^se  At  f^::^jfB*y  ^nation  qnl  petit 
^nbsister  sans  qu'ancnne  des  quantit^s  /*,  ^,  B  soft  s^par^ment 
nulle..  Examioons  d^abord  le  cas  de  la  preml^re  supposition.  Elle 
exige  qo'on  ait  k  la  fol8/=i0,  jTsäO,  ou  bien  /==:0,  Ä'iriO. 
Or  chaque  Systeme  de  ces  ^nations  ramene  aux  propri^t^s  paHiea« 
li^res  que  Ton  a  d^ja  reconnues.  Reste  donc  a  Interpreter  Thypo- 
these  plus  g^n^rale! 

laquelle  ^tant  d^elopp^  deyiendfa: 

i/Ä»(C-Ä)-+.JifT»(C-.^)  =  —  (C— ^(C— Ä). 

Si  C  est  le  plus  grand  des  trois  moments  d'inertie  principaux,  la 
courbe  pr^cädente  est  imagioaire« 

Si  C  est  le  miDimuia  de  ces  trois  moments  d'iaertie,  la  conrbe 
de  cette  ^quation  sera  une  ellipse,  trac^e  dkns  le  plan  form^  par 
les  axes  da  möment  maximum  et  du  moment  moyeb. 

Si  C  est  le  momeot  d'iaertie  ttoyen^  il  y  aura  an  terme  pdaitif 
dans  le  premier  membre,  tandis  que  l'aatre  est  n^gatif,  et  le  second 
membre  devient  positif.  Ainsi  d^slors  la  conrbe  de  r^nation  tera 
nne  hyperbole  concentrique  att  Systeme  et  tracöe  dans  le  plan  prin* 
cipal  torm^  par  les  axes  des  moments  minimum  et  maximum. 
De  plus  la  Bupposition /*  =s  ^i^  rMult  les  ^uations  (1)  et  (2) 
a  nne  mime  condition: 
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(le:/^'+/«'K=:0, 
a  laqüelle  il  fout  joindre  la  relation  perp^tuelle:    , 

6t  P^ation  (3)! 

Si  l'oa  sappow  d'abord  a*'£i=0«  il  itstera  pour  la  d^eriniDatioD 
4l«t  tpiaiitit^s  o/o'  les  deax  ^quatioM  de  conditions 

o«  +  a'»  =  l, 
w£{^  —  B')  +/(a'»  —  a«)  =  0; 

car  alors  cette  derniere  n^est  plus  une  coDs^quence  des  deoz  autres 
a  cause  de  i)^'s=0.  Or  ce  cas  d'^lininatioii  a  ^t^  d^ja  trait^,  et  il 
noui  a  doDD^  na  Systeme  d'axes  permanenU,  l'un  normal  au  plan 
d'inertie  (a:'f/)^  et  les  deux  autres  situ^  dans  ce  plan  au  point 
donn^  [ß^T)n,  Pour  Tun  de  cea  derniera  od  a  tronv^  qn'il  fait'aTec 
Taxe  des  abscisses  an  angle  y'  donn^  par  l'^qnation  (2>)  du  No.  8, 
laquelle  devient  ici  en  vertu  de  la  valeur  de/': 

tos» 9/=  i-  + 1(^-^  et  taag*  f'  «  ^. 

Ainsi  Tun  de  ees  axesjfonie  aveo  Taxe  des  abscisses  un  angle  dont 
la  tangente  est  =bl/-^,  et  Pautre  un  angle  de  tangeute  ^l/»- 

Mais  nos  ^quatioas  de  condition  doivent  dtre  satisfaites  aussi  ind^- 
pendamnient  de  la  valenr  particuH^re  a'sisO  attribude  a  o".    LM- 

JnatioB  (3)   u'est  d'aiileurs   qu'une  cons^quenee  des  deux  aatres 
1,2),  si  l'on  ne  suppose  pas  d^avance  «''=0;  et  il  snffira  parcon- 
a^quedt  de  poser  g^D^ralement 

Or  81  Ton  ddaote  par  «  Tangle  compris,  entre  Taxe  Iss  et  aatre  ia 

Srojection  snr  le  plan  (^V)  ^®  l'axe  d'equilibration  chercb^,  et  par 
''  son  inclinalson  a  ce  plan,  on  pourra  faires 

a  =  cos  9' .  cos  f?,  a'  =  cos  ^ .  sin  17,  u"  =s  sia  1^. 

Da  h  OB  aonclut: 

A'  cos  ^.  cos  ^-4-/'  cos  ^,  sin  «7:^=0, 

» 

car  la  relation  perp^tnelle  devient  identiqu«»  La  derniere  6quation 
se  partage  en  deux  facteurs,  Tun  cos  ^  =  0,  qui  reproduit  la  Solu- 
tion de  Faxe  normal  au  plan,  et  Pautre: 

^' cos  17+/ sin  ^  =  0 
donne: 


id2 


t.ng,  =  -:^'  =  =r=l/|, 


et  l'angle  d-  restera  iod^termiD^  partant  arbitraire.  11  en  est  par- 
consequent  de  mdmedes  trois  .cosidqs  a,  a\  a^,  Ainsi  toittes  les 
ligrnes,  sitn^es  au  point  doDDÖ,  d^UDe  mani^re  ^oelconqoe,  dana  im 
plan  normal  au  plan  d'inertie  et  passant  au  point  donn^,  sont  des 
axes  d'^quilibration.  Mais  en  substituant  pour  ji'^  ß'  leurs  valeurs 
dans  Texpression  de  tang  17,  6n  peut  s'apperc^evoir  que  tous  les 
axes  se  projettent  suivant  la  normale  a  h  section  coniqne  an  Doint 
donn^ ,  et  que  la  Solution  particuliere  gui  provient  de  a"  =  u  «st 
comprise  dans  la  Solution  g^n^rale.  Nous  sommes  dooc  en  droit 
d'^ooncer  les  propositions  suivantes^  dont  la  premiere  n'est  qu'nne 
n^gation: 

1)  Dans  le  plan  princjpal  du  centre,  form^  par  les  axes  de  mo- 
ments  mojen  et  mioimum  il  n*existe  aucun  point,  aucun  lien  g^o- 
m^trique  de  foyers  de  radiation  plane. 

'  2)  Dans  le  plan  principal  du  centre,  form^  par  les  axes  de  mo- 
ments  maximum  et  mioimum,  il  existe  toujours  nne  hjperbole 
concentrique  au  solide  dont  cbaque  point  est  un  fbjer  de  radiatioo 
plane  normale  d'axes  permanents:  ca.  d.  que  ces  axes  sont  toos 
distribu^s  dans  le  plan  normal  au  plan  principal,  et  men^  suiraiit 
la  normale  k  la  section  conique  au  point  donn^. 

3)  Dans  le  plan  principal  form^  par  les  axes  des  moments  ma- 
ximum et  moyen  il  existe  toujours  une  ellipse  conceAtrique  an 
solide,  dont  cbaque  ^point  est  un  foyer  de  radiation  plane  normale: 
c.  il.  d.  que  tous  les  axes  permanents  en  ce  point  sont  situ^  dana 
un  plan,  normal  au  plan  principal  ßt  men6  suivant  la  normale  k  la 
section  conique ;  de  plus  la  tangente  en  ce  mdme  point  k  la  courbe 
est  )*axe  permanent  isol^. 

Si  Fon  se  re^orte  snr  lavaleur  de  tang  17,  on  voit  qu'elle  est 
ind^termin^  pour.  je  cas  de  A'=sO,  fzzzO^  c.  a.  d.  pour  ST=z  0, 
etJiS*^C  —  Jlz=0^  ^qnations  aUx  quelles  on  peut  satisfaire  en 

prenant  T=:0  eti9=d=l/ — ^— .  Cette  circonstance  semble  an- 
noncer que  les  sommets  du  grand  axe  de  Tellipse  soient  des  foyers 
de  radiation  absolAe  et  universelle:  mais  il  n^en  est  pas  ainsi,  parce- 

qn'en  ^rivant: ^=:  —  f?^^»  ®o  obtient  tang  17  =s  :^y  ^,  et 

Thypotb^se  de  J'  =  0,  7=0  donnant  JB'=C--'B,  il  en  r^nlte 
taug  17  =  :^  l/__-  =  0,  ce  qui  est  conforme  a  T^nonc^  g^n^ral, 

^tabli  plus  baut.  Mais  pour  la  classe  de  solides,  qui  auraient  -deux 
moments  dMnertie  ^gaux  C^  B^  et  dont  le  troisi^me  A  sisrait  -le 
plus  grand,  la  quantit^  tang  17  devieot  eu  effet  ind^termin^e:  ainsi 
pour  cette  esp^ce  de  Solides  lea^deux  points  de  Taxe  du  maximum 

aitn^s  a  la  distanee  =p  1/ — r^~  du  centre  sont  des  foyers  de  ra- 
diation absolus  et  universels  d'axes  permanents.  Cette  derot^re  pro- 
pri^t^,  et  Celles  relatives  aux  deux  sections  cooiques  de  radiation  bnc 
^t^  d^couvertes  pouf  la  premiere  fois  par  M.  Bioet  (Journ.  de  l'Ecole 
polytecbo.).  Plus  tard  Ampere  y  est  parvenu  de  son  cdt^  (Non- 
veanx  Mteoires  de  l'Institut).    Nous  les  avons  ^galement  trouvtes, 
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aTant  qua  d*«rotr  pri«  uae  coDaaSlnaBoe  approfotidie  du  memoire  de 
m.  Biaet.  Qaant  a  la  propri^t^  de«  deaz  lojers  de  radiation  abso- 
Ins  d^moatr^e,  bod  aoalofroe  se  treoTe  anssi  d^moatr^e  dao«  la 
Bote  pw  496.  l^re  ^ditioa  de  la  m^aaique  de  Poissod:  maia  aoas 
prioDs  le  lectenr  de  revoir  ce  passagre  et  fe  memoire  de-M.  Binet; 
il  poarra  se  coBTaiacre  qae  la  qaestioo  b*j  trouve  eaviaag^e  sont 
BB  poiat  de  vüe  dilföreat  de  ce  que  non«  veoons  de  pr^seoter;  c'eal 
ce  qu'oa  coDcevra  d'aataat  mieuz,  ai  l'oa  a  ^ard  a  ce  que  bobi 
diroDs  Bur  les  moroeDts  d'inertie  ^gaux  entr'euz. 


10. 

Ob  voit  par  lea  valeurs  des  coeiücieüts^^yB^yCi^I}^^  que  pour 
touB  les  solides  ayant  leors  moments  dMoertie'principauz  du  ceotre 
'^gaaz  eotr'euZ)  les  racines  de  l'^quatioo  en  C  restent  ind^termio^ 
OB  iDConnües:  mais  il  y  it  ici  ou  dii  rooins  il  peut  j  avoir  uird^gr^ 
d^ind^terminatioD  plus  ou  moins  considerable  et  avant  que  de  rieu 
pronopcer,  il  faudra  soumettre  encore  ce  cas  particulier  ä  ,un  exa- 
mea  special.  Od  sait  d^jä  que  quand  les  moments  priocipaux  du 
ceatre  sont  ^gau:( ,  tous  les  moments  relatifs  ä  des  li^nes  centrales 
quelconques  du  solide  sont  dgauz  entr'eux.  De  la  il  est  aisä  de 
coDclure  que  de  tous  les  azes  en  un  point  quelconque  {0)  d*un  tel 
solide  la  ligue  droite  01^  men^e  du  point  aonn^  par  le  centre  d'i- 
Bertie,  est  pour  le  point  { 0)  l'aze  du  moment  d'inertie  minimum; 
cette  droite  est  anssi  manifestement  une  Tigne  d^inertie  centrale,  et 
de  plus  tous  les  axes  en  ( 0)  situ^s  dans  ua  plan  normal  a  Ol  cor- 
respondent  a  des  moments  d'inertie  ^gauz.  Enfin  tous  les  azes  en 
(0)  sitn^  en  dehors  de  ce  plan,  mais  distribu^s  snr  une  mdme  sur- 
face  conique,  concentriqne  a  OJ,  ont  encore  des  moments  d'inertie 
4^gaflz,  dont  la  valeur  commune  est: 

J  +  M.OJ^  .8in»a, 

ji  dj^signaat  ie  moment  central,  et  a  rinclinaison  de  la  g^n^ratrice 
a  la  ligne  0/,  consid^r^^  comme  aze  conique.  De  la  on  est  con- 
dnit  a  peaser  que  si  pour  le  point  (  ^)  il  eziste  une  multiplicit^ 
d^azes  d'^ilibration,  ils  doivent  au  moins  se  trouver  tous  dans  un 
plan  normal  en  {0)  a  Ol,  Or  cette  propri^t^  peut  6tre  en  effet  d^- 
montr^  d'nne  maniere  rigoureuse  a  Taide  des  ^uations  de  condi- 
tion  g^n^rales  (F,  11',  111',  No.  4.);  car  de  qnelque  inani^re  que  Ic 
point  fize  (O)  se  trouve  plac^,  on  peut  dire  qu^il  est  place  sur  un 
aze  principal  du  centre /r',  et  fiaire  en  cons^quence  7=;=0,  17=0  s 
ce  qui  donney=0^  ^=^9  ^=^0,  partant: 

ir=0,  aVir=0,  ««"^=0,  ««'(ui'— ÄO=0  ....  ig) 

et  h  caBsa  de  i?'  =  0,  il  reatera  simplemeBt: 

Ces  coaditioas  soat  saüsfaites  1)  par  a"^0^  a'  =  0  a  la  fois:  ce 
qak  dotfae  a^l,  et  lait  voir  qae  Tua  des  azes  cherch^  coincide 
a?ec  Ol  on  j/Ji  ce  qui  est  Evident.  Mais  elles  soat  encore  satis- 
fiiiteB  par  0  =  0^  et  commo  on  a  d^slors  a''-4-tt">  =  l,  il  s'ensuit 

ThcOT.  13         * 


194 

quo  le»  Mitres  ax^s  ctotch^  «o»t  daot  ud  pha  naraiftl  es  0  k  OJ^ 

qpoique  H^a  pur  la  ralatiaii  «"-4-i^'*  =  l»  raatent  arbitraires  o« 
M^esrmia^eiu  -—  Aiaai  en  nonvant  avoo  Euler  aaliilea  de  lere 
classe  ceux  dea  aolUles  qui  ont  leara  -trok  moiaeiita  prinoipanx  du 
caatra  ^gaox,  aoaa  poavoaa  ^ablir  daaa  aatre  laagaga,  qae  tont 
poiat  fixe  d^an  aolide  de  Tere  claaie  esl  an  ceatre  de  radiatioD  H^^^ 
Murmale  d'axes  peraibaeatg,  taadisqae  le  cealre  dMneitie  est  ud  layer 
de  radiatioQ  absolue  et  uaiverselle. 

Remarque.  On  nous  objectera  peut-6tre  que  aotre  raison- 
nemeot  est  iDBußisant,  en  ce  que  qods  adidettoDS  a  la  fois  lea 
'trois  ^quatioDS  ....  (g*),  tandia  qu^ailleurs  dous  avons  remarqa^ 
que  l'une  d^entr^elles  n'est  qu'une  cons^quence  des  denz  autres. 
Mais  il  eaDTieot  d^observer  que  dans  le  cas  particulier  actnel  la 
l^re  condition  a'o^/T  =  0  est  satisfaite  d*etle  -  mdme  a  cause  de 
^  =  0;  81  donc  on  la  supprime  ou  qn*on  la  n^ffliffe,  il  faudra  te- 
Dir  compte  des  deux  autres  a  la  fois,  car  od  doit  dans  tous  les  cas 
exprimer  compl^tement  la  nature  m^canique  de  la  question  qui  veut 
que  l'^nergie  totale  des  forces  centi-ifuges  a  touruer  Tessieu  de  ro- 
tation  du  solide  autour  de  deux  axes  au  moins,  situ^s  dans  an  plan 
normal,  soit  nulle.  Notre  raison nement  ne  nous  paraft  donc  pour  le 
moment  susceptible  d'aucune  objection  fond^e. 

U. 

Bn  examinant  avec  que?qu'attention  la  lol  de  coiapositlon  dea 
cogfficients  A^^B^^C^^D^  de  T^uatioo  du  Seme  d^gr^  en  C»  ^^  ^^' 
connatt  qu^Is  ne  cbangent  pas  de  valeurs  quand  op  cbange  a  la  fois 
les  signes  des  coordonn^es  S,  7*,  U^  saas  älterer  leurs  valeurs.  Dane 
en  joignant  un  point  quelconque  {&)  de  Teepace  an  centre  d^inertie 
d'nn  Systeme  rigide,  et  prolongeant  la  droite  OT  d'une  quantit^ 
I€^'=iIOy  on  obtient  ud  point  (m),  pouc  laquel  les  axes -permanents 
de  rotation  du  solide  sont  riespectivement  paralleles  a  ceux  du  point 
{ß\  Cette  propri^t^  a  ^t^  aassi  cecoanAe  par  Ur.  Biuje^,  maia  par  aa 
marcbe  plus  aavante  et  plus  laborieuse« 

12. 

Lea  racines  de  T^uatioa  du  S^me  d^r^  en  C  n^  sauraient  de- 
venir  ind^ermin^ea  q^ue  quand  oa  auppose  a  Iafoia4^|=:0^i7i=0y 
Ci  =  0^  J0^:^=:  0,  8i  donc  on  ae  reporte  de  nauvean  a  la  d^om- 
Position  de  ees  co^Cficients,^  on  a'afpercait  qua  dans  des  solidea 
quelconques  il  ne  saurait  exister  auoun  foyer  da  cadiatioui  qol  ne 
aoit  situ^  dans  Tun  des  trois  plaos  principaux  du  centre  du  aofide» 
et  coaune  ces  plan»  ne  renleütmeat  q«e  des  cantrep  da  radiatia«  plane 
normale,  il  s^ensuit  que  les  solides  en  g^n^ral  n'admettent  aueon 
centre  de  rayonnement  abaah  el  «nmfaoL  Le  caa  axcafiiMiW  ä 
cet  ^gard  a  6t6  signal^  plus  haut. 

13. 

Paur  d^tarmioer  les  axaa  penaanents  de  ratatioa  d'nn^ayateaM 
mattfriel  ^ilan,  relatifs  k  un  point  üxt  (  ß.)  da  plan,  tfn  fera  paaser 
par  ce  paint  «toux  axaa  rectaaglea  (Oafy  &f)  paralRkM  aax  axaa  prin- 
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dpftttz  {'Iw',  i^)i  «t  eil  d^inait  |»ar  ^  l'angle  iii60«mi  d«  Tut« 
chercb^  avec  Oa^,  et  par  S^  T  les  coordonn^es  de  {O)  rdfttiveli  i 
Xa/y  /^y  ou  ce  qui  revient  an  mdnie  ici,  cellea  de  /  relatives  ä  Oa^y 
O^y  OD  attrat 

nullit  zwi***— ■»■■I     ■— «I  fc   ti «i    i<  ■«■!«■<  ■  , 

cangr  ^  — (J_Ä)^.^(2^_^»y 
Ponr  avoir  taDgtysf,  ti  fttudM  doiic  poter^lk  la  fois:    ^ 

JfÄT==:  0,  ^  ^  i?  4-  M{T*  —  AT»)  Ä  0* 
Soit  A^B^  et  posofis  en  cons^^uenoe  7=0;  d^oii  Ton  tire:  ^ 


=*i/ 


rtft^i 


j-Ä 


11  B^ensDit  de  lg  atte  poar  tont  Systeme  mat^riel  plan  il  existe  sur 
Faxe  dn  moment  dSnertie  mascimum  central  dn  plan  denx  fojers  de 
radiation  plane  eeDJdgia^  U  est  bien  anl^Nidii  ^e  le  3^^ie  axe 
permanent  est  nniqne  ou  isol^  et  normal  au  plan.  L^exemple  de  la 
surface  elliptiqne  homogene  est  bien  remarquabla  id.  Ku  «ffM  lem- 
mant  q  sa  density,  0,  ^  les  demi-axes  principaux  dn  centre,  ön 
obtient: 

ce  qui  donne: 

Ainsi  les  fojers  m^caniques,  oa  Hn  eentres  de  radiation  plane 
de  la  surface  elUptique,  se  trouvent  plac^s  snr  le  petit  axe  de  la 
fignre,  de  la  mdme  nani^re  dont  les  fbyers  g^ometriques  ou  op- 
tiqnes  de  la  coiirbe  sont  rang^s  snr  le  grand  axe. 

On  pellt  encore  d^mötatrer  facilement  naer  poüir  nn  point  fixe 
(0)  pris  sur  Fun  des  denx  axes  dMnertie  d'une  surface  plane  ma- 
terielle les  trois  axes  permanents  sont  constamment  paralleles  a  eux 
m|mes  et  a  ceupc  du  eetitre ;  qu'eipfia  le  lien  des  eentres  de  paral- 
l^isme  d'axes  permanents  dans  le  plan  est  une  bjperbole. 


14. 

Sur  le  plan  d'inertie  central,  comprenant  les  axes  des  moments 
Maximum  et  moyen,  d^criyons  Fellipse,  lielt  des  foyers  de  radiation: 

et  con<ievjons  en  un  feint  qixeilcoiim|e  du  pfSrim^tre  cnrviligne  un 
Systeme  d'axes  rectangulaires,  Fun  Uap  tangent  a  la  courbe,  Fautr^ 
Of  Bemal,  et  le  3^me  0%  parallMe  b  /s'.  Si  Fon  d<Jn6te  pai-  0, 
b^  c  les'  trois  angles  d'uiie  droit«  quelcoifque  (kK  avec  des  a^s 
coafdMni6i  et  par  A^«^  ou  ^tttS.mp*  le  momeot  d'lnertte  dtt  so- 
lide par  rapport  a  OE,  on  aara  en  nommant^',,  B\^  C\  les  tfOis 

13» 
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Bomeiito  d^inertie  du  solide,  relatib  ans  aaces  peraaneiitii  Ojir, 
Oy^  0%: 

Si  l'on  appelle  ti'  I'angle  de  Paze  Ojt  avec  I'axe  la:'^  on  aura: 

et  81  12  ezprime  Tangle  de  la  normale  Oy  a?ec  Iar\  il  vient: 

tang* !/  =  J5  j  cos»  i;  =  ^jr— y. 

Or  en  coDcevant  par  le  centre  /  devx  azes  Ay  Iv  paralleles  a 
Oxy  Oy^  respectivemeot,  on  aura  le  moment  d*inertie  relatif  k  lu 
dgal  k: 

A  eos'  ^'^B  cos* «/,  ear  eos(«/«)  =  0; 
et  celni  relatif  k  Iv  ^al  a: 

-<i  cos*  «j  +  Ä  sin*  fj ; 
et  par  Substitution  c<»8  quantit^  de?iendront: 

AB^ÄB  , 

^  '  j^     pour  /f. 

Pour  obtenir  maintenant  les  Taleurs  de'^',,  Jffi^  on  n^a  qn^k 
ajonter  aux  pr^c^dentes  le  produit  de  la  masse  par  le  quarrt  de  la 
distance  p  entre  luy  Oa:^  et  par  celui  de  la  oistance  g  entre  Iv 
et  Oy*    Mais  on  a: 

dr'oü  Ton  tire: 

et  Ton  aura  ensnite  pour  C\ : 

II  ny  aura  plus  qu'k  substituer  ces  valeurs  de  A'^yB^^jC^  damV^- 
quation  premi^re  pour  ayoir  le  mosMnt  S.mp*. 

Si  ron  tient  compte  de  la  relation  entre  S  et  Ty  on  tronvera 
aisteent: 
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d'oii: 


Mp^z=L ^TT-JP » 


de  la  OD  coDclut  aussi: 

^'^  +  ÜTj  -h  C".  =  C+^M(8^  +  T»), 

ce^  qui   exprime   une  propri^t^  facile  a  ^noDcer  en  langage  ordi- 
naire. 

Pour  avoir  le  momcDt  d'ioertie,  relatif  k  une  droite  OßTy  situ^e 
dans  le  plan  de  rayonnement  normal  a  la  coniqae,  on  fera: 

cos  a  =  008  d- .  cos  fif  cos  ö  =  cos  &  .  sin  17,  cos  c  =  sin  ^, 

ce  qni  donne: 


cos  a 


=  cos  d- ,  Y  • 


;,  cos  ö 


=  cos  * .  ]/- 


ir 


et 


cos*^ 


J.«^»=(^\i?'+i?',^~:;^4-/^'i.Bin»^ 


\ 


Donc  le  moment  dUnertie  relatif  a  cette  position  particnli^re  de 
OjK  change  avec  son  inclinaison  sur  le  plan  principal  (a/^),  et 
cependant  toutes  les  lignes  en  ( O)  sito^s  dans  le  plan  normal  sont 
des  azes  permanents  de  rotation.  11  n'est  donc  J^as  exact  de  suppo- 
ser,  comme  on  le  fait  dans  la  th^orie  ordinaire,  qne  les  lignes 
droites,  ponr  6tre  axes  permanents  de  rotation  en  un  point  qael- 
conque,  doiyent  correspondre  k  der  noiiients  d'inertie  ^ganx  entr'enx. 
L*hypoth^8e  n^ciproone  serait  ^alement  erronn^,  pui^ue  l'on  a  d^a 
reconnu  phis  faant  aes  axes  k  moments  ^gaux  qni  ne  sont  point  des 
axes  permanents. 

Si  Ton  coDsid^re  Pen  des  sommets  du  grand  axe  de  la  couribe, 
on  aura:  JIW  =  ^— C,  T=0,  A=iO,  B'=C---B;  partant 
>4'4-Ä'=C— ir,  et  ^',  ==/r-f-^-.C,  R'r=jiy  C\=iji^ 
ce  qni  est  ^ident  aussi  par  la  transformation  directe,  parceqn'alora 
Oy  coincide  avec  la/.  Par  rapport  k  la  drQite  en  ce  sommet,  situ^ 
dans  le  plan  (^»x'),  le  noment  d'inertie  devient: 

Au  contraire  pour  une  droite  en  ce  sommet,  dirigöe  d'nne  maniere 
quelconqne,  on  doit  avoir: 

:?.M^'==(iff+^---C)cos*«+^coB^^+-^cos'€;==^+(^--Oeos*a. 
Aittsi  toutes  les  g^o^atrioes  d'nne  surface  coniqne  concentriqne  a 


198 


igente  a  la  coorke  parallele  k  If/y  et  aj^nt  aoo  sommet  k  l'on 
»qiinets  da  irraDd  aX9  r^fpoodent  a  das  iBomeots  d'iaertie  ^nax; 


la  tao]^ 

dea  soqiinets „ ^^  ,,^ ^^ , 

et  cepeadaat  aucune  de  ces  g^o^ratricea  n'est  doa^  de  la  propri^^ 
d'on  axe  peraiaoent.  Pour  chaqoe  aonmet  da  petit  axe  de  la  covrbe 


on  a: 


^ .  mp^*  =  B  +  {J^C)  cos*  a, 


ce  qui  r^poi»d  a  ^M  propridt^  aoalogde.  Poar  les  taagentea  anx 
quatre  sommets  la  valeur  commuoe  dii  moment  d^inertie  sera  A^S 
—  C.  On  poarra  r^p^ter  les  calcols  pr^c^dents  pour  Thyperbole  de 
radiatioD,  et  pour  toat  axe  de  Teapace,  passaot  par  un  aommet  de 
la  courbe,  oo  treuvera: 

2  •  mp*  =  B  coa»  «  +  ^  aio»  0^ 

ce  ^ui  fluppose  le  plan  des  axes  Diaximamet  oiioimam  daos 
celui  des  (;p'y'),  Oe  Ik  on  d^duit  eocore  PaDalogue  d'one  Gonclasiop 
d^ja  Stabile. 

15. 

Sapposons  que  le  point  fixe  {0)  seit  sitnd  d^une  maniere  quel- 
conque  sur  l'uu  des  trois  axes  prineijiaDX  du  centre,  sur  Jar  par 
cxemple.    On  aura  donc: 

a'a''(2 .  mi/*  —  2 .  aw'»)  =  0, 
aa''{2 .  ma:'^  —  S ,  «»«'»)=  0, 

•  * 

et  conme  pour  des  formes  quelconques  de  solides  00  n'a  pas  ^galit^ 
eatre  (es  quaotit^  I?,av^'>  S.m^*,  2, ms*,  ou  devra  poser  simple- 
ment; 

Ces  ^«atiaiaa  de  «aaditi^n  na  aauraien^  litre  remplies  que  par  Thj« 
potb^se  de  l'^galit^  k  adro  de  deux  quelcoaqaes  des  trois  quantit^ 
«y  a\«i\  Od  eoDcdat  de  ia,  coaforaiteeot  a  ce  que  Poisson  a  re« 
conna  par  une  autre  voie,  que  pour  tout  poiot  sitae,  sur  i'un  dea 
tniia  axea  d'inertiQ  d^a^  solide.  Tun  dea  trois  axes  permaaeats  co'in- 
aide  t^ajoars  svea  eet  axe  «ilme.  Mais  cootrairemant  k  son  aaser« 
tion»  les  deax  autns  axes  permaaeDts  en  ce  paint  sont  parallelea 
respeotivfMQant  aux  deox  antra«  axea  d'ioertie,  car  en  dirigeant 
Taxe  A^  anUaAt  /2>'  qai  renferpe  (0),  et  faiaant  0^,  Om  paral- 
leles* a  Iy\l%^  on  aura  paar  aa  poiot  «at^iel  quelcoaqae  y^=^y\ 
at  x  =  s:  partant  JS'.apya  =  ^.My'x'  =  0;  et  comoie  on  a  d^ja  Ar 
permanent,  il  s^enaait  a  U  fois^'.aiyassO»  J^.aitfr;&=30,  JZ^.iia^y^O; 
^wkt  ce  qu'on  pourrait  aussi  d^nioutrer  eucore  par  d'aatres  mojens. 

1«. 

CoDfiiinons  k  placer  le  point  fixe  (€^)  sar  I'un  des  trois  axea 
d*ioertic,  sur  Jx  par  exemple,  et  adoiettons  que  le  solide  soit  de 
r^valntioD,  partant  qu'il  ait  ses  deux  naaieatts  d'inerlie,  relatii^  aux 


vn 

mxe»  //)  I%\  4gBnx  eiiti^eaxi  dkdvri  tmn  Je«  axet  da&t  te  pias 
(yin')  Mrovt  4e»  mxnw  d'iaerde.  OottC  paisqae  (es  dt«x  Ugaes 
6^,  ra  paraU^Us  a  eaa  azea  aoat  permaDettti,  et  qae  «Iuds  ie  plan 
(y/a')  cbaque  ax«  d'iiicrtie  //  rette  »rliitniire  da  directian,  il  aa 
aat  de  aitae  de  la  directian  de  Oy^  0%  dans  ie  plao  (y,  s).  Ou 
eoDclat  da  la,  qae  qnand  uo  solide  a  de«x  momeati  d'iaertie  pria* 
dpaaz  da.  ceatre  %aaz,  an  point  aueioonque  de  Taxe  d'^iaertie 
k  Maaiaat  indgal  est  aa  foyer  de  rauiatioD  plane  d-'axee  peraiafneats, 
toai  titu^  dans  aa  plaa  narmal  en  ce  paint  a  Faxe,  pu  pour  la 
dire  plaa  akr^riativeaient,  v'aat  ua  foyer  de  radiatian  plaae  Daraial« 
d^azea  penaaaeati.  Cette  propridte  raprailuit  celle  da  No.  10.  relu- 
ti?e  aax  aalides  da  preaii^re  claaie« 

Reiaarqaa.*  Noua  teraiiaeroBi  eatte  diaaertatian,  en  aappri» 
aiaat  qnelqaea  d^eloppeaienti  et  ddtails  qai  oe  noat  paraisseat  paa 
d'aa  int^fdt  Capital^;  aiaia  il  naus  reite  k  faire  ane  derai^re  obaer* 
?atiaa,  et  k  rjiparer  uae  otaitsioa.  Lea  deux  Bomoiets  de  reilipsc 
da  radiatian,  relative  aax  extr^mit^  de  son  grond  nxe,  son  situ^s 
aar  Faxe  dg  momaot  d'iaertie  maxinuai)  anx  diatanoes  du  oeatre 

±1^ — ^ — ^  niais  ce  ndme  axe  reoferme  lea  deux  ■ommets  de  l'bj« 

parbole^  diatanta  du  ceatre  dei  quaatit^  dbl/ — ^— '  lea  deax  ex- 

tr^mit^B  du  petit  axe  de  Tellipse  se  trouveut  au  coDtraire  snr  l'axe 
da  moment  mojen.  Concluoos  de  la  que  dans  tont  solide  Taxe 
central  4"  momeöt  d^ioertie  maximum  renferme  deax  couples  de 
fojera  conjngu^s  Je  radiation  plane  normale,   exprim^s  par  les  di- 

ataneea  d=rdbl/— ^ — ,  d'ssrdri/ — ^r-,  tandbque  Taxe  nioyen 

ne  renferme  qu^un  Systeme  uniqne  de  foyers  conjugu^s,  doone  pur, 
la  distance: 


i=±i/£^ 


M 

17. 

■ 

Notice  bistorique.  Segner  a  Ie  premier  recoonu  Texiatence 
daa  axea  priaeipaux  et  des  axes  permaaenta  de  rotatioo,  qai  Int  en- 
aoite  d^moatr^  par  rinmortel  Euler.  Sademonstration  analytique  ae 
trouve  reprodiiite  avec  plas  ou  moioa  de  mvdificationa  par  Jea  g«^o-. 
meCi^a  B^caaicieas  plus  r^cents,  Laplace,  Prony,  Pobson,  etc.  \j^ 
Bi^ode  de  Laplace  nous  parait  plus  rigoureuse  que  celle  de  Poia* 
BOB,  en  ce  qu'il  fait  voir  d'abord  rexisience  des  trois  axea  priaei- 
paux, pour  en  conclure  ensuite  la  r^alit^  des  troia  racines  de  1'^- 
qnation  da  3eme  d^grd;  taodisque  Poisson  admet  par  une  esp^ce 
de  r^duction  k  Tabsurde  la  r^alite  des  trois  racines  pour  en  conclur« 
rexisteace  des  axes  priaeipaux  ^  ee  qui  neos  seaible  laisser  quelque 
chose  «  d^sirer.  D'ailleura  cette  derniere  maoiere  de  proc^der  u'est 
pas  entierement  coaforme  a  l'esprit  de  l'analyse,  en  ce  que  Ton 
admet  d'abord  Pexistence  de  ces  axes,  pour  la  v^rifier  ensuite  pur 
Ie  calcnl;  ensuite  eile  offre  rinconvanient  de  rendre  solidaires  en- 
tr'eux  ces  trois  axes  et  de  ne  pouvoir  les  ddfinir  que  par  les  ex- 
pressioBS  analytique&l?.atia:y=0,  J2?.faa:x  =  0,  l^.«i^x  =  0.  IVun 
antra   cole   nqus   faisons  contre  cette  meibode  uae  objection  que 


aoo 


Booft  reproduifOBt  ici,  ■mm  prfteodre  tootefois  qn'elle  seit  fond^e. 
II  Dous  paraU  que  la  r^lit^  des  troii  racioei  de  r^uatioa  da  S^ne 
«l^re  a  ia  qaelle  oo  ^rvieafc  dans  toates  lea  m^thodas  est  iaipaaiiU 
ble  a  proaver;  et  fl  se  peut  ai^ne  daaa  de  certaina  cas  qa'il  n'jr 
alt  qu'uoe  racine  reelle«  fin  effet  lea  coefficieots  des  ter«ea  de  VS^ 
quation  d^pendent  des  coastantes  «,  dy  r, /*,  ^,  4  les  qoellea  d^ 
pendeot  elles-mdues  des  disiensioos,  de  la  forme  et  de  lamasaedo 
Systeme  et  de  la  disposition  des  azes  coordono^  fixes  aus  quela 
il  est  rappori^:  il  se  peut  doac  que  ees  azes  se  tronveat  dispoa& 
de  fa^oD  que  rdquatioa  de  conditioD  eatre  coostantea  qai  doit  Hre 
remplie  pour  rendre  deax  racioes  isiaginaires  seit  en  efiet  satisfaite« 
mais  deslors  od  aurait  ud  axe  priacipal  sealeneat»  ce  qai  daaa  I» 
d^fioitioD  pureaieot  aaalytique  est  absolument  d^pourva  de  signüi- 
catioD.  Daas  sa  m^aaique  aaalytiqae  Lagrange  traite  aassi  1» 
qoestion  des  axes  priacipaux;  nuais  loia  de  les  readre  solidaires  eo- 
tr'eux  il  d^Bioutre  d'abord  par  ses  formales  g^n^rales  da  moa?emeBt 
da  rotation  des  solides  Texisteoce  d^uo  axe  de  libre  rqtatioa ,  et 
d^duit  ensuite  focilemeot  les  deax  aatres  de  la  oiime  aaalyse. 

Dans  an  memoire  ias^r^  daas  le  Journal  de  T^cole  polytecbniqoe 
H.  Bioet  traite  la  question  par  une  m^thode  fort  g^o^rale  dont  aoaa 
ne  saurions  ici  donner  Tid^e;  et  ^e  premier  il  a  d^convert  cette 
belle  propridti^  de  Tellipse  et  de  Thyperbole  de  radiatloa  qae  l'oo 
a  ^tablie  ci  -  dessos.  Pias  tard  Ampere  s'est  occapd  de  la  m^me 
question  dans  les  nouveaux  m^moires  de  IMnstitut  de  France;  et  ses 
resultats  sont  pour  la  plupart  identiques  a  eeux  de  M.  ßinet;  sa 
m^thode  est  plus  gdom^trique,  mais  T^dooc^  des  propri^t^  qu'il 
^tablit  devient  embarrassant  et  quelque  fois  m^me  fort  difficile  a 
bien  saisin  De  plus  aacun  de  ees  illustres  maitres  ne  s'etait  oecap^ 
de  la  d^teriaination  des  axes  permauents  par  rapport  aux  axes  prin* 
cipaux  d^ja  ceos^s  connus.  Aiosi  donc  dans  notre  maniere  de  voir 
il  y  avait  encore  des  difficult^ä  a  vaiocre  et  des  conclusions  nou- 
velles  a  ^tablir,  conclusions  qui  devaient  r^aller  de  cette  d^termi- 
natioD.  En  commengant  notre  täcbe  noas  avions  pour  bat  de  faffPe 
une  th^orie  g^o^rsle  compl^te  des  axes  principaux  et  permanente, 
ane  th<^orie  susceptible  de  comprendre  toutes  les  propri^täs  connaea 
et  nouvelles  de  ees  axes,  et  de  figurer  en  m^me  temps  dans  l'en- 
seignement  ordinaire  de  la  mdcaniqae.  Noas  allions  oublier  de  par- 
ier de  M.  Caochy  qai  a  traitd  la  question  des  axes  principaux  par 
une  m^thode  g^ometriqne  remarquable  de  simplieitjf  et  que  dans 
l'enseignement  on  ponrrait  pr^f^rer  a  toate  antra  marche,  quand  ob 
aurait  peu  de  temps  a  eonsacrer  a  cette  mati^re:  ea  outre  plus  r^ 
cemment  dans  le  Journal  matb^m.  de  M.  Lioaville ,  M.  Gascbeaa  a 
montrd  le  moyen  de  dddaire  de  la  les  deux  sections  coniques  de  ra- 
dia^ioo;  de  sorte  qu^il  scrait  maintenaot  facile  de  faire  de  cela  ua 
tout  bien  bomogcne  qui  suppose  toutofois  l'existence  desdiametres 
conjugu^  rectangles  des  surfaces  du  second  ordre.  Mais  nous  ne 
croyons  pas  que  notre  truvail  devienee  par  la  inutile,  et  c'est  ce 
qui  DOUS  a  d^cid^  a  le  livrer  a  la  publicitd. 
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xn. 

Ueber  Enler's  Princip  der  Differenzialrechnnng, 

ein  Zusatz  zu  des  Uerm  Dr.  Gerhardt  Aufsatz 

im  n.  Band,  2.  Heft  des  Archivs  fttr 

Mathematik  und  Physik. 

Von 
Herrn  Doctor  Ludwig  Felix  Ofterdinger 

SU  TübiDgeik 


Die  Derivatioiit- Methode  fand  bei  deo  Dentocbea  solclieB  Aa- 
klaiig>  dass  sie  in  fait  allen  LehrbücherD  der  Differen^ialreebnuDg 
za  Fronde  gelegt  wurde ,  und  gilt  jetat  noreh  bei  mancbem  Mathet 
Biatiker  als  die  wahre  Grundlage  des  höheren  Galeuhi.  Es  ist  dies 
uai  so  auffalleader,  als  Euler*)  «chon  yor  Jahren  gezeigt  hat,  wie 
jenes  Princip  nicht  die  Grundlage  eines  wissenschauliehen  Gebäudes 
sehi  kann,  als  ferner  Lagrange  selbst  in  seiner  !ll6caniqne  analy- 
tf^e  jenes  Princip  nicht  weiter  anwenden  wollte,  als  endlich  Gau- 
ch j  das  wahre  Princip  mit  einer  WissenschafUichkeit  und  Elegans 
aufstellte,  welche  ihm  den  Beifall  aller  wissenschaftlichen  Mathe- 
matiker verschaffte.  Bs  war  daher  Ton  Herrn  Dr.  Gerhardt  sehr 
▼erdienstlich,  dass  er  die  Sache  in  dem  Archiv  fiir  Mathematik  und 
Physik  (II.  2.  300.)  sur  Sprache  gebracht  hat  und  das  wahre,  ein- 
sig wissenschaftliche  Princip  der  Differensialrechnung  klar  aus  ein- 
ander setzte**);  aber  eben  wegen  der  Wichtigkeit  der  Sache  siSchte 
es  erlaubt  sein,   einen  Vorwurf  zu  beseitigen,  welcher  einem  der 


*)  Euler  institutiones  calculi  differentialis. 

**)  An  der  Tübinger  UnfversUaC  wurde  noch  im  Jahre  1842  folgende  Preisr 
aufgäbe  gegeben:  „die  Erfahrung  lehrt,  dass  die  Methode  des  Un- 
endlicbk leinen,  selbstständig  vorgetragen,  ifiir  den  Anfanger  etwas  seh- 
Mysteriöses  bat,  und  dass  ihm,  wenn  auch  dieses  durch  Gründung 
derselben  auf  die  Ableitnngsmethode  yermieden  wird,  die  Sicherheit  der 
Anwendung  in  allen  Fällen  zweifelhaft  erscheint,  in  welchen  er  nicht 
im  Smnde  ist,  die  Ableitungsmethode  der  Methode  des  ünendÜchklei- 
nen  zu  substituiren*  Da  nun  die  letztere,  ihrer  Kürze  wegen,  in  den 
Schriften-  über  angewandte  Mathematik  die  herrschende  ist,  ihre  Ueber- 
tragung  in  die  Ableitungsuietbode  aber  noch  in  manchen  Fallen  Schwie- 
rigkeiten darbietet,  so  würde  die  Beseitigung  dieser  Schwierig- 
keiten e-iü  Terdiensiliches  Werk  sein.  Die  Fakultät  macht  daher  das- 
selbe zur  Aufgabe  mit  dem  Wunsche,  dass  bei  Lösunj^  derselben  das 
Lehrbuch  der  Mechanik  von  Poisson  besonders  berücksichtigt  werde." 
Diese  Aufgabe,  in  einer  Stadt  gegeben,  in  der  L*Iluilier  seine  prin- 
cipiorum  calculi  differentialis  et  integralis  exposltio  ele- 


grössten  Mathematiker  gemacht  wird.   Herr  Dr.  Gerhardt  sagt  wkaif 
lieh  pag.  202: 

„OhDgeachtet  dieser  Vorgänge  entbehrte  doch  noch  das  an  diese 
,.Zeit  im  Jahre  1755  ab|i(efa88te  Lehrgebäude  der  Differeozialrech- 
,>iiuog  dnseres  uasterUiehen  Buler   die  feste  Begriodug  dtrch 
,,die  ttrenzmetbode,  aber  er  setzte,  ia  der  Ceberzeugung,  dass  Yor 
„ailen  Diogea  die  so  Tagen  nnendiieh  kleinen  Grossen  ans  dar  Dif* 
„ferenzialrecbnang  entfernt  werden  müsaten,  mittelst  eines  kühnen 
,,GewaIt8treicne8  dieselben  =0  and  legte  diesen  Nullen  einem 
,,intensiven  Werth  bei.    Nach  seiner  Meinung  müsse  man  aof  ihre 
, »Entstehung  Rücksicht  nehmen,  dann  dürften  sie  auch,  je  nachdem 
„sie   aus  einer  grössern  oder  kleinern  Grösse  entstanden  wären, 
„einen  verschiedenen  Werth  unter  einander  haben,    obgleich 
„sie  durch  dasselbe  Zeichen  dargestellt  würden.    Diese  Annahme 
„veranlasste  aber  bei  des  Bestimmung  der  Differenziale  vielfache 
„Schwierigkeiten,  zumal  da  Enler  durch  die  Diiferenzenrech- 
„nung  und  mittelst  der  Entwickelang  der  Functionen  in  Reihen 
„dabin  gelangen  wollte,  und  in  der  That  ist  die  Dunkelheit  und 
„CJnverständlicbkeit,  die  in  den  ersten  Capiteln  der  Bnler'schen 
„Differenzialrechnung    herrscht,    eine   merkwürdige   Ersehet- 
„nung  für  jeden ,   der   mit  der  äusserst   lichtvollen  Darstelinng 
„Bnlers  vertraut  ist.^' 

Es  ist  diese  Ansicht  über  Eulers  Differenzialrechnung  nicht  neu, 
denn  schon  im  Jahre  1780  hat  sich  W.  J.  G.  Karsten  in  seinen 
mathematischen  Abhandlnngan.  Halle  1786.  pa§r.  töseq.  ver- 
anlasst gesehen,  gegen  dieselbe  zu  schreiben.  Wäre  das  Werk  von 
Karsten  der  jetzigen  Generation  so  bekannt  als  das  Archiv,  so 
könnte  man  einfach  darauf  verweisen,  so  aber  wird  es  nicht  unne* 
thig  sein ,  an  der  Hand  des  Euler'schen  Werkes  das  Irrige  obiger 
Behauptung  zu  zeigen. 

Buler  eröffnet  die  Vorrede  mit  der  Frage :  quid  sit  calculus  dif- 
ferentialis,  atque  in  genere  analysis  infinitorum?  Er  beantwortet 
diese  Frage  dahin:  dass  eine  Antwort  nicht  möglich  sei,  so  lange 
nicht  bestimmte  Begriffe  vorher  festgestellt  seien ,  daher  er  seerat 
die  Begriffe  von  Function  ans  einander  setzt.  Ferner  sei  3f=ar*» 
und  of  wachse  um  cü,  so  muss  y  um  «  wachsen,  und  es  ist  also 
X  =  2a:a)  +  co' ,  also  %  :  co  =2^-1-  cti :  1.  Ebenso  kann  man  in 
allen  andern  Fällen  beide  Incremente  vergleichen,  ja  sogar, 
wenn  tr,  also  auch  x  wieder  verschwinden ,  wo  x :  te^  =  2^^:  1  sieb 
verbalte.  Jetzt  erst  gab  Euler  eine  Antwort  auf  obige  Frage;  er 
sagt, 'die  Differenzialrechnung,  qui  est  methodus  determinandi  ra- 
tionem  incremeutorum  evanescentiuin ,  quae  functiones  quaecunqne 
apcipiunt,  dum  quantitati  variabili,  cujus  sunt  functiones,  incremen- 
tum  evanescens  tribuitur.  «—  Calculus  igitur  differentialis  non  tarn 
in  his  ipsis  incrementis  evanescentibus ,  quippe  quae  sunt  nnlla, 
exquirendiB,  quam  in  eorum  ratione  ac  proportione  mutua  scrutanda 
occupatur;  et  cum  hae  rationes  finitis  qnantitatibus  ezprimantar,  eti 


tnentaris  vor 49  Jahren  und  Bobnenberger seine  Anfangsgründe  der 
höheren  Analysis  vor  33  Jahren  geschrieben  bat,  und  welche  dei) 
jetzigen  Sund  der  Wissenschaft  Tollig  ignorirt,  daher  vor  30  Jahren, 
aber  nicht  jetzt,  an  der  Zeit  gewesen  würe,  konnte  natürlich  keine  be- 
friedigende Losung  erhalten,  und  der  Verf.,  der  sich  mit  der  Losung  dieser 
Aufgabe  abmühte,  konnte  nicht  einmal  eines  Lobes  tbeilhaftig  werden. 


I 

kitf  <»l<ail«i  ciieft  ^vanlitetM  fiutoa  versuri  e«t  eemmidM.  ^mmvis 
epim  pvaecepta»  uti  virigo  tradi  «oteot,  adistaincreacAtaevanesoemtUi 
defiDteada  YideaBlar  aeeomodata;  naaquam  tomai»  ex  üs^aolate  sm» 
ctotis,  ae4  po(iiiss«iiper  ex  earu^i  ralioDeeoBoluaioaea  dc^ducuntiir*).  Die 
verachwiiideDdeB  Ineivnieiito,  fährl  Buler  fort»  beiwen  DiffareDsiale, 
avck  ueadiicb  Ueiae  GröMeoi  die  dfdr  Nalar  der  Saebe  nach  gleiok 
Oi  geaatat  werden  miiataa»  waa  in  eipe«  Beispiei  geneigt  wird»  webei 
aber  Kuler  bemerkt,  dais  nan  ja  nicbt  glanbaa  miisaey  die  Differeasial- 
reebnaag  gebe  Begela,  die  Differeaaiale  an  finden^  aondera  aar  ihre 
VarhältniMe,  walebe  endliche  €riiiaea  aeien.  Caai  antem  hoc  atoda, 
qü  a^lus.eat  rationi  oonaentaoetts»  prinoij^iä  calonli  diSerentjalia 
atabUiunlni»,  -aamea  obtrecftalioness  qnae.  contra  bune  aalcnlttm  pra« 
farri  anal  telitae»  ;a|^nte  cerraunt;  quae  tanea  tnauiani  viai  retino'« 
reat,  -ai  diffaceatialia  aea  infiaiia  {wirva  naa  plane  annibilaraatof« 
Pluribua  ante»»  qni  calcvli  differentialis  praecepta  tradidere,  ?ianm 
est  düferentialia  a  nihilo  absolnto  aeeeroeve^  peouUareaique  ardineia 
qnantitatQai  infinite  paryarnm,  quae  non  penitus  evanescant,  sed 
qnantitatem  qnandam,  quae  (|nidem  eaaet  omni  aasig^ahili  minor,  re- 
tineant,  constitn^re:  bis  igitur  jure  est  ohjectnm,  rigorem  geone- 
tricnm  negligi  et  conclnsiones  inde  dednctas,  propterea  quod  hu- 
jnsmodi  infioite  parva  negligerentur,  merito  esse  suspectas:  quan-  • 
tumvis  enim  ezigna  haec  infinite  parva  concipiantur ,  tarnen  non 
aolum  singulis,  sed  etiam  piuribus.  atque  adeo  innnmerabilibua  simnl 
rejiciendis,  errorem  tandem  inde  enarmem  resultare  posse**).  Es 
zeigt  nun  Euler,  dass  der  Sache  durchaus  nicht  geholfen  sei»  wenn 
man  die  Uebereinstimmung  der  Resultate  mit  denen  anführe,  welche 
«larch  acb^e  geometriacäi  SoUäsae  gefinnden  wosden* seien»  dena 
ein  Irrthum  könne  den  andern  nicht  aufheben»  vielmehr  werde  die 
Sache  nur  noch  verdächtiger.  Wenn  die  DiiFerenzial  -  oder  unend- 
lich kleinen  Grössen  wirkliche  Nullen  seien,  so  entstehe  allerdings 
die  Präge»  wie  sie  mit  einander  verglicheo  werden  können,  worüber 
Bnler  sagt:  inerementum  quantitatts  or,  quod  in  genere  indicavimus 
per  ctf,  ad  increaMntum  quadrati  o?',  quod  est2a?<aH-co'f  rationem 
habet  ut  1  ad  2a:  +  ^9  qu^t®  sempier  differt  a  ratione  1  ad  2ar,  nisi 
ait  ctf  =  0;  at  si  statuamus  esse  ai  =  0,  tum  demum  vere  affirmare 
posaumm  hanc  rationem  fieri  ezacte  ut  1  ad  2a?.  Interim  tamen  per- 
apicitur»  quo  minus  illud  inerementum  w  accipiatur,  eo  propins  ad 
hanc  rationem  accedi;.  unde  non  soium  licet,  sed  etiam  natnrae  rei 
convenit,  haec  incrementa  primum  ut  fioita  considerare,  atque  etiam* 
in  figuris,  si  quibus  opus  est  ad  rem  illustrandam,  finite  repraesen- 
tare;  deind^  vero  haec  incrementa  cogitatione  continuo  minora  fieri 
eoncipiantur,  sicque  eorum^  ratio  continuo  magis  ad  certun  queodam 
limitem  apprepinquare  repertetvr,  quem  autem  tum'  deronai  attiDgant» 
cum  plane  in  nihilum  abierint.  Hic  autem  limes,  qni  quasi  ra- 
tionem ttltimam  incrementorum  illorum  constit'uit»  verum 
est  objectum  caiculi  differentialis;  cujus  igitur  prima  funda- 
menta  is  jecisse  existimandus  est  cui  primum  in  meutern  venit,  has 
ratioops  ultimas,  ad  quas  qoantitatum  variabilium  incrementa,  dum 
Continus  magis  dimiauuntur,  appropinquant,  et  cum  evanescuiit,  tum 
demum  attiogunt,  contemplari '**). 


*)  Pag.  VIII.  und  IX. 
••)  Pag.  XI. 
>)  Pag.  XIV. 
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Dl«8e  Sätze,  tf eiche  Baier  noeh  weiter  ausfittrty  sind  .ebenso 
lichtvoll  geschrieben  als  alles  andere,  was  aas  der  Baler'schen  Fe- 
der geflossen  ist;  sie  geben  dem  III.  Cap.  der  inst  calcal  diff.  ein 
S^anz  anderes  Aussehen,  als  es  ohne  dieselben  hat;  denn  wenn  jetst 
Culer  die  Diflferentiale  =0  setzt,  wenn  er  denselben  verschiedene 
Werthe  beilegt,  so  hat  er  deutlich  gesagt,  anf  welche  Art  diese  xn 
verstehen  sei,  nirgends  ist  ein  „Gewaltstreich'';  die  Dunkel- 
heiten und  UnVerständlichkeiten  in  dem  ersten  Capitel  de« 
Enlerschen  Werkes  verschwinden,  so  wie  die  Vorrede  genau  stn* 
^'  dirt  ist.  Der  einzige  Vorwarf  möchte  Euler  gemacht  werden  kön- 
nen, dass  er  das,  was  er  in  der  Vorrede  gesagt  hat,  nicht  als 
den  Anfong  des  111.  Cap.  gesetzt  hat;  denn  die  Vorrede  wird  häufig^ 
entweder  gar  nicht  oder  nur  oberflächlich  gelesen,  und  deswegen 
wurde  Bnler  von  so  vielen  missverstanden  opd  manches  ßr  dunkel 
und  unverständlich  gehalten,  was  klar  ist,  so  wie  man  die  in  der 
Vorrede  erklärten  Begriffe  mitbringt. 


Xffl. 

lieber  einige  merkwürdige  bestimmte  Intc^grale. 

Von 

Herrn  Doctor  O.   Schlö milch, 

Privatdocenten  an  der  Universität  zu  Jena. 


Von  dem  berühmten  Fourier^schen  Theoreme: 
f^  cos  «iwÄiy^  /(t)  cos  üUU  =  ^/t«)>  «  =  0    (0 
y^*sin  OMduJ^fit)  sin  utd$  ;=  ^/(«),  «  >  0    (2) 

lässt  sich  bekanntlich  eine  wichtige  Anwendung  zur  Entdeckung 
bestimmter  Integrale  machen.  Wählt  man  nämlich  die  Function  f 
so,  dass  sich  die  jedesmalige  erste  Integration  nach  f,  nämlich 

j    f[fy  cos  utdt    oder  J    f(t)  sin  fität^ 

in  wefcher  u  als  Constante  figurirt,  ausfuhren  lässt,  so  bleibt  noch 
eine  zweite  Integration  übrig,  für  welche  a  als  coostaat,  u  als.  ver- 
änderlich angesehen  wird.    Diese  lässt  sich  sehr  oft  nicht  bewerk- 


fltelOgeii,  aber  man  kennt  sbhon  ihren  Werlli,  nämlicb  v/l^)»  ^^^ 

•nf  diese  Weise  geUnfft  nan  xur  Kenntniss  eines  bestimitea  In* 
tegralesy  des  man  niät  leicht  auf  andereai  Wege  finden  wiirde. 
Eine  der  einfachsten  nad   beiianntesten  Annahmen  dieser  Art  ist 

die:  /(a)  =  e  .    Man  hat  dann 

nni  dareh  Saintitatioii  in  die  Gleichnagen  (1)  und  (2): 


eoa  mtdt^J^e  co»  «»*=  j^^—^. 


^  =  'je  ,    a^O    (3) 


f 


und  wenn  man  $tß  für  a  setst  und  cpss-^  nimmt: 

So  leicht  man  hier  zu  diesen  wichtigen  Integralen  gelangt  ist,  so 
schwer  schien  es,  die  Werthe  der  ähnlich  gebildeten  Integrale 


y*"iecosaM  .         , 


aufinfinden,  wenigstens  ist  dieses  Problem  bisher  ungelöst  geblie- 
ben. 08  kommt  offenbar  bloss  darauf  an,  eine  Function /zu  fin- 
den, welche  die  Eigenschaft  hat,  dass 


oder  auch 


ist,  wobei  f:  einen  constanten  Factor  bedeutet.    Dergleichen  Fnnc« 
tionen  nun  sind  folgende: 


/(^)  =r  0^  U  (r-^)  4-  e-^li  {e*r^j  fiir  Gleichung  (7) 


und 


f(t)  =s  r^  li  (e-0  —  e--^  li  {e^)y  tut  Gleichung  (8) 


wobei  das  Zeichen  /•  den  Integrallogarithmus  bezeichnen  soll.    Da 
die  Definition  dieser  Transscendenten  selbst  durch  ein  bestimmtea 


Integral  g^egeben  ist,  so  werden  obi|^e  Snbititutionen  ffir/(ir)  in  den 
Gleichungen  (7)  und  (S)  eine  doppielte  Integration  nÖthiff  machen. 
IKese  wiirde  unter  Anwcndongf  der  gewöhnliehen  Formel  fiir  den 
Integrallogarithmns  beaondere  Schwierigkeiten  darbieten^  die  aiefa 
aber  gänslieh  yermeiden  laaaen,  wenn  man  den  Integrallogarithmna 
in  eine  andere  Form  bringt. 


1. 

Die  Definition  des  Integrallogarithmna  liegt  bekanntlich  in  der 
Gleichung: 

Nimmt  man  hier  ar  =  fiy,  so  wird  ^=1,  y  =  Oj  wenn  zes=:p 
und  ;r=:0  geworden  ist  Ferner  ist  dann  dx^zpdy,  iac^=ilp 
+  /a?9  folgliä' 

Für  j^  =  ^    wird  ferner  «  =  0  und  «:s:qo,  sobald  y  die  Werthe  I 
und  0  angenommen  hat^  mithin 

« 

Für  ;i  =  ^— ^,  p  =  r**  wird  hieraus 

Setzt  man  endlich  xzi^tx^  so  ist 

^ÄCO^-yTl-S^r-'*    (9) 
e-^ti^e**:)^+r^e-*'    (10). 


Mit  Hülfe  dieser  Formeln  wollen  wir  uns  nun  an  die  Untersnehnng 
der  Integrale 

J^^\e^  iK^O  -H^^  ^(^«)1  cos  ^di 
und 

^  [r*-*  ÄCir-O  —  <?*    /#Ce+')l  sin  ffri/ir 
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IL 


Aus  Fomel  (9)  folgt  dorch  MuItiDlication  mit  cos  m$äi  nnd 
IntegratioB  swiMh^n  de»  Giinseo  ^  =  0»  ^s=oo: 


CO 


Da  es  aber  in  einem  bestimmten  Doppelintegrale  mit  zwei  Verän- 
derlichen gleichgültig  ist,  nach  welcher  Veränderlichen  zuerst  inte- 
^rirt  wird,  so  können  wir  im  vorliegenden  Falle  die  Integrationen 
m  umgekehrter  Ordnung  yerrichten  nnd  zuerst  nach  t  integriren. 
Es  wird  dann 

Die  noch  übrige  Integration  nach  ^  bat  nicht  die  mindeste  Schwie- 
rigkeit.   Es  ist  nämlich 


t 


Jl j_  _J X  fl»       , 


^.  tf»-*.Jt» 


folglich 

=  y:^  [—  ^1  -I-  ^)  +  */(«•  4-  4F»)  + 1»  Arctan  -^J  -h  Const. 
Bemerkt  man,  dass 


\/ul 


— -1-1 

X 


ist,  folglich  fiir  or^oo:  . 


and 


Arctan  -^  =  f 


wird,  so  ergiebt  sich  für  ^  =  oo,  or^O: 

dx  X  \      m    n 

0 

und  die  Substitution  in  die  Gleichung  (U) 


y'**  dx  X       _^      1      I    n_ -  I 

0  l-#-ar  '  u^^x*        1-1- «•  ^^2  ' 


ao8 

/ 

yf  ^/i(^)cO.«,*=-f  .  j:;^  +^.      (12) 

Etwas  AehDÜches  erhält  man  aus  Fomel  (tO)  durek  Mnltiplieation 
mit  coauidi  und  lotegration  zwischen  den  Gränzen  ^r^O,  l  =  oo, 
nämlich 

y*"   dx  X  /«Ol 

Es  ist  aher 


.    1  —  o:  *  «» -4-  o?» 

folglich 

/dx  X 

\  —  X  '  ««*  -f-  o:.* 

=  rf^  [/t^  -•-  i^"'  H-  *•)  -  •  ArctoD  ^  4-  Conrt. 

Die  erste  Integration  ist  noch  nicht  ausgeführt,  weil  sie  zwei  ver- 
schiedene Werthe  gieht.    Es  wird  nämlich  für  ^  ^  1 

«folglich 

dx  X 


/*  ax 


•••-f-a?* 


und  für  a?^l 

folglich 

/'  rfar  X  ' 

\^x  '  f#»-f-ar* 


Der  ersten  Form  bedienen  wir  uns  für  a:  =  oo,  der  zweiten  filr  a: 
i^O.    Wir  bekommen  dann 
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folglich  dsreb  SnbstitiitiÖD  in  die  Gleichung  (13):  « 

y;v*Ä«r«)c..«**«-|-.p:^-j^.  (14) 

Durch  Addftion  nod  Snbtniction  der  Gleichnugen  (12)  und  (14)  er- 
giebt  sieb  j^etzt: 

y^I«**Ä(«-*)-h«-'A(«+*)l  CO.  •*.*?=- j^    (15) 

y^[«**  li(e-')  -  €-*  Ä(*-w)l  CO.  mtdS=  +  j^.    (16) 
Nimmt  man  jetzt  in  4«r  GleielinDg  (1) 

uud  auch 

und  sabadtnirt  die  lnte|frale  (15)  und  (16),  ao  erhält  nan  auf  der 
Stelle: 

y*JjL^du  =  ^i[eaii(er-a)^er^ii{e^)]     (17) 


III. 

Durch  Multiplicatlon  der  Gleichuog  (9)  nit  liu  mtdf  und  lute* 
gratioo  zwischen  den  Gränzen  ^=0  und  t=Qo  ergiebt  sich 


= -yTiT^yi"*^"  •** 


dir  1 


El  iat  aber 


1  -f.  AT '  «•  -I-  j:* 

_"     1^     r     1 X  1       n 

1  -H  «'  [l  H-^         »»  ^  ar»  "*"  «•  -I-  4r»J' 

mithin 

TMl  V.  14 


»« 


/l 


dx 


=  xh^^  W*  +  *) - */(••  +*»)  +  -  Arctn«  ~J  +  C*., 


woraus  «ich  für  4r^90|  ar:z9  lettAt  findet? 


•/o  r 


l_Ti    -1 

ar '  w»  ^  AT«         1  ^a#»  *  2  •  « 


H. 


folglich  aus  Gkichnng  (19) 

fl^y^{r^^^^^^dt=^\.^^  (20) 

Aus    der   Gleichung   {10)    folfft    ferner   dorch   Multiplication    mit 
sin  utd$  und  Integration  swiacban  den  Gfänaan  ^ssO»  /=qo: 

-''  sin  «/^ 


y^^  dx      /•* 


Es  ist  aber 


1  —  ar  *  •»* 


1-|-««»U  — jr 
mitbin  durch  Integration: 


sc 


t«*-4-;t» 


«»-♦-^»J' 


ito 


jp'ff» 


=  Y^^  f-  «1  --  ^)  +  i/(»'  +  ^'j  +  ^  Arctan  Jj,  for  .r <  1. 

Bedient  mau  sich  der  ersten  Formel  für  jr  =  oo,  der  «weiten  für 
or  =  0,  so  erhält  man  leicht 

mithin  nach  Gleichung  (21} 

/;'«-*Ä(«+')8in«*Ä=|-.j^-j^.    (22) 

Durch  Subtraction  und  Addition  der  Gleichungen  (20)  und  (22)  er- 
geben sich  jetzt  folgende  Integrale: 


I 
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/^[^iKe-*] - r-*mif**)\  «D  mtdt=^-  j~    (23) 
yf|«+'Ä(»-0-hr-*/i(r«)l.iinirÄ=s-j^.  (24) 
Nehmen  wir  dud  io  der  Gleichnng  (2)  eiBoial 

QDd  dann 

SO  erhält  man  auf  der  Stelle: 


Diese  Formeln  entsprechen  R^öz  den  unter  (17)  nnd  (18)  darge- 
stellten. Man  kann  auch  (17)  aus  (25)  dadurch  ableiten«  dass.man 
die  letalere  Gleichung  partiell  nach  a  dilTerenziirt  und  auf  gleiche 
Weise  die  Formel  (26)  aus  der  in  (18). 

Setst  man   nun  in  den  lolegraleo  (17)  und  (26)  «  =  -7  «nd 
schreibt  aß  fih*  «,  so  ergeben  sich  dfe  folgenden : 

r 

fi^^^^'^^-i\'^'^tK€-'^'')'^^^fK<*^)\    (27) 

J^ ^4^*te=  - ^I«^«Ä(«--^)  +  e-*^Ä(^«)l.    (28) 

Da  mau  für  den  Integrallorilhmua  Tafeln  hesitat,  wie  für  die  La- 
garithmeu  und  trigonometrischen  Functionen,  so  sind  jetzt  die  obi- 
gen Integrale  als  voUig  entwickelt  und  beluHiai  anaiiseheB. 

Nimat  man  auch  in  den  Gleichnngen  (18)  und  (26)  «#  =  — > 

setat  uß  fttr  a  und  bemerkt,  dass  l^^i^ia: — ißinty  so  erhält  man 
unter  Anwendung  der  Formeln  (5)  und  (6)  die  folgenden  Ansdrikka« 

y"»*  Ix .  cos  ax  j 


/. 


2i2 

*  sh:  •  sin  ao? 


dx 


•      '»'-»-*•  }   (80) 

welche  ebenso  wenig  -bekannt  zn  sein  scbeinen,  mU  die  Forinelii 

(27)  und  (M). 


XIV. 

€reodAtUch€  Aufgabe. 

Fon 
dem  Herausgeber. 


Wenn  man  in  drei  ihrer  Lage  nach  gegebenen  Pank- 
ten  A^Axy^^  die  180**  nicht  überüteigenden  Winkel  ge- 
messen^ bat,  welche  die  von  den  Punkten  A^  ^,,  A^  n«ch 
dem  seiner  Lage  nabb  unbekannten  Punkte  M  gezoge- 
nen Gesichtslinien  AM^  A^My  A^M  mit  drei  von  den 
Punkten  A^  A^^  A^  aus  na.cJi  derselben  Seit«  hin  geso- 
genen einander  parallelen  Linien*)  einschlieasen^:  so 
.soll  man  die  Lage  dieser  Parallelen  und  die  Lage  des 
Punktes  M  bestimmen. 

Man  bezeichne  die  hekannfen  rechtwinkligen  Coordinaten  der 
Punkte  A^  A^,  A^  respective  durch  a,  6;  a,  ,  ^,;  if,,  ^, ;  die  ge* 
suchten  rechtwinkligeo  Coordinaten  des  Punktes  M  durch  jc,  y\ 
und  setze  der  Kurse  wegen  AM-^^q^  A^M  :=:  g^,  A^!^=  q^. 
Ferner  bezeichne  mnn  die  von  den  Linien  AM^  A^ßf,  A^M  und 
von  den  aus  den  Punkten  A^  Jf,,  A^  gezogenen  ParalleUn  mit  der 
Richtung  der  positiven  ersten  Coordinaten  eingeschlosseaen  Win* 
kel,  indem  mnn  >diese  Winkel  von  der  Richtung  der  positiven  er- 
sten Coordinaten  an  durch  den  Coordinatanwinkel  hindurch  voa  0 
his  360^  zählt,  respective  durch  9,  ^^,  ^,  und  cti;  so  hat  man  of- 
fenbar die  folgenden  Gleichungen: 

wz=^ar\'Q  cos  9,    '    y^lf'-\-q  sin  9; 

^:=»i^H^i  cos  gpj,  ^==^^  +  ^1  siu  9,; 

I 

^  =  a»-f-^»  cos  9,,  y=Ä, -h^,  sin  y,; 

*)  Etwa  mit  der  einen  Hälfte  des  magnetischen  JAefldiins. 
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«od  kann,  wie  sogleich  erhellen  wird,  die  Werthe  der  Differenseii 
fip — 41»,  ^1  — (tf,  9)3  — CO  immer  leicht  ans  den  gemessenen  Winkeln 
finden,  weshalb  man  diese  Differenzen  als  bekannt  2«  betrachten 
bereelitigt  ist  Beaeichnen  wir  nun«  die  aus  den  gemessenen  Win- 
keln' e^ich  ergebenden  Werthe  der  Differenzen  $  —  co,  9),,  —  cd, 
9,  —  Ol  durch  «,  a,,  «x,,  und  nehmen  an,  dass  diese  Werthe',  wie 
dies  u.  A.  bei  Messungen  mit  der  Boussole  der  Fall  sein  könnte, 
sämmtlich  mit  einem  und  demselben  con&tanten  Fehler  0  behaftet 
sind,  so  dass  nämlich  »  +  &,  a, +  @,  a^+@  die  richtigen  Wer- 
the der  in  Rede  stehenden  Differenzen  sind;  so  ist 

9)i^  —  Ol  =  a,  -I-  0,     5p,  =  «1  -I-  öl  +  0; 
y,  —  cii  =  a,+09    gp,  ^aa,HrW-h05 

falglich  nach  dem  Obigen 

^  =  a  +  ^  cosC«  -h  w  -h  0),         y=:  d  +  ^  8in(a  -H  w  -h  0)  j 
ar  =  Ä, +^,  cos(aj  +  CO -I- 0>,  y=^, +^1  sinC«! -I- « -+- 0) ; 
^  =  ar,  +  ^,  cosCa«  4-  o»  -h  6},  y  =  ^,  -+-  ^x  sinCo,  +  « -f-  0); 

waraos  sich 

tang(a-l-tt]t+0)  =1;^^ 


a^ 


tong  C«,  +  w  H- 0)  =  ^— j2^ 


ergieht.    Diese  Cleichnngen  bringt  man  aber  leicht  auf  die  Formt 

4?  8in(a  -t-  ii>  -H  0)      —  y  cos(a  -i-  »  -f-  0) 
=  0  sinC«  -f-  w  +  0)      —  Ä  cos(o  «4-  Ol  t|-  0), 

j?  sidC«!  +  w  +  0)    —  yco8(a, -|-wHh0) 
=  «,  sin(a j  +  cu  -H  0)  —  ä,  «cosC«»!  -t- « •+-  0), 
'     a?sin(a, -l-cii-l-0)    — y  cobC«,  +  cd  +  0) 
=  a,  sinCajH-w-+-0) — ^,  C08(a,  +  a>  +  0) » 

snd  erhält  aua  denselben  durdi  Elimination  yon  of  und  y  die  Crlai- 
chnng : 


bÄJsin(a,4--a)+0)co8Cc»a+cuH-0)— cos(aj-|-cüH-0)8inC«i"H»+0)| 
X  |«sinCc»-|-c«)+0)— ^cosCcH-w4-0)} 
-f-j  siDC«,+aH-0)co8Ca+aH-0)— cos(a^-|-o>-t-0)sin<(H-ftH-0)  | 

X  j»iSinCo,H-a>+0)— Ä,co8Cai+ai-|-0)} 
+jsi<a+<i>-|-0)cos(ai+iiH-0)-— co8(a+ö>-|-0)8in(ai+w-f-0^| 
X  {ar,8in(a,-|-iö.l-0)  — *»cosCa,-Hö+0)}i 
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r^wlkn(a^'^a)\a^  tlii(aj  H-i*H-©)  — ä,  eM(a,  -t-a>-f-©)| 

Seist  man  der  Kürze  wegen 

Jir=s      fliD^a,  —  ce,)  (#  sin  a  —  d  co«  a) 

+  8iD(a,  —  a)  («1  sin  a^  —  ^,  cos  Oj)  » 

•+-  sinCo  —  a,)  («,  sin  a^  —  ^,  cos  tt,), 

X  =      sin^tti  —  a^y  (a  cos  a  +  ^  sin  a) 

+  sinCa,  —  d)  (a,  cos  a.  +  ^,  sin  Oj) 
+  sidC«  —  «i)  (dr,  cos  a,  -|-  ä,  sin  o,); 

so  ist,  wie  sogleich  erbellen  wird: 

KconCio  +  e)  +  L  sin(a>  -|-  0)  =  0, 
also 

tang  (cü -f- 0)  =s  —  ■^. 

Berechnet  man  die  HülfsgrSssen  f*,  A;  f^n^ij  f*%j  ^%  *uf  bekannte 
Weise  mittelst  der  Formeln 

assifircoaX,  ^  =  f*sinl; 

«i=f*iC0sl|,  ^j  3= /t»i  sin Xj ; 

«»  =  f*.  cosJ,,,  ^,=f*.  sinX,; 
so  ist  . 

JTaz     ^  ünCa,  —  a,)  sinC«  -^  i) 
^/»,  sinCa»  —  o) «iaCa,  —1,) 
i4-Mft  sin(a  ^  aj  sin(a,  —  XO, 

Z»  =      /Efr  siD(tt|  —  a,)  cos(a  —  A) 
H-f#j  sin(o,— a)eo8(a,  ^1,) 
+  ff,  sinCa  —  o,)  cosC«,  —  1,)  j 

mittelst  welcher  Formeln  die  Grössen  K  and  /^  ohne  Schwierigkeit 
berechnet  werden  könneo. 

Zwischen  q  und  ^|  hat  man  nach  dem  Obigen  die  Gleichungen 

^ cos(a  +  lu  +  d)  —  Ci  cos(a j  4-«i»  +  0)=:»f  —  a, 
^sin(a*<Hai-h0)  —  tf»  si«(ai +w^-0)  =  *i  — ä; 

ans  denen  sich 

^ sfe±3 r 
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•der,  w«BD  nan  die  .Httlfsgrösien  k  oiid  •  mittelst  der  Fdrmeln 


bereebnet: 


m^^-^az=.k cos t,  d^  — b  =  ^ sia  » 


ergiebt»   Hat  man  aber  auf  diese  Weise  ^  gefinidea,  so  erhält  man 
die  Coordinaten  ^.nod  y  leitbt  mitteist  der  Formeita 

Är  =  «  +  ^cos(«-f-i»-|-®},  y=Ä-|-^siD(a-f-fti4-®); 

und  dann  ^,  und  q^  mittelst  der  Formeln 


X »y 


y-^i 


^t  = 


€es(«s-f-a>«^^)        «iB(«3 


^) 


Aacb  bat  man  nacb  dem  Obigen  %at  Bestimmung  von  x  nnd  y  die 
Gleichungen 

^sinCa+cö-f-®) — ycosCa+ü»-f-®)=B/[*ainCa — A+w+0)» 
^siD(a,+<ti+@)— ycos(a|+ai+®)=f*i8in(ai — A|-Hw-4-0), 
^siDCa,+cöH-©)— ycoB(o,-f-w-f-®)=f#,sinCat— Ä»+ai+0)5 

ans  denen  sieb  n.  A. 

^ /isin(a->AH^ftH-e)co8(gr-H>H'^)*-yi«i«(*i"^^i"^ft>^ 

siD(a^ax) 

^  »in(a— «,) 


Da  ^  immer  eine  j^süive  Grosse  sein  mauMs.so  kain,  wie  leiebt 
erhellen  wird,  nie  ein  Zweifel  bleiben,  wie  man  den  Winkel  4^ 
+  &  zu  nehmen  bat,  wenn  man  denselben  mttteiat  der  Formel 

K 

berechnet.  Weitere  Bemerkungen  über  die  obige  Auflösung  kdnnen 
wir  fnglicb  dem  Leser  überlassen. 


\ 
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XV. 

Remarques  faites  k  roccasion  du  No.'  XIII. 
T.  IV.  p.  113,  de  ce  Journal. 

V 

Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  Groningue. 


Dans  Particle  cit6  M.  le  r^acteur  a.  coMnnoiqu^  une  ^uation 

In '     '     ~     ~ 
4üm 


S'^D^rale  de  M.  Bertrand  qui  sert  a  trouver  la  valeur  de  TiDt^grale 


0        i^'ai* 


d(0. 


Cette  ^quatioD  est  la  siiivante 

(1)      /  f(iayX)dia  =  r  ^{as)djc  +  f  ^^(jc)da: 

dant  laqaelle  9(^) .  signifie  ce  qne  def ient  /(a^^m')  lorsqa'oo  ^crit 
jc  au  liea  de  o),  et  9»(ft')  ce  que  devieat  /  ,   *    dx  en  net- 

tant  ap  au  lieu  de  oi  apres  la  differeotiation  et  l*iDtd^ratioD.  Sans 
ce  long  avertissement  la  formule  (1)  n'a  aucuae  significatioD  et  ce 
serait  donc  un  grave  iDcoDv^nieot  si  cette  ^quation  ne  povrrait 
sVxprimer  d'oae  mani^re  plus  simple.  Or  «n  verrs  arec  peu  d'at- 
tentiOD  aa'elle  a^est  autre  cbose  ^a'an  cas  particulier  du  principe 
de  ia  dini^renttation  sous  le  siffae  lateral. 

En  e£fet,  soient  a  et  6  des  fonctions  de  je  et  en  d^signant 

ponr  plus  de  conmodit^  la  d^rivie  ';  ■  d'une  fonction  qnelconqne 
F(jt^  par  dxF(jsi)y  on  a  en  g^n^ral 

d'oii  Ton  tire  en  particulier,  en  faisant  b  '=z  x  et  «  ind^pendanl 
de  or: 

Maintenant  si  Ton  £sit 

/ 


OD  Mir» 


et 
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(4)    du,/(:c,w)ss:f(a;,u) 


Mail  00  voit  saoB  peioe  quo  l^oo  aura 

(ö)    y^>Kar)Ä«>==[y]^V(4r,io)iJtr] 

eo  admettaDt  que  le  dernier  menire  ftlgoifie  qu'U  favt  chuoger  oi 
eo  ar^diiDi  rexpressioo^    f(ae^iii)d3p  apr^s  rintegration. 
II  suit  doDC  de  (5)  et  (6) 

on  d'apres  (4) 

ce  qai  cbaoge  (3)  ea  . 

Or  /(j?,ap)  est  le  mdme  qne  ee  qv^oo  a  exprind  par  yC^)  düstos  la 
formale  (1)  et  [^    4»/C^i^)da:  j  ^     est  le  nitee  qne  9p,  (^) 

daoa  cette  formale.  Duoc  d'apres  cette  uotatioo  la  formale  (4)  Ott 
(Z)  se  r^duit  k 

*  • 

et  en  iot^grant  par  rapport  a  or  eotre  les  [in^iten  ar  =  <i  et  a;=a: 
il  s^eoBuit 

on  puisqae  ß    /(ia^m)äio  eit  dvidemment  ^gal  a  sero 

II  idsolte  de  ce  qai  pr^cede  qne  r^aatjon  de  M.  Bertrand  D'e«t 
qo'an  cai  partieolier  de  Pintdgrale  de  la  formale  qni  lert  a  diffd- 
roatier  tone  le  tigoe  iotdgral  lee  iotteralea  ddfioiea  par  rapport  a 
nne  variable  dont  lea  limitea  aont  dea  fonetiova,  et  qoe  par  cooad- 
qaeat  toatea  lea  coupdqiianoea  que  Ton.  an  paut  faire  ae  dddairont 
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aussi  de  1a  fornule  ^nivaleDte  (3)  et  a  fortiori  de  la  foraole  $^6- 
Durale  (2). 


Ainsi  pour  trouver  la  valeor  de  Pint^rale  defioie 
Voh  diff^rentie  par  rapport  a  ^»  et  la  fonnule  (3)  donne 
maitf  on'a 


61 


(1  +  w»)  (1  -I-  arw) 
d'oii 


\      r     X         -        ft> ar      N 


/o'(i+/)(i+^>.)  =T:p^(^.«'"*».^«>Hi(i+*')-^H-*')) 

Eo  lubstitnant  cette  valeur  dans  (9)  on  obtioDt 

^A  /Q-i-a^*)    ,    2j?.arctan.jf 

^aation.  qoe  l'oa  peat  ^erire  aona  la  fonne 

2i/xy  =  /(l  +  x^^dx  arctao .  ^  +  arctan .  xijl .  (1  +  ^*) 

=  i/;r[/(l  +  x^) .  arctan .  x\ 

et  en  int^grant  par  rapport  ä  ^: 

2y  =  /(l  +  ^■) .  arctao .  a?+  C 

La   qnatitit^  C  indöpendante   de  a:  est  d'apr^  (8)  '^gale  k  a^ro. 
DoDc  OD  a 

Vo     1-i-^        =i/(l  +  a?*)  •atchin .  or. 


Qoant  a  la  formule 

flue  Ton  a  dädvite  de  T^ation  (1)  ot  U  quelle  offra  uae  e^iteotioa 
du  principe  de  l*{Dtdgrati#B  par  pavtie,  alle  i^obtieiit  de  aitee  de  1% 
quafion  (d),  naii  TdqiiatioQ  (3)  dovb^ium  la  fotauto  plna  gdndffrie: 
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•f  et  r  desif^nant  des  fonclioDs  qaelconques  de  ^  et  «  one  con- 
atante.'  Cepeodant  on  ii*a  paa  besoin  de  transformer  (2)  pour  obte- 
Dir  la  fornule  pr^c^eate,  parcequ'oo'  y  parvieadra  immraiatemeDt 
aa  noyea  de  la  formale  connue: 

a 

'  Car  en  inUgrant  eotre  lea  limites  «  et  v  par  rapport  a  or,  on  aura 


d'oa 

PoaODS 

5P(a?)  =  /     I\a;)da:y 
OD  aura 

par  consequent 

^lv)f  ^Fia^dx  -^  fpCu^f^fCof^djtf  =  fJrp(a;)FCa:)da; 

+  fJi^M^)  fjn^)ds:\da;. 

En  renTenant  lei  termea  on  obtient  la  formnle  (10),  par  laquelle 
l'oD  integre  par  partiea  entre  dea  limitet  qneleonqae«. 
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XVI. 

Uebimgsaufgaben  für  Schttier. 


Aufgaben  aus  den  Cambridge  problems,  propased  by  the 

moderatora  to  the  candidatei  for  mathematical  houors 

at  tbe  general  ezamination  1842  —  43  und  1843, 

Man  soll  beweisen,  dass  die  Summe  eines  Bruchs  und  seines 
reciproken  Werths  immer  grösser  als  2  ist. 

'  Man  soll  beweisen,  dass,  wenn  0  den  ¥on  den  Diagonateir 
eines  Parellelogramms,  dessen  Seiten  a,  d  unter  dem  Winkel  a  ge- 
gen einander  geneigt  sind,  eingeschlossjenen  Winkel  bezeichnet^ 
jederzeit 

ist. 

Wenn 

^.        cos  a            ^  .        cos  «,      tanff  B           tsng  a 
cos  0*  = 7,  cos  0  *  = Tj      1      ^    = 2 — 

cos  /J'  ^»  cos  ^  '   ttng  8,         tang  a» 

ist,  so  ist  immer 

tang  ja  taug  ja^  =  taug  j/?. 

Wenn  E  und  /^  die  Punkte  bezeichnen ,  in»  denen  die  Seiten 
uiC  ubd  jiß  eines  Dreieck»  von  den  auf  sie  yon  den  gegenüberste- 
heoden  Spitien  JB  und  C  gefällten  Perpendikeln  getroffen  werden, 
so  ist  immer 

BC*=J£l.BF'^JC.CE. 

Wenn  a,  ^,  e  die  Seiten  und  ^,  i?,  C  die  gegenüberstehenden 
Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  sind,  und  r  den  Halbmesser  des  um 
dieses  Dreieck  beschriebenen  Kreises  bezeichnet,  so  ist  immer 

a  cos  ji  +  i  cos  JB  +  c  coa  C^^Ar  sin  A  sin  B  sin  C. 

Wenn  die  Sinns  der  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  eine  arith- 
metische Progression  bilden,  so  bilden  auch  jederzeit  die  CoUn7 
genten  der  halben  Winkel  dieses  Dreiecks  eine  arithmetische  Pro*' 
gression. 

Wenn  ^,  B^  C  und  Jf',  B^^  (T  Punkte  in  der  Peripherie  eines 
Kreisen,  und  die  Linien  AB^  AC  den  Linien  AB^,  ACT  bezie- 
hungsweise parallel  sind,  so  sind  auch  jederzeit  die  Linien  BC 
nnd  B'C  einander  parallel. 

Ein  rechtwinkliges  Dreieck  durch  eine  auf  seiner  Hypotenuse 
senkrecht  stehende  Linie  zu  balbiren. 
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Waon  swei  Kreii«,  deren  fielbaeiser  a  nsd  ^  lilid»  eicli  ¥on 
Aosseo  berühren  9  und  &  den  yod  iwei  flreaeiDicbaftlictoD  Beruh- 
rangslinieD  dieser  heideo  Kreiee  i  eiDgeaebietseneD  Winkel  heteich- 
net,  so  ist  immer 

» 

WeDD  die  Zahl  'n  nieh  in  q  ftnadmte  zerlegen  lüst»  lo  lästt 
die  Zaiil  2(^ — \)n  eich  immer  io  7(^— 1)  QuAdrate  serlegen. 

Die  atereographiache  Projection  einea  Cubaa  auf  einer  anf  aei*» 
ner  Diag^riale  aenJcrecht' stehenden  Ebene  ist,  wenn  dos  Avge  aicb 
in  der  verlängerten  Diagonale  befindet,  ein  gleichseitiges  Secbseck« 
Befindet  sieb  das  Auge  in  einer  der  Diagenale  gleichen  ^ Entfer- 
nung^ von  dem  Cubus,  so  verbalten  sich  die  Sinus  zweier  einander 
benachbarten  Winkel  dieses  Sechsecks  wie  8 : 5  au  einander. 

Ein  lenehtender  Punkt  befindet  sieh  in  der  grossen  Axe  einer 
Ellipse  in  der  Entfernnog  u  v6m  Mittelpunkte;  man  soll  beweisen, 
dass  die  Entfernung  Us  dea  Bildes  nach  der  ^en  Reflexion  vom 
Miltelpnnkte  durch  die  Gleiohnng 


gefundcn  wird. 


Sätze  Ton  den  Kegelschnitten,  welche  ^«  beweiseii  sind. 

Fon  flerrn  Fr.  Seydewitz,  Oberlelirer  am  Gjmnasium 

zu  Heiligenstadt. 

Nennt  man  eine  jede  Sehne  eines  Kegelschnittes,  welche  durch 
einen  Brennpunkt  .geht,  eine  Breousehne,  und  je  zwei  solche  zu 
einander  recntwinkliffe  Sehnen  zwei  zugeordnete  Brennsehnen  dem- 
selben, so  hat  maojlie  Sätze: 

1.  In  jeder  Ellipse  und  Parabel  ist  die  Summe,  und 
in  jeder  Hyperbel  ist  die  Summe  oder  der  Unterschied 
der  reciprokenWerthe  der  Stücke,  in  welche  eine  Brenn- 
8.ebne  durch  den  Brennpunkt  zerlegt  wird,  jenachdem 
letztere  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Hyperbel  liegt, 
constant,  und  zwar  viermal  so  gross  als  der  reciproke 
Werth  des  Parameters.* 

2.  In  jeder  Parabel  ist  die  Summe  der  reciproken 
Werthe  je  zweier  zugeordneter  Brennsehnen  gleich  dem 
reciproken  Wert  he  desParameters,  in  jede|r  Ellipse  gleich 
der  Summe  der  reciproken  Werthe  des  Parameterr  und 
der  Hauptachse,  und  in  jeder  Hyperbel  ist,  wenn  beide 
Brennsehnen  innerhalb  oder  beide  anss^rbalb  derselben 
liegen«  die  Summe;  dagegen,  wenn  die  eine  innerhalb, 
die  andere  aujaerhalb^  li^gt,  der  Unteraebied  ihrer  ro* 


9 

\ 
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eipr«keD  Wertbe  gleich  den  Untergekiede  der  recipro- 
ken  Wertke  des  Parameter«  nnd  der  Battptackie. 

3.  In  jeder  Parabel  ist  die  Suame  der  reciprokea 
Wertbe.der  Recbteclie  swischen  den  dureh  dea  Vreott- 
punkt  bestimmten  Abscbnitten  je  zweier  «ageordneter 
BrcDDsehneD  dem  reeiprokea  Wertbe  des  Quadrates  dea 
halben  Parameters,  in  jeder  Ellinse  der  Summe  der  re- 
ciproken  Wertbe  der  Quadrate  des  halben  P^rametera 
uad  i^er  halben  Nebenachse,  und  io  jeder  llj[^erbel  ist^ 
wenn  beide  Brenasehnen  innerhalb  eder  beide  ausaer- 
faalb  liegen,  die  Summe;  dagegeq,  wenn  die  eine  inner- 
halb, die  andere  ausserhalb  liegt,  der  Unterschied  je- 
ner reciproken  Wertbe  dem  Onterschiede  der  reeiprokea 
Wertbe  der  Quadrate  des  halben  Parameters  und  der 
halben  Nebenachse  gleich. 

4.  In  jeder  gleichseitigen  H^fperbel  sind  je  zwei 
zugeordnete  Brennsebnen  von  gleicher  Lttnge,  und  die 
Rechtecke  zwischen  ihren  durch  den  Brennpunkt  be- 
stimmtet Abschnitten  ron  gleichem  Inbaltew 

5.  Die  Summe  der  reciproken  Wertbe  der  Qnadr»ttt 
über  den  vier  Abscbnitten,  in  welche  je  zwei  zugeord- 
nete Brennsebnen  im  Brennpunkte  ffetheilt  werden,  ist 
für  die  Parabel  24mal  so  gross  als  der  reciproke  Werth 
des  Quadrates  des  Parameters,  und  für  die  Ellipse  oder 
Hyperbel  24mal  so  gross  als  der  reciproke  Werth  des 
Quadrates  des  Parameters,  weniger  oder  mehr  dem  Dop- 
pelten des  Quadrates  der  halben  Nebenachse. 

6.  Injeder  Ellipse  ist  die  Sumnje,  und  in  jeder  Hy- 
perbel ist  der  Unterschied  derRechtecke  zwischen  zwei 
Paar  Zuglioien,  welche  von  beiden  Brennpunkten  irach 
den  Endpunkten  zweier  zugeordneter  Durchmesser  ge- 
zogen werden,  von  unveränderlichem  Inhalt^  und  zwar 
der  Summe  oder  dem  Unterschiede  der  Quadrate  der  hal- 
ben Achsen  gleich. 


xvu. 

M  i  s  c  e  1 1  e  n« 


In  Schumachers  asftrononisckea  Nacfarichteii  No.  4M.  8.  171. 
hat  Herr  Professor  Anger  an  Panztg  die  folgende  iatereesaste 
Bemerkung  mitgetbeik. 

%¥enn  man  unter  dem  Heheodreieek  eines  DreieclM  das  Dretetik 
versteht,  welches  durch  Verbindung  der  Fnsspnnkte  der  drei  liehen 
des  gegdbenen  Dreieeka  durch  gerade  Linien  entsteht^  ae  giebt  es 
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switdie»  de«  Ra4iw  des  nai  4m  Mgebene  Dreieck  ieechriebeoee 
Kfeieee,  deei  ftiMihia  it§  ib  dasselbe  bescbriebenen  Kreise»  i  dem 
Redio«  des  lu  das  H«k«ttdreieek  bescLriebene«  Kreises,  ued  de« 
4rei  Winkeia  des  geflefaeeen  Dreiecks  eine  nerkwürdige  Reletioe, 
ftezeiehnet  sen  atehoh  den  Radias  des  «m  eio  Dreieck  beecbria« 
aen  Kreises  darcb  ü,  dea  Radias  des  in  dasselbe  beschriebeoea 
Kreises  darcb  r,  dea  Rtfdias  des  iav  sein  Höbeodreieck  eiaprescbrie» 
beaen  Kreiaes  darcb  ^t  so  ergeben  sieb  die  Coüiiiasse  der  drei 
Winkel  des  gegebenen  Dreiecks  darcb  die  Aoftdsiuig  der  falgaodeii 
cakiachen  Gleicbaag: 

cos'  o  —  (I  +  jj-j  cos«  o  -t ^j^ ^  cos  a  =  ^. 

• 
Herr  Professor  Anger  bemerkt  nocb»  dats  sieb  viele  interessahte 
triganaaietriscbe  Sätze  aus   dieser  Gleichung  ableiten  lassen ,    di« 
wegsn  ibrer  einfachen  Form  einige  Aufmerksamkeit  zu  verdfcjnen 
acbeine.  G. 


Eine  Reclman^spielerei 

zur  Spracbe  gebracbt  tod  Herrn  Professor  Hesael 

ia  Marburg. 

Bei   der  bekaanlaa  Aufgabe,   nacb   welcber  ma»  die  Zablea 
1  bis  9  aa  in  eia  aas  9.  Fetdem  bestehendea  «yiadratiacbea  Täfei« 

laAe\   . 
eben  wie  |  tief  >  einscbreiben  soll ,  dass  die  Summen  a  +  ^  +  <?, 

d-^e+fj  ^+A  +  «,ar  +  i/+g,  *  +  *-♦- 4,  e-^f-^i^ 

i  438  i 
«  +  ^  +  *'}  c  +  e-^g  gleicb  gross  werden,  ist«  =  5,  s.  B«  {951  f. 

Man  ändere  nun  vorstebende  Aufgabe  dabin  ab,  dass  gefordeji 
wird,  es  soll  « -4-  ^  +  c  =  ä+  e  -f-/^ ^-f-  4  + 1  =  ar  +  </-4-  g 
s=  ^  -I- tf  -H  4  S3S  c*4^/*-f-t  sss  «  +  #+^  aber  .versebieden  von 
c+e  +  gy  und  e  eine  lon  3  versebiadeae  Zabl  seia« 


Auszug  aus  einem  Briefe  des  Herrn  G.  D.  E.  Weyer, 
Assistenten  an  der  Sternwarte  zu  Hamburg,  an 

den  Herausgeber. 

Die  Ton  Gerling,  Hansen,  Clausen,  so  wie  von  Euer  etc. 
selbst  bearbeitete  geodätiscbe  Aufgabe  gebort  nacb  meiner  Meinung 
stt  den  einfacben  und  ntitzlicbea  Problemen,  die  beim  ersten  Aa- 
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blick  die  AnflösoDg  zu  flieben  scb^ineti.  So  findet  tieb  die  leieb- 
tere  oingekebrte  Aufgabe  z.  B.  faet  in  allen  NaTigationabileberB, 
während  die  gegenwärtige  wobi  mit  demselben  Rechte  einen  Piafx 
darin  verdiente,  indem  die  nnsiehere  Messung  einer  Standitnie  asf 
dem  Wasser  dabei  wegfällt  und  xugleieb  die-  magnetiscbe  DecliD*- 
tion  des  Compasses  (mit  Binschlnss  der  Loknlattractionl  bestiaiait 
wird.  Ich  sehe  solche  Anfgaben  gerne  bistoriscb  nacngewieseii. 
Hier  ist  ein  Beitrag  dazu  aus  William  Payne^a  Klements  of  Tri^- 
nometrie,  London  177^: 

Uaving  the  distance  of  two  objects  A  and  B  (Taf.ll.  Fig.  9«), 
with  ihe  angles  observed  tit  the  stations  C  and  D\  it  is  required 
to  £nd  the  distance  between  the  stations  Cand  jO.  —  ConstrnctioD. 
üpon  AB  describe  segments  of  circles  that  will  contain  the  giren 
angtes  ACB,  ABB,  make  the  angle  ABEt=^ABC,  draw  AE!^ 
upon  AE  describe  a  segment  of  a  circle  AFCE^  that  will  contain 
the  Supplement  of  the  angle  ACBy  cutting  the  circle  ACB  in  Cy 
draw  ECBy  and  the  thing  is  evidentlj  done.  —  Calculation. 
Jn  the  triauffle  CBA  are  given  all  the  angles,  and  by  taking  CI^ 
at  pleasure  (suppose  1000)  we  may  find  CA  etc. 


Noch  einige  Aufgaben« 

1.  Wenn  die  Mittelpunkte  A^  B,  C  dreier  Kreise  in  einer  ge- 
raden Linie  liegen,  und  die  Kreise  B  und  C  den  Kreis  A  von 
Innen,  sich  selbst  von  Aussen  berühren,  so  ist  immer  der  ausser- 
halb der  Kreise  B  und  C  liegende  Tbeii  der  Area  des  Kreises  A 
der  Area  des  ober  der  die  beiden  Kreise  iff  und  C  berührenden 
Sehne  des  Kreises  A  beschriebeuen  Halbkreises  gleich. 

2.  Die  Seiten  eines  ebenen  Dreiecks  seien  den  Wurzeln  der 
Gleichung 

as^  +  ax^  '+:öjp  -f-  c  =  0 

£roportional :  mau  soll   die  Summe  der  Cosinus  der  Winkel  dieses 
Dreiecks  finden.. 

X 

< 

,    3.    Ans  drei  gegebenen  Punkten  als  Mittelpunkten  drei 
gegenseitig  berührende  Kreise  zu  besehreiben. 


XVIII. 


Theone  der  involutorischen  Gebilde  nebst 
Anwendim^eii  auf  die  Kegelsdmitte. 

Tob 

Herin  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  su  Heiligenatadt 


(Fortsetiong  des  AuÜMtzes  No«  XXX«  im  dritten  Hefte  des 

▼ierten  Theils.) 

üeb«r  das  Wesen  nnd  die  Eigenschaften  der  einen  Sj* 
«teme  von  Kegelschnitten  gemeinschaftlichen  Sekanten 

nnd  Tangentendarchschnitte. 

f.». 

Zwei  in  einer  Ebene  beliebig  liegende  Kegelschnitte. 

Steht  durch  unmittelbare  Anschaanng  fest,  dass  ein^BIlipse 
und  irgend  ein  anderer  Kegelschnitt,  welche  in  einer 
Ebene  beliebig  liegen^  wenn  sie  einen  Punkt  gemein 
haben,  ohne  sich  in  ihm  an  berühren,  nothwcndig  einen 
sweiten,  und  wenn  einen  dritten,  nothwendig  einen 
vierten  Punkt  gemein  haben  müssen,  so  zeigt  man  das  nftm- 
liche  Ton  swei  faliebi^en  Kegelschnitten,  indem  man  alle  ihre 
Punkte  mit  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes  durch  Gerade  ver- 
bindet und  die  so  erhaltenen  Kegel  mit  einer  Ebene  schneidet,  wei« 
che  einer  durch  den  gemeinsamen  Scheitel  gehenden  und  einen  der 
Kegelschnitte  weder  schneidenden  noch  berührenden  Ebene  parallel 
ist.  Dnd  hieraus  schliesst  man  dann ,  ^  dass  sw^i  beliebig  Kegel- 
achnitte,  welche  eine  Tangente  gemein  haben,  ohne  sich  selbst 
längs  derselben  su  berühren,  Bothwendig  eine  aweite  u.  o.  w.  ge« 

TM  ▼.  U 
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mein  baben  müssen,  weil  die  Polar •  Kegelsebnitte  derselben  In  Be- 
zugs auf  einen  beliebigen  dritten  *)  einen  Punkt  und  folglicb  swei 
Punkte  gemciin  haben. 

Es  seien  nun  in  einer  Ebene  zwei  Kegelschnitte  K^  Kx  voa 
beliebiger  Gestalt  und  Lage  iicegeben;  es  sei  A  eine  beliebige  Ge- 
rade dieser  Ebene,  und  Ja^  i?,  die  barm.  Pole  von  A  für  a,  K^^ 
Ferner  seien  a^  byC^  d .  *,.  und  a,,  ^,,  c,,  </,  ....  der  Reibe  nach 
und  beziehlicb  die  barm.  Polaren  der  Punkte  a,  b,'C,  b  ..••  von  A 
für  jfiT,  iT,,  uod  die  Punkte  B,  B^  mit  a,  b,  C,  b  . . . .  durch  die 
Strahlen  a',  V^c'y,tP . . . .;  o'i,  6\^  <^i,  iff^  •  •  ••  yerbunden;  so  sind 
je  zwei  Strahlen  a,  o';  ö,  &'....  fiir  JT,  und  ^i,0'i;  ^u  ^i  •••• 
für  üTi  zug.  harmonische  Polaren.  Man  bat  also  nach  §.  4.  1.  am 
jeden  der  Punkte  B^  B^  zwei  involutoriscbe,  a  potiori  also  projek- 
tiviscbe  Strahlbiiscbel  B  und  B*^  B^  und  ^,,  von  denen  uberdiess 
B*  und  B\  perspektivisch  mni^  ntmHcb: 

B{a^b^  €?,  rf  ....)=  iff'(a',  ^,  c',  «f...,)  =  ^(o,  b,  C,  b....) 

I  ^ 

«Iso  ist  auch 

1.   Die  barmoniaoken  Po-«f     1.  Die  biatmoniscben  Pule 


laren  all,er  Punkte  einer  he 
liebigen  tSerades  in  Bezug 
auf  zwei  in  einer  Ebene  be- 
liebig      liegende       Kegel- 


aller Strahlen  eines  belie- 
bigen^Pnnktes  in  Bezug  auf 
zwei  in  einer  Ebene  belie- 
big liegende  Kegelschnitte 


*)  Sind  nämlich  IT,  JT,  iwei  beliebig»  Kegelschnitte,  J.  itf,,  a,  /l,  y,  (f.... 
Tairgeuten  von  JT,,  und  ByBi  ^o, /S«,,.  v^,  cf^.^..  die  harmonischeD  Pole 

deraelbea  fuif  A«;  sind  famev  a«  ft»  •,.  0*  •  •  •  und  ^y  b|,  Si«  l| die 

CUircbschnittsponkie  voa  ^^  und  A^  mit  a,/'»./,«^«...,,  and  4iyÄ^^*«»* 
und  «1,  ^1,  c^,  i/|  ...^^  die  Strahlen,  welche  teaiehlich  B  und  ir.  mit 
a«,  ß^,  ^o>  <^0  •^•*  verbinden,  so  sind  a,  i,^,  if ....  der  Reihe  nach  die 
harmonischen  Polaren  von  a,  b,  C,  b.«..,  und  a.,^,,C|, </,  ••'..'  die  bar- 


i]iiruiuuia«;ucii   Aruiaicu    vuu  «,  v,  i.,  ■.•••,   uuu   »j,  «P|,  c^i,  »^  ••••   ute   Hai:* 

monischen  Polaren  von  ai>  5i,  C|«  0, ....  fijr  a  ;  also  sind  die  Punkte 
.a', b'yC'.b'....^  wo  A  die  0^^,  c,«..«.  schneidet,  die  zugeordneten  har* 
monischen  Pole  von  a,  b,C,b  ••>..,  nnd  die  Durchscfanittspnnto  o^j,  b*,, 
C'i^b'i  ..••  von  A,  mit  ari,^,^, Ti, af| ....  sind  die  sug.  narm.  PoIQd  Ton 
dl,  1,1  („  bi ....    rinn  aber  ist  nach  f.  k.  I.  und*  Binreitimg  11« 


#(iil^4^....)»-dfW,b^,C,b'— )»^(n^^iib-^)«»^.(<s„bi,Ct»b,..^ 

slw  aaeh-  i^i«»  6i «,  #. . ••)  a»  #,(«1, 1,,  r%, il^  •  • . «X  d^  b«  die«  fearamni^ 
sebMi  Pol*  das  Tangenten  "fna  M.^mK  'lisge»  auf  ei«am  deittea  Ker 
oslftcbnitte  ü^   Iss  nun  #^  die  Tangeniei  '^  M^^  so  iaa  0  üe  Yerbi» 

dung^Unia  von  B  und  ^,  c  des  gefleoseitigie-  Darchscbnitt  von  i#'  aad 
Axy  ti  ^^r  Beruh rimgsputtkt  von  4t»  sdso  sind  ausfa  die  bl^cmoniscben 
Polaren  aller  Punkte  von  K^  für  K  Tangenten,  von  JTi*  Baben  nun 
twei  Kegelschnitte  eine  Tangente  cemein,  so  ist  der  harmonische  Pol 
dersen»en  für  JTein  gemeinschaftlicher  Punkt  ibrer  Polar-Kegelschnttte 
fiir  JT,  nnd  die  barmonieeben  Polaren,  der  beiden  gemeinschaftlicheB 
Pnnkta  der  lamieien  sind  gameinsaiiaftttoha  T angsnte«  dar  ensers«» 


»7 


«ekAitt«      8elii>0i<lftii       9i€l* 
paarweise  anf'dem  Umfange 
eines  dritten  Kegelschnit- 
tes, welclr«r  aach  die  berdeir 
laf  moDisehen     Pol«     jener 


Kegen  pAarwefse  a«f  den 
'Tangenten  eines  dri>tteii 
Kegelschnitts,  welcher  anch 
d}»  heimelt  harnpe'n'iscbtiir 
Fc^Faren  jenes  Fanktes  be- 


Geraden  enf  bftll.  |  rührt.  *> 

Ist  tti  der  gegenseitige  Darclinchnitt  der  harmonisclien  Polaren 
TOP  a,  so  ist  auch  a  der  fl^eaenseitige  Durchschnitt  der  liarnioni-' 
sehen  Polaren  von  a«  für  JCVa»  ;  daher  nennt  BerrPoncelet  sol« 
che  zwei  Punkte  0,  tti  reciproke  oder  Wechselpunkte  in  Bezug 
auf  üTy  jK^j  und  in  demselben  Sinne  sollen  iwei  Gerade,  deren  jede 
die  harmonischeo  Pole  der  anderen  in  Bezug  auf  ÜT,  JS\  enthalt^ 
Wechselstrahlen;  ferner  sali  der  Kegelichnitt,  dessen  saauntU- 
che  Funkte  mit  denen  einer  Geraden  ^  Paare  von  Wechselpunk* 
ten  bilden^  der  Wechselpunkt- Kegelschnitt  dieset  Geraden,, 
und  jener»  dessen  sämmtliche  Tangenten  mit  den  Strahlen  eines 
Punktes  Paare  von  Wechselstrablen  bildet»^  der  Wechselistrah- 
len  •  Kegelschnitt  dieses  Punktes  —  in  Bezug  auf  ^,  IT^  -^ 
heissen. 

Die  Wechselpunkt- Kegelschnitte  zweier  verschiedenen  Geraden 
ji^  uf  in  Bezog  auf  JT,  A\  haben  notbwendig  einen  Punkt  <|«> 
nSmlich  den  Weohselpunkt  ihres  Durchschnittes  i|  gemein,  a)  Be« 
rubren  sie  sieb  nun  nicht  in  diesem  Punkte  (Uy  ae  haben  sie  uoth- 
wendig  einen  zweiten  Punkt  p  gemein;  die  harmonischen  Polareo 
diesss  Punktes  p  e onvergiven  sowohl  auf  ji  ab  auf  ji\  ohne  durch 
q  zu  gehen f  aUo  fallen  sie  in  eine  einzige  Gerade  P  zusammen^ 
nod  da  diese  Gerade  nun  jede  Gerade  der  Ebene  in  einem  Punkte 
schneidet^  dessen  harmonische  Polaren  für  £^  JS^i  durah  p  gc^en^ 
ao  haben  die  Wecbselpunkt- Kegelschnitte  aller  Geraden  für  iST,  jfiTi 
den  Ptankt  p  gemein,  b)  Berühren  siiB  sieh  in  o, ,  so  seien  /t,  Hf 
die  harmoniscuen  Polaren  von  q»,  die  also  durcii  q  gehen  müssen^ 
es  sei  S'  der  harmonische  Pol  von  JV  für  JT,  i?,  der  barmoaiache 
Pol  von  JR  für  üf, ,  und  es  beisse  o^  afs  barmonischef  Fof  von  Jl 
für  K  und  von  JV  für  ÜT,  bezieblich  ByB^,  Denkt  man  sich  nun 
die  Wechselpunkt- Kegelschnitte  von  Ji  und  A',  und  erwägt»  dass 
die  Geraden  JSß*,  B^B^^  die  harmonischen  Polaren  von  q  für  JE^ 
IT,  sind,  und  das»  in  den  psejektiviscbeH  Strahl  huscheln  B^  B^ 
(B'yB'i)9  welche  den, Wecbselpunkt- Kegelschnitt  von  B(Bf)  er- 
zeugen, die  TsDgeate  in  B{B'i)  iem  gemeinschaftlichen  Strahle 
B^B{B'B'^)  ent^rishty  ao  sieht  mili,  dass  die  Geraden  B^B  und 
B'B*i  jede  den  anderen  Kegelschnitt  in  qi  berühren.  Bildeten 
sie  nun  eine  ^gemeinschaftliche  Tangente,  so  hätte  der  Punkt  q  ftir 
K  und  K^  einerlei  barnroniBche  Pofarre;  wo  aber  nicht,  so  hätte 
diess  neue  Paar  von  Wechselpunkt- Kegislscbnitten  einen  zweiten 
Punkt  p  gemein,  weldier  für  K  und  A^  einerlei  harmonische  Po- 
lare haben  und  simMtliebaB  Weelnelpiuikl^iUiigelseiinitten  gemein* 
schaftlich  angeboren  müsete. 

2.    Sind  in  eiuer  Ebene  zu^ei  Kegelschnitte  von  he* 


■^*i 


*P  DNr  die  heitferMCti^n  Betrachtung^  dem  "^esen  nach  allemal  eins  smd, 
es  wifd  mm.  die  eine  Jedesmal  gpera  erlassen. . 

15» 
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14ebiger  GeitaU  uu4  Lm^t  f  eg^beoi  •«  giebl  «•  ie  dieser 
Ebeneallemal 


einen  Punkt  p^  deisen  har* 
moniicbe  Polaren  in  Besag 
auf  beide  KegeUcbni-tte  in 
eine  einzige  Gerade  P  sn- 
sammenfallen. 


eine  Gerade  P^  d«ren  bar- 
noDlicbe  Pole  in  Besng  »af 
beide  Kegeliebnitte  licb  in 
einem  Punkte  p  Tereinigen. 


t 


Dieser  Punkt  0  liegt  nun  entweder  1)  innerbalb  beider 
Kegelschnitte  IST,  Ji,,  oder  2)  innerhalb  des  einen  und  ans- 
serhalb  des  anderen,  oder  3)  ausserhalb  beider,  und  die- 
sen Fällen  entsprechend  wird  die  Gerade  P  entweder  keinen  yob 
beiden,  oder  nur  einen,  oder  beide  dttrchscbneiden.  Die  Involutio* 
Den  tug.  harmonischer  Polaren  des  Punktes  p  in  Be^g  anf  AT  und 
JTi  besteben  nach  f.  4.  1.  im  Falle  1)  beide  aiHi  gleicblie- 
genden,  im  Falle  2)  die  eine  aus  gleicbliegenden,  die 
'  andere  ans  ungleichliegenden,  im  Falle  3)  beide  aus  nn- 

f leichliegenden  Gebilden;  daher  haben  sie  nach  4.  3.  5.  im 
alle  i)  und  2)  allemal  ein  Paar  zugeordnete  Strahlen  x*,,  /\  ge- 
mein, im  Falle  3)  aber  nur  dann,  wenn  die  beiden  von  p  ausge- 
benden Tanffentenpaafe  sich  %in-  oder  ausscbliessen.  Diese  Gera- 
den P, ,  P^  Sahen  die  Eigenschaft,  dass  eine  jede  die  barmonischen 
Pole  der  anderen  Für  JS[\  K^  enthält ,  Pole ,  welche  übrigens  ^uch 
auf  P  liegen  müssen*;  also  schneidet  eine  jede  die  P  in  einem 
Punkte  /!,,  pyy  der  in  Bezug  auf  K  nird  K^  der  harmonisebe  Pol 
der  anderen  /Jp,,/*,)  ist.  Von  den  beiden  Involutionen  zug.  har- 
iBioniscber  Pole,  welche  einer  dieser  Geraden,  z.  B.  JP  angehSrent 
sind  zwei  jener  drei  Punkte  p^Pi^p^^  also  hier  Pi%p%^  ein  ^em. 
zug.  Paar;  bedenkt  man  also,  dass  p^,  p^  beide  ausserhalb  eines 
Kegelschnittes  JS[{JS^i)  liegen  müssen,  wenn  p  in  demselben,  ond 
dass  der  eine  innerhalb,  oer  andere  ausserhalb,  wenn  p  ansserbalb 
desselben  liegt,  so  ergeben  sich  als  die  einzigen  Lagen,  deren  die 
Punkte  Pf  Pif  P%  i»  <i«o  genannten  drei  Fällen  ftbig  sind,  fol- 
gende: 

Ister  und  Ster  Fall. 

p  innerhalb  JS  und  innerhalb  JT« ; 
p^  ansserbalb  JE*  und  ansserbalb  JT.; 
p^  anuerhalb  K  und  ansserbalb  K^  y 

2ter  und  Ster  Fall. 

p  innerbalb  K  und  ansserbalb  K^ ; 
1^1  ansserbalb  K  nnd  ausserhalb  JTi ; 
p^  ausserhalb  K  nnd  innerbalb  K^ ; 

wo  jeder   der   drei  Punkte  mit  den  anderen  verwecbsdt  werden 
kann. 

Oflenbar  aber  mnss  too  zwei  beliebigen^ Kegelscbniiten  JT,  JT^ 
entweder  a)  der  eine  ganz  innerbalb  des  anderen  oder  b)  eia 
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jeder  fr»iis  av»ierbftllr  4rtu  and'ere-n»  odfer  c)  si|ni  Thetl 
iDDerhftlb,  snm  Tbeil  a08«erhalb  det  anderen  liegen.  In 
PaHe  a)  kSnoen  yon  den  früheren  drei  Fällen  nur  1)  nn^l  3)  >in- 
tretenr;  deitn  läf^  p-  innerhalb  dei  Süsseren  und  ausserhalb  des  in- 
neren Kegelschnittes,  so  würde  p^  oder  p-^  ausserbelb  des  Süsseren 
und  innerhalb  des  inneren  liefen  mösseo,  was  uumöglich  ist.  Tritt 
»bef  der  Fall  3)  ein,  d.  1^.  liegt  der  einzelne  Punkt  py  den  zwei 
Kegelschnitte  •  allemal  besitsen ,  ausserhalb  des  inneren  und  des 
Husseren,  so  schneidet  die  Gerade  P  beide  in  zwei  Punkleopaaren, 
welche  sich  einscbliessen;  also  ezistiren  die  Punkte  PiiP^  im  Falle 
a)  allenijil.  Im  Falle  b)  ist  der  Fall  1)  nicht  denkbar,  und  da  im 
nlfe  3>die  Gerade  P  die  Kegelschnitte  in  zwei  Punktenpaaren  ' 
achneidet,  die  sieb  ausschliessen ,  so  existiren  aach  im  Falle  b)  die 
Punkte  Piy  Pt  unbedingt.  Im  Falle  c)  endlich  haben  die  Kegel- 
schnitte, de  Bertthrungspunkte  ausgeschlossen  sind,  entweder  vier 
•der  nur  zwei  Punkte  gemein.  Ist  das  entere,  so  bilden  die  Vier 
Punkte  ein  vollständiges  Vier,eck,  dessen  Gegenseiten  sich  offenbar 
in  drei  Punkten  p,  Pi^p^  schneiden.  Demnach  kann  der  Umstand,  . 
dass  zwei  Kegelschnitte  nur  einen  einzigen  Punkt  p  ia  ihrer  £bene 
besitzen,  einzig  nur  dann  statt  finden,  wenn  sie  blos»  zwei 
Puakte  gemein  haben.  Und  zwar  findet  er  danir  nothwendig' 
statt;  denn  sonst  konnte  man  einen  jeden  der  gemeinschaftlichen 
Punkte  «r,  by  z.  B.  «r,  mit  eiinem  der  Punkte  p^  p^^  p^y  z.  B.  mit  ^ 
/»,,  durch  eine  Gerade  ap^  verbinden,  welche  nicht  in  die  Rich- 
tung ab  fiele,  und  die  folglich  ieden  der  Kegelschnitte  K^  jST,  in 
einem  zweiten  Puoktie  <r,  c\  schneiden  miisste;  dann  aber  würde 
P^y  als  harmonische  Polare  von  pi  fiir  ÜT,  jfiT, ,  die  ap^  in  einem 
Punkte  schneiden,  welcher  sowohl  zm  a-y  e^  pi  ab  zu  a,  c^,  ^i 
der  vierte  harmonische,  dem  p^  zugeordnete  Punkt  wäre,  was  un- 
möglich ist,  da  e  und  c,  nicht  zusammenfallen  sollen. 

Ebenso  zeigt  man,  dass  zwei  Kegelschnitte,  welche  nur  zwei 
Tangenten  gemein  haben,  auch  nur  eine  Gerade /^,  und  folglich 
auch  nur  einen  Pupkt  iß  besitzen.  Hieraus  folgt  dann,  dass  sie 
allemal  und  nur  zwei  Punkte  gemein  haben,  und  nmffekehrt: 
Haben  zwei  Kegekchnitte  nur  zwei  Punkte  fj^emein,  so  haben  ihre 
Polar- Kegelschnitte  in  Bezog  auf  irgend  einen  dritten  nur  zwei 
Tangenten,  also  auch  nur  zwei  Punkte,  also  die  ursprünglichen 
allemal  und  nur  zwei  Tangenten  gemein. 

3.  Haben  zwei  in  einer  Ebene  beliebig  liegende  Ke- 
gelschnitte 


jiur    zwei  Punkte    gemein, 

so    haben  sie    allemal    und 

nur    zwei  Tangenten     ge- 
mein. 


nur  zwei  Tangenten  ge- 
mein, so  haben  sie  allemal 
und  nur  zwei  Punkte  ge- 
mein. 


«  

4.  Zwei  in  einer  Ebene  beliebig  liegende  Kegel- 
schnitte haben  allemal*  drei  zugeordnete  harmonische 
Pole  und  drei  zugeordnete  harmonische  Polaren  ge-. 
mein,  wenn  sie  einerseits  entweder  keinen  oder  vier  • 
Dorchschnittspunkte,  oder  wenn  sie  andererseits  ent- 
weder keine  oder  vier  Tangenten  gemein  haben,  und 
zwar  a)  wenn  einer  der  Kegelschnitte  ganz  innerkulb 
des  anderen  liegt,  so  liegen  zwei  jener  drei  Pole  audser* 


im 

balb^  d-«r  dritte  iDnerlialb  beider,  oM  «witi  j^ner  4rei 
Polajren  scboeiden  beide,  die  dritte  lieieeD;  b)  weno 
eia  jeder  KegeUehmitt  gens  eu^serjbiijb  de«  andere« 
.  liefft,  HO  lieg-t  eiaer  der  drei  Pole  aucserbaJb  beider, 
uaa  in  jeden  der  KegeUchnitte  liegt  einer  der  beides 
anderes;  eine  der  drei  Pplarea  »eLneidet  beide,  «»4 
jede  der  beiden  anderen  nureinep,  nämliish  denjeaigea, 
weleben  die  endere  aicbt  scboeidet;  und  c)  wenii  «ie 
sieb  in  vier  Punkten  darcbdrin^ ea,  ae  liegen  die  drei^ 
Pole  nnd  Palere«  entweder  wie  im  Falle  a)  oder  wie  iai 
falle  b).  Habe«  sie  eodlieb  nur  »wei  Durcbscbnitts- 
annkte  o4er  Tangenten  gemein^  so  giebt  e»  in  ibrer 
bbeae  nar  einen»  aber  allemal  eineaPunkt,  dessen  ber- 
aioaisebe  Polaren  ia  Bezug  anf  beide  susaqimenfallea; 
und  dieser  Punkt  liegt  aasserbalb  beider* 

Man  ^ sieht  leiclit  voraus,  dass  die  Punkie  p^  ;?,,  p^  und  die 
£eraden  /*»  jP«,  /*«  ganz  eigentbümlicbe  Eigensdiaften  in  sich  ver- 
einigen «Ferdea.  Denn  diese  Geraden  allein  sind  es,  deren  Wecb- 
aelfMinkt- Ke^elscbaitte  eich  auf  einen  Punkt,  und  jene  Punkte  alr 
Jein  siad  es,  deren  WedbselstraUen  -  Kegelschnitte  sich  auf  eiae 
Gerede  redueirea» 

Ms  sei  J[  ein  beliebiger  Strahl  eines  dieser  Punkte,  %i  B.  p, 
00  liegen  seine  beiden  hermoniscben  Pole  B,  B^  auf  /%  und  die 
eben  betrachtete»  projektiviscbea  ^rahlbüscbel  B^B^^  decea  ent- 
spreehende  ^StrablenpnaiiB  m^b^c^d.^..\  ar,,  ^,p  c, ,  «^^ «...  sich  in 
den  Wechselpunkten  von  A  schneiden,  sind  jetzt  offenbar  ^erspecti- 
viaeh,  weil  die  barmaniechea  Polarea  von  /i.  d«  li.  zwei  eotspra- 
cbende  Strahlen  von  B^  Bx  ia  eiae  iGerade  BB^  zusammenfallen. 

l^  Wecbselpnakt'rK^gelschaift  von  A  gebt  also  jetzt  in  ein 
System  zweier  fiereden  vk^u  deren  eine  (P)  die  harmonischen  Pole 
von  A^  die  andere  die  Wechseipunkte  von  A  enthält;  und  rwar 
ist  letatere  selbst  ein  Stra|il  von^,  weil  die  harmonischen  Polarep 
des  Darchsehnittes  von  A  nnd  P  durch  p  gehen  müssen.  Aeboli- 
ober  Weise  gebt  der  Wechselstrahlen» Kegelschnitt  eines  Punktes 
von  /'Ja  eia  Syatem  zweier  Punkte  über,  deren  einer  {p)  die  bar« 
moniscben  Polaren  jene»  Punktes,  der  andere  die  WecbselstraUea 
desselben  eatbält^  uad  dieser  liegt  auch  auf  P^ 

Zwei  Strahlen  ..eines  Punktes  PtPtt  /u,  deren  Piinkie  paar- 
iv^ise  Wechselpuakte  siad,  aoUea  zwei  Woiphselpunktstrah- 
len,  und  zwei  Punkte  einer  Geraden  P,  P^^  /%,  deren  Strahlen 
naarweise  Wechselstrahlen  bilden  zweiWechaelstrablenpunkte 
beissen. 

Aus  dem  Vorigen  ergiebt  zieh  eine  lineare  Construktion  des 
Punktes  /»,  ivenn  JT,  K^  und  ein  beliebiger  Strahl  von  p  gej^ebeo 
sind. 

Es  sei  jetzt  A,  eine  beliebige  Gerade  n  und  B^  B^  seien  ihre 
bara»onisehen  Pole  für  K^K^i  durch  //  seien  die  Strahlen  a,  ^,  r, 
i/.  • . .  gezogen,  welche  A  in  4, 6.  c,  b « ••  •  schneiden,  und  durch 
denselben  Punkt  naoli  den  Wechselpunkten  a,»  bi,  Cj,  b^  ....  von 
a,  b»  C,  b .« • .  die  StraUen  a^j?  ^n  r^,  </,«.,  •;  endlich  werde  entwe- 
der B  oder  Bi  mit  a,b^  c,  b«.*.  und  tti,  bu  c«,  bi ....  durch  die 
Strahlen  «^  i\.i^y  4P ....  und  a\^if\^  c\^  iT^ « • . .  verbunden;  ao  ist 
einmal 

P{P%    A>    ^9    #^  .  .  •  0  S   0[(S^y    £'y    C',    <r  *  .  •  Ol 
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ireil  die  Strab]en|(Bare  a',  e^ti  V,  i' ,  aU  zugeordnete  IialriAo- 

nische  Polaren  für  K,  eine  Involution  liiiden;  endiicb  ist 

w^  #ie  PniAiH'p,  ü,  «j,  ^,,  Ci)  b, auf  dem  WeefasetpttikN 

KregeUebnitte  von  A  H«geti.    Demnach'  l«t  auch 

Aber  }e  Mvci  Strabltn  »^my%  ifyö^i^»» aisd  W«cliselp«nkiatraJilai] $  et 
Bind  •!■•  weht  nur  eio  Pv^tt  «a,  wo  «  die  A^  uad  ein  Puokt'ai, 
we  i»|.  den  WecbaelfeBkt-KaffeladiBkt  sebaeidM^  tendere  aueb 
ei«  Ponkt^  wo  m^.  die  ^^  Md  «&■  Feokt,  wo  a  den  WeebselpilDkt- 
KefttlscbDitt  lekneidfBt,  tind  Wecbaaipttokie  tob  eieaeder,  d.  k»  die 
il^rablea  ar, «,  eiit§^reebeB  aioh  id  def pelteai  fiiDoe^  also  iat 

d.  b.  die  Wecbaelpiinktatraklen  ei;tiea  Punktes  p,  Pi,  p% 
tut  iSr«  JE'i  bildae  eioe  lovolHtion  voa  $trahlen|  imd  glei- 
dier  Waiäa  biidea  die  WecbaelitrakleDpiLDkte  eioer  Ge* 
reden  P^P^^P^  eine  lovolation  von  Punkten. 

Die  Uauptstrablen  einer  Involution  von  Wechselpunktstrablen 
aeUen  Heaptwecbaelpunktatrahlan»  und  die flauptpankte  einer 
Involution  von  Wechselstcableepunkten  aollen  Uauptwecbsel- 
atrableepankte  keisaeu.  In  jedem  der  ersteren  fallen  zwei  Wecu- 
aalpunktatrahlen»  in  jedem  der  letsteren  awei  Wechselstrableopunkta 
B«aaBHnen$  jener  beaitat  alsedie  charakteriatiachefiigenf 
acbeft»  deaa  die  Wechaelpunkte  aller  seiner  Pnnkte  au* 
ikv  ael.ber  liegen^  dieser  die,  daaa  alle  seine  Strahlen  ihre 
Weckaeistrabien  in  ihm  selber  sehneiden.  Man  kaon  da- 
ker  als  sekundäre  Definiti'on  der  Hanptwechselpunktstrahlen 
«nd  der  Hauptwecbselstaablenpuokte  aufstellen,  daas  die  suseord- 
neten harmonischen  Pole  der  eineo,  und  die  zugeordneten  narmo- 
niackea  Polaien  der  enderen  in  Bezug  auf  den  einen  Kegelschnitt 
es  zugleich  ai^di  in  Y^v^%  auf  den  anderen  siod,  und  insufern 
könnte  aian  eineii  jeden  HauptweobselpuDktatrahl  eioe  Gerade 
vereinigter  Paare  zugeordneter  harmonischer  Pole  bei- 
der ftegelacbnitte,  und  jeden  BauptwechselstrohLenpunkt  eioen 
Mitelpunkt  vereinigter  Paare  zugeordneter  harmoni- 
seber  Polaren  beider  Kegelschnitte  nennen.  Fssst  man 
eadlich  die  Hauptpunkte  der  Involution  jener  Pole,  und  die  Haupt- 
strahlen  der  Involution  dieser  Polaren  ias  Auge,  so  begreift  man, 
dass  die  harmonischen  Polaren  eines  solchen  Hauptpunktes  (wenn 
er  exiatirt)  in  Bezug  euf  K  und  AT,  durch  diesen  Punkt  selber 
gehen,  und  daas  die  harmonischen  Pole  eines  solchen  Hauptstrahles 
auf  ihm  aelker  liegen  müssen,  d.  h»  ersterer  ist  ein  D  u  r  c  b  s  c  h  n  i  1 1  s  - 
puakt,  letzterer  eine  Tangente  beider  Kegelschnitte.  AU 
tertiäre  Defiaitien  der  Hauptwecbselpunktstrohlen  und  der 
BanptwechseUtrablenpunkte  ergiebt  sich  daher,  dass  jene  gemein- 
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schaftliche  SekanteD,  diete  geMeinio'haftliche  Taa^^ea- 
tendorchschoitte  beider  Kegeucbnitte  sind;  und  «war  heiieen 
sie  reell  und  ideal»  jenachdem  jene  Hanplpankte  und  Haoptatrmli- 
len  eustiren,  oder  nicht. 

Zo  jeder  Involution  von  WechSelpooktstrahlen  gehören  nicht 
Dar  swei  der  Geraden  P»  P,,  P,,  sondern  noch  die  beiden  harnio- 
nischen  Polaren  N^  Ni\  N\.N\  eines  jeden  flauptwechselstrahlea- 
pnnktes  #,  t^^  welcher  der  dritten  angehört.  Denn  sind  «r,  iSi  swei 
bellebiffe  Weehselstrahlen  des  Punktes  #,  deren  jeder  also  die  bar» 
aoniscben  Pole  des  anderen  entbäU,  und  schneidet  m  die  N  in  a» 
«I  die  jA^i  in  ax ,  so  ist  tti  der  harmonische  Pol  von  m  für  ÜT, , 
weil  dieser  Pol  auch  anf  der  harmonischen  Polare  N^  von  9  für 
jfiT,  lieft;  und  ebenso  ist  a  der  harmonische  Pol  von  sr,  für  ÜT; 
also  sconeiden  sich  die  harmonischen  Polaren  von  a  für  £r,  K^  im 
Punkte  a,,  und  somit  sind  A,  A^,,  da  sie  nach  swei  Wechselpnak- 
ten  gehen,  Wecbselpunktstrahlen  des  betreffenden  Pnnktes /7,/ii,|r,. 

«ileicher  Weise  gehören  iin  jeder  Involution  von  Wecbselsfa^b* 
lenpnnkten  einer  Geraden  /*,  /^,  /*,  nicht  nur  sWei  der  Punkte 
Pi  PiiP%^  sondern  auch  die  beiden  harmonischen  Pole  m> «, ;  jp*,  «'i 
eines  jeden  Haoptwechselpnnktstrahles  Sy  S^^  welcher  dem  dritten 
angehört 

Jedes  Paar  Hauptwecbselpunktstrablen  eines  Pnnktes  PyPiiP% 
heisst  ein  Psar  zugeordnete  gemeinschaftliche  Sekanten, 
und  jedes  Paar  Hanptwechselstrahlenpnnkte  einer  Creraden  JP,  P|, 
jP,  heisst  ^in  Paar  zugeordnete  gemeinschaftliche  Tan« 
gentendnrchschnitte;  und  wieder  heisst  ein  Paar  der  er- 
-steren  einem  Paare  der  letzteren  zugeordnet,  wenn  jenes 
einem  Punkte  p^  und  dieses  einer  Geraden  P  zugehört,  weiche  die 
harmonische  Polare  von  p  für  JT,  JT,  ist. 

Es  ist  nun  die  Frage,  ob  zwei  Kegelschnitte  1)  jedesmal  ein 
Paar  zugreordnete  gemeinschaftliche  Sekanten  oder  Tangentendnrch* 
schnitte,  und  2)  ob  auch  jedesmal  zwei  zugeordnete  Paare  zugeordnete 
gemeinschaftliche  Sekanten   und  Tangentendnrcbsobnitte  nesitsenf 

1)  Fasst  man  alle  Eigenschaften  eines  Punktes  Pt  p^  p%  zu- 
sammen, so  erweilt  er  sich  als  gemeinschafUicher  Mittelpunkt  tob 
vier  Involutionen  von  Strahlen:  a)  der  zugeordneten  harmonischeu 
Polaren  >für  K\  b)  der  zugeordneten  harmonischen  Polaren  f9r  M^  % 
c)  der  Wecbselpunktstrahlen  für  JT,  ÜT, ;  d)  derjenigen  Strahlen- 
paare,  welche  ni^ch  den  Wecbselstrahlenpunkten  der  entsprecbendeii 
Geraden  Py  P/,  P,  gehen.  Zu  jeder  von  diesen  vier  Involotioueu 
gehören  die  bisiden  Geraden  P, ,  jP,  ;  /*,  /\ ;  P,  P,  als  zugeordne- 
tes Paac  Da  nun  zwei  Gerade  P|,P,  notb wendig  ezistiren,  weau 
eine  oder  zwei  der  Involutionen,  denen  sie  angehören,  gleichlie- 
gende Gebilde  enthält,  und  nur  dann  möglicher  Weise  nicht,  wenn 
alle  vier  Involutionen  aus  ungleichliegenden  Gebilden  bestehen;  und 
da  sie  in  zwei  Kegelschnitten,  welche  nur  zwei  Punkte  und 
Tangenten  gemein  haben,  in  der  That  nicht  vorhanden  sind,  so 
müssen  in  diesem  Falle  alle  jene  vier  Ittvolutionen  aus  ungleichlie» 
genden  Gebilden  bestehen,  und  demnach  eine  jede  ihre  Haoptstrah- 
len  besitzen.  Solche  Kegelschnitte  beben  elso  zwei  gemeinichaft- 
liehe  Sekanten,  und  aus  äbniichen  Gründen  zwei  denselben  zuge 
ordnete  gemeinschaftliche  Tangen tendurchschnitte;  doch  ist  natör- 
lich  die  eine  und  der  eine  reell,  die  anderen  ideal. 

Besitzen  die  Kegelschnitte  drei  Punkte  p^PmPt*  ^^^  ■"** 
stellt  sich    irgend  einen  innerhalb  des  Dreiecks  PPxPx  liegenden 
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Pniilii  a  vor,  M  liegt  mid  Weeliselpmikt  a^  «Blireder  a)  «beafallf 
inserballb  detMlben,,  oder  doeli  b)  timerbaib  eines  seieer  WiDkel. 
Ifli  Fall  e)  erbKit  »aii  drei  Paar  WeebaelpnnkUtrableo  pa^  f^a^\ 
Z'itt»  Pi^%n  Pt^9  Pt^t^  dereo  jedes  das  coeeeiitfitehe  Mtrableaiiaar 
JP^^Ptl  P$  A;  /^  ^1  anssebliesst;  aod  ia  Falle  b)  scbliesst  alle- 
nal  eioes,  aber  aneh  nnr  eines  der  drei  ersteren  eines  der  drei 


leisteren  ans.  Da  nun  diese  ebenfalls  Wecbselponktstrablen  sind| 
no  sind  im  Falle  a)  alle  drei  Invelntionen  der  Wecbselponktstrablea 
ans  nnglelcbliegenden  Gebilden  nnsammengesetit,  und  es  giebt  eise 
drei  Paar  sogeordneter  gemeinsebaftlieber  Sekanten,  welebe  siaiBt- 
Heb  reell  sind,  im  Falle  b)  dagegen  giebt  es  ans  demselben  Grunde 
a  lesial  ein  Paar  sageordneter  gesMinsebaftlicber  Sekanten,  aber  nur 
eines;  und  da  dieser  Fall  nur  solcbe  Ke|[eisehnitte  betreffen  kann, 
welche  keinen  Punkt  'genelii  haben,  se  ist  jede  von  beiden  ideal 
and  gebt  somit  dnreb  einen  ausserhalb  beider  Kegelschnitte  gele* 
genen  Punkt  p. 

Ebenso  aeigt  man  mittels  einer  beliebisren  Geraden  ar.,  die  alle 
Seilen  des  Dreiecks  PP\P%  ausserhalb  desselben  schneidet,  und  ihres 
Wecbselstrabls  «r,,  welcher  nothweodig  entweder  alle  3  Seiten  oder 
aar  eine  ausserhalb  des  Dreiecks  schneidet,  dass  swei  beliebige  K^ 
gelscbnitte  entweder  drei  Paar  angeordneter  gemeinschaftlicher  Tan- 
gentendnrchscbnitte,  welche  sämmtlich  reell  sind,  oder  nur  ein  etn- 
siffes  besitxen,  dessen  Punkte  beide  ideal  sind  und  einer  beide  Ke* 
gelscbnitte  durchschneidenden  Geraden  P  angehören. 

2)  Diese  Frage  betrifft  nur  noch  den  Fall,  wenn  drei  Punkte 
Py  P\<  Pt  w^  ^**^i  Gerade  Py  P^^  P^  vorhanden  sind.  Geht  dnrclr 
p  eine  reelle  oder  idenle  gemeioschafclicbe  Sekante  8^  und  sind 
pm^pni  die  lugeordneten  barmoniacben  Polaren  von  S  für  A,  A",, 
so  hal|(en  die  Geraden  P^^  P^^  welche  ebenfalls  sugeordpete  harmo* 
nische  Polaren  fdr  K  und  K^  sind,  a)  wenn  p  innerhalb  K  und 
K,  liegt,  sowohl  zu  8  und  m  als  sn  a  und  pm^  eine  abwechselnde 
Lage;  b)  wenn  p  ausserhalb  K  und  jiT,  liegt,  so  schliessen  P^^ 
P^  sowohl  8  und  pn  als  8  und  pm^  aus  oder  ein;  c)  wenn  p  in» 
nerhalb  K  und  ausserhalb  JT,,  so  liegen  P^y  P^  bu  S  und  pn  ab- 
wechselnd, %n  8  und  pm^  aus-  oder  einscbliessend.  In  den  beiden 
FUtlen  a)  and  b>  mfissen  also  die  Geraden  P^ ,  /\  die  Geraden  pm 
nhd  pn^y  und  rolglich-  auch  die  Punkte  p^^  p^  die  harmonischen 
Pole  «, «,  tou  8  aus-  oder  einschliessen,  im  Falle  e)  dagegen  lie- 
gen P,,  P^  tu  pn^pn^y  und  somit  auch  PmP%  tu  i»,  »i  abwech« 
selnd.  Aber  p^^  p^  und  ü,  «,  sind  swei  Paar  Wechselstrahlen* 
pnnkie  von  P\  also  giebt  es  in  den  Fällen  a)  und  b)' allemal,  und 
im  Falle  c)  nie  ein  der  Sekante  8  sugeordnetes  Paar  gemeinschaft* 
lieber  Tangentendurchschnitte. 

Haben  also  K^  K^  vier  Punkte  ffemein,  so  besitten  sie  entwe- 
der drei  Paar  sureordnete  gemeinschaftliche  Tangentendurch* 
schnitte  und  somit  vier  gemeinschaftliche  Tangenten,  oder  nur  ein 
solches  Paar  utad  folglich  keine  gemeinschaftlichen  Tangenten,  Je- 
nachdem  swei  der  Punkte  p^  ;»,,  p^  ausserhalb  und  der  dritte  in- 
nerhalb beider  Kegelsjcbnitte,  oder  nnr  einer  ausserhalb  beider,  ein 
zweiter  nur  innerhalb  K  und  ausserhalb  K^  9  der  dritte  innerhalb 
JTi  und  ausserhalb  K  liegt. 

Haben  sie  dagegen  keinen  Punkt  gemein,  so  besitsen  sie  nur 
swei  gemeinschaftliche  Sekanten,  deren  Durchschnitt  p  ausserhalb 
beider  Kegelschnitte  liegt,  also  jedesmal  ein  diesen  Sekanten  su- 
geordnetes Paar  gemeinschaftlicher  Tangentendurchschnitte,  welche. 
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wwnn  die  Kc^ebrtMtte  aniMr  «iaMidar  li#gfB »  boide  jmII  ,  wm« 
aber.  4>9r  ei««  den  aod«r^  ei«8«hlieMA,  b^ie  ideal  «eia  miaeea» 

Andcrarteita  erf^iebt  ei€b>  daaa  jedeai  Paar«  «geaiaiiiMhafUicber 
Tengeptead^ircbflchaitUy  derea  Varbiodiiagsliiue  P  beide  KejveU 
■cbaitle  durchscbaeidat  oder  beide  «iebt  4arobsekDeidet,  ein  Paar 
geiaeiaacbaftlicbe  StJumtea  zageordoe^  eiad,  daw  aber  splcbe  aicht 
exiiiirea,  wena  P  den  ciaea  aebaeidet»  deo  aadera  nicbt;  daea  da- 
ber  awei  KeffeUcbaitte  aiit  ym  geiaeiBftcbafiliebaii  Taagaatf«  eat* 
wader  drei  Paar  rtell«  geaieiascbaftliehe  Sekaotea  oder  aar  eia 
Paar  ideale  besitaea»  jeaacbdem  awei  der  Gerade«  P»  P^»  P^  beide 
KegeJacbaitt«  durchsetaea  tt«d  die  dritte  keiaaa»  94er  «ar  eiae  bei- 
deo  b«geg«fBt^  und  jede  4«r  beide«  aadere«  aar  eiaeü;  aad  daii 
eadlieb  «wei  Kegeiacbaüte,  welebe  keine  geaieiaacbaftlicbe  Taa« 
geote  liabea,  «Uemal  nreajgateas  eia  Paar  i^eaieiaiebafÜAcbe  Sekaiu 
tan  beaitaen»  weldie  Bolebe«  giuaeiasobafliicbea  TaaigeBteBdarcb- 
tcboitten  zugeordnet  sind,  derea  Verbindangalinie  beide  Kegel« 
aebaiite  tcbaaidel, 

5.  Siad  ia  ei«er  Bbea«  awei  KegelscbaiUe  voa  be* 
liebiger  Gestalt  «ad  Lage  gegeben,  ae  giebl  ea  in  dieaer 
Eigene 


a)  «Uemai  entweder  drei 
oder  wenigste««  einea 
Punkt,  dessen  •  Strablea 
fiaarweiae  Wecbselfiuokt- 
strablea  bildea,  d.  b,  solche 
Strablenpaare,  derea  jedes 
laater  Weqbselpankte  ent-» 
halt 

b)  Diese  Wecbselpnakt- 
strablea  bilden  eine  iavo- 
lutien  voa  Strahle«,  «nd 
diese  besteht,  wenn  sie  die 
einzige  ist,  alleaial  aus  na« 
gleich  liege  ad  ea  Gebilden » 
«ad  wenn  ihrer  drei  vor- 
banden sind«  ao  besteht 
entweder  eiae  jede'  derael- 
bea,  oder  nur  eine,  deren 
U  ittelpuakt  aasaerbalb  bei- 
der Kegelscbaitte  liegt, 
aus  solchen  Gebilden. 


c)  Die  Bauytstrabien  einer 
aolchen  Involntion  oder  die 
Baa|itwecbaelpttuktstrah* 
len  sind  awei  Gerade,  von 
denen  eine  jede  lauter 
Wecbaelpuakt«  enthält.  Da- 
her ist  eia  jeder  Ijlaupt- 
wacbselpaaktstrahl  '  eine 
Gerade  vereinigter  Paare 
a«ge4r4aeter  barmoniscber 


a)  allepal  entweder  drei 
oder  wenigstena  eine  Ge« 
rede,  derea  Punkt«  paar- 
weise Wecbaelatrahtea- 
pnakte  bilden,  d«  b.  aolche 
Puakteopaare,  derea  jedes 
lauter  IV e^baelatrablea  ent« 
hält. 

b)  Diese.Wechselstrahlea« 
pnokt«  bilden  eine  lavoln«* 
tio«  TonPuakten,  uad  diese 
besteht,,  wean  sie  die  ein- 
zige «ist«  allemal  aua  na» 
gleicbliegeaden  Gebilden, 
und  wenn  ihrer  drei  ver- 
banden siod^  so  besteht 
entweder  eine  jede  dersel- 
ben oder  nur  eine,  deren 
Richtungslinie  beide  Ke- 
gelsebaitte  durcbschaeidet, 
aus  salchea  Gebilden* 

c)  Die  Hauptpunkte  einer 
solchen  Involution  oder  die 

B  aap  twec  bseist  rahlea- 
punkte  sind  awei  Punkte, 
von  denen  ein  jeder  lauter 
Wecbselstrahlen  enthält. 
Daher  ist  ein  jeder  Haupt» 
wechselatrahleapuakt  ein 
Mittelpunkt  vereinigter 
Paare  zugeordneter  haraio- 
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jpufiiMsiie  Pol«  laBfsng  spf 
b4ei4e  Kjeg^JascIiiiitt«  ltn« 
^l^ich  mImü.  Endlich  U^  j«^ 
der  Biilifipii9kl  eiocrinv«« 
JütioD  YareiBigUr  Paar« 
9iiig«4>rdvet£r  baxnojiiiebar 
Pole  ein  beiden  KegeJ« 
Bcboitten  gemeinecbaftli- 
cii^r  Purefta^AiUapuaki, 
P4i4  inaefern  ist  je4«r 
Hanptwechfl^lpnnktf  trahl, 
jenaehdem  er  eineni  der  Ke- 
gfiJacbniUa  JbegAgaet  oder 
jijcbi,  eine  re^ill«  oder 
ideaie  g£flieinA<Gjii,Bft1i€,ha 
Sekante  der^flbep« 


d)  Einer  j«d«ii  Inyoljiti^m 
yoji  WecbjieJpanktetriiiiUn 
ist     eine     JoFoIntioo     von 

W  e«bael  »trab  len  punkten 
itngeojrdoet,  derep  fti>cb* 
tnng^iinie  di^  barooniacbe 
Polare  des  Hiitelpuekles 
der  er^terenia  B<exug  «nf 
bei'de  Kegelscbnitta  isL 
P^^se  let^^ier«  b««tebt  ans 
vngjeicb  liegenden  Gebil» 
deUf  wenn  die  erstere  ent* 
weder  aus  nnglaicbJiegen- 
den  iie3teb^9  nnd  ihr  MitteJ« 
piinkt  innerbalb  oder  a^s<- 
serbalb  Ji>eider  Kegel* 
scbüitte  liegt;  oder  wenn 
die    erstere   ans   gleiciiiie- 

S enden  bestebl:,  und  ilir 
iitelpttjikt  iqnerli^lb  des 
einen  und  üusserbaib  des 
anderen  Kegelsdynitte« 

liegt;  in  jedem  anderen 
Ffilie  dagegen  bestebt  die 
letztere  ans  gleiebliegep- 
den  Gebilden. 

e)  Zu  jeder  Involution 
VDA  We^nselpnnktstrablen 
geboren  als  angeordnete 
(Jtjablen  die  beiden  Gera- 
den, welcbe  in  Besug  auf 
ieide  Kegels^bnitte   zage- 


nine^er  Voimwn,  4.  b.  dnf? 
een  strahlen  paarweise  an« 
geordnete  bam.oniecbe  Po<* 
larea  in  Bedang  anf  beide 
KegeUcbojtte  augleieb 
siad.  Eodlieh  ist  jeder 
flauptstrahl  einer  IhyoIh-«' 
tion  vereinigter  Paare  an«« 
geordneter  barmonieeber 
Polaren  eine  beiden  Keffel- 
sclinitt^ii  gemeine^battli. 
ciie  Tangente»  nnd  insofem 
ist  jeder  Hauptweebaej«" 
strablenponkt,  jenacbdem 
er  anaserkalb  od^er  innar- 
bnlb  einesderKegelseboitt« 
liegt,  ein  reellar  oder  ideä» 
1er  g<eineinscbaft lieber  Tan* 
gentendnrchsebnitt  der« 
«eilten» 

d)  Einer  jeden  Involntia» 
roQ  Weebselstrablenpnnk« 
ten  iet  eine  Involntion.ren 
Weebselpnnktstrabjen  an*» 
geordnet,  deren  Mittel** 
pnnkt  der  baraiopiaebe  fol 
der  ftichtungalioie  der  er*» 
steren  in  H^stn^  aef  jisid-e 
Kegelecbnitte  ist»  Dieet 
tetatcre  bestebt  naa  un» 
gleicbiiegenden  Gebilden» 
wen!n  die  erstere  entweder 
ans  ungleicklie^enden  ke* 
atebt«  nad  ibre  Ricktnnge» 
linie  beide  Kegels«boitte 
dnrcbachaeidet  -oder  nicht 
dnrcbscbneideti  oder  wenja 
die    erstere    ana    gleicblie-« 

Senden  beat^bt»  und  Jbre 
icbtuAgsljnie  den  einen 
Kegel aconitt  dnrebsebnai» 
det,  den  anderen  niebt^  la 
jede«  anderen  Falle  dage- 
gen bestebt  die  letatere 
aus  gleichliegenden  Ge«» 
bilden. 

a)  Zu  jeder  Inrolntioa 
von  Weebsejstrablenpnnk« 
ten  geboren  als  tngeord« 
nete  Punkte  die  beiden 
Punkte,  welebe  in  Being 
auf     keide     K«geUekni^te 
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•rottete  karAoniselie  Pola* 
reu  siDd,  Hn4  aasserden  die 
beiden  harmoBiscbeB  Pola* 
rea  einet  jeden^Haaptwech- 
•elstrahlenpnnktes  der  der 
enteren  ausreordneten  In- 
Tolution  in  Bezug  auf  beide 
Kegeleebnitte,  wenn  er 
ezistirt 

6.    Sind  in  einer  Ebene 
liebiger  Gestalt  und   Lage 
aelben: 

a)  wenn  sie  Tier  Pnnlcte 
ffeaiein  haben,  drei  Reelle 
Paare  ingeordneter  ge* 
meiniebaftlicber  Sekanten, 
und  entweder  drei  reelle 
Paare  lugeordneter  gemein* 
achaftlicber  Tangenten- 
dnrehscbnitre,  oder  nur  ein 
■oleheB  und  swar  ideales 
Paar,  welcbes  denjenigen 
der  drei  ersteren  angeord- 
net ist,  dessen  {gegenseitig 
fer  Durchschnitt  ausser- 
alb  beider  Kegelschnitte 
liegt;  b)  wenn  sie  bipss 
iwei  Punkte  geniein  haben, 
no  besitsen  sie  allemal  nur 
ein  einziges  Paar  gemein- 
achaftlicher  Sekanten,  wo* 
TOB  die  eine  reell,  die  an- 
^dere  ideal  ist,  und  nur  ein 
einziges  und  swar  ein  dem 
ersteren  suveordnetes  Paar 
gemeinschaftlicher  Tan- 
gentendurchschnitte, wo- 
Ton  der  eine  reell,  der  an* 
dere  ideal  ist;  c)  wenn  sie 
keinen  Punkt  gemein  ha- 
ben, so  besitsen  sie  unrein 
einziges  und  zwar  ideales 
Paar  gemeinschaftlicher 
Sekanten,  und  entweder 
drei  reelle  Paare  gemein- 
achaftlicher  Tangenten- 
durchschnitte  oder  nur  ein 
solches  und  zwar  ideales 
Paar,  welches  dem  ersteren 
zugeordnet  ist,  und  dessen 
Verbindungslinie  beide  Ke- 
gelschnitte durchschneidet, 


zugeordnete  barmoniseke 
Pole  und,  und  ausserdem 
di^  beiden  harmontsckeB 
Pole  eines  jeden  Hanpt- 
wechselpunktstrahles  der 
der  ersteren  zugeordnetee 
InTolution  in  Bezug  a«f 
beide  Kegelschnitte,  wenn 
er  existirt 

zwei  Kegelftchnitte  von  be- 
gegeben,   so    besitzen   die- 

a)  wenn  sie  vier  Tan^e»« 
ten  gemein  haben,  drei  re- 
elle Paare  zugeordneter 
gemeinschaftlicher  Tan- 
gentendurchschnitte, und 
entweder  drei  reelle  Paare 
zugeordneter  gemeinschaft- 
licher Sekanten,  oder  irur 
ein  solches  und  zwar  idea- 
lerPaar,  welches  demjeni- 
gen der  drei  ersteVen  zu- 
feordnet  ist,  dessen  Ver« 
indungslinie  beide  Kegel- 
schnitte durchschneidet;  b) 
wenn  sie  bloss  zwei  Tan» 
genten  gemein  haben,  ae 
besitzen  sie  allema^  unrein 
einzigesPaar  gemeinscbaft- 
lich'er ,  Tangentendurcb- 
scbnitte,  wovon  der  eine 
reell,  der  andere  lieal  Ist, 
und  nur  ein  einzigen  und 
zwar  ein  dem  ersteren  an- 
geordnetes Paar  gemein* 
schaftlicher  Sekanten,  wo- 
von die  eine  reell,  die  an* 
dere  ideal  ist;  c)  wenn  nie 
keine  Tangente  gemein  ha- 
ben, so  besitzen  sie  nureiB 
einziges  und  swar  idealea 
Paar  gemeinschaftlicher 
Tan  gen  ten  durch  schnitte, 
und  entweder  drei  reelle 
Paare  .  gemeinschaftlicher 
Sekanten,  oder  nur  ein  sol- 
ches und  zwar  ideales  Paar, 
welches  dem  ersteren  zu- 
geordnet ist,  und  dessen 
gegenseitiger  Durchschnitt 
ausserhalb    beider    Kegel* 
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jesaclideB  4ie.  Kegel 
scboitte  Yolli|i^  avefterein« 
ander  oder  ineiBender  lie 


teliaiite  liegt»  jenaehdeM 
die  Kegeleehoitte  sieh 
darclidriageD  oder  oielit 


Mit  Hülfe  der  gegebenen  Sätze  wird  man  nun  leicht  die  Anf- 
lotooff  folffender  Aufgabe  finden. 

li  Mittels  des  Lineals  und  eines  festen  Kreises  die 
gemeinschaftlichen  Sekanten  ,  and  Tangentendnreb- 
schnitte  zweier  Kegelschnitte,  von  denen  ein  jeder 
durch  fünf  Punkte  oder  fünf  Tangenten  beliebig  iu 
•jner  Ebene  gegeben  ist,  zu  finden«  wenn 


a)  irgfend  einer  der  Punkte 

P%1^i*P%y  ^)  wenn  irgend  ein 
Strahl  eines  dieser  Punkte; 
c)  weoD  irgend  ein  Punkt 
einer   reellen  oder  idealen 

femeiuschaftliehisB  Se- 

aute,  der  aber  kein  Durch- 
•chnittspunkt  beider  Ke- 
gelschnitte sein  darfj  be- 
kiiBBlist 


a)  irgend  eine  der  Gera* 
den  P^  P,,  P»;  b)  wenn  ir- 
gend ein  Punkt  einer  die« 
ser  Geraden;  c)  wenn  Ir- 
gend ein  Strahl  eines  reel- 
len oder  idealen  gemein- 
schaftlichen Tangenten- 
durchschnittes, der  aber 
keine  gemeinsebaftlleba 
Tangente  sein  darf,  be- 
kannt ist 


Umgekehrt  darf  man  behaupten,  daas  jede  Gerade,  deren  sftmmt* 
liehe  Punkte  paarweise  Wechselpunkte  in  Bezug  auf  zwei  KegeU 
aehnitte  bilden ,  eloo  reelle  oder  ideale  tfemeinschaftliche  Sekante 
4arselbeuV  und  dass  jeder  Punkt,  dessen  Strahlen  paarweise  Wech- 
aelatrahlen  bilden,  ein  reeller  oder  idealer  gemeinschaftlicher  Tan* 
gontendorcbschnitt  derselben  sei.  Denn  jene  Gerade  S'  schneidei 
zwei  zugeordnete  gemeinschaftliche  Sekanten  von  JT,  K^  entweder 
im  Punkte  p^  und  dann  fällt  sie,  als  Vereioigang  zweier  Wechsel- 
punktstrablen,  nothwendi^  mit  einer  von  beiden  zusammen,  oder 
•io  ■chaeidet  jede  in  zwei  besondern  Punkten,  «od  dann  ist  jeder 
dieser  POnkte  ein  gemeinschaftlicher  Durchschnitt  der  Kegelschnitte, 
also  ifi^'  eine  gemeinschaftliche  Sekante;  oder  fiele  einer  derselbeu 
uichl  Mit  seinem  Wechselpnukte  zusammen,  so  wirde  letzterer  so- 
wohl auf  6'  als  auf  einer  gemeinschaftlichen  Sekante  liegen,  alsa 
wiodonun  S'  mit  einer  gemeinschaftlichen  Sekante  zusammenfallen.. 


Besondere  FftUe. 

Sind  je  zwei  zugeordnete  Durchmesser  eines  Kegelschnitten 
denen  eines  anderen  parallel,  was  ofenbar  der  Fall  ist,  vrenn  e^ 
▼ou  zwei  Paaren  allem  gilt  (4«  1.  «),  so  ist  die  unendlich -ent- 
fernte Gerade  ihrer  Ebene  eine  Gerade  vereinigter  Paare  zugeord- 
neter harmonischer  Pole,  also  eine  gemeinschaftliche  Sekante 
der  Kegelschnitte,  und  umgekehrt  Sind  aber  A^  A^\  B^Bj^  zwei 
Paar  zugeordnete  Durchmesserlängen  des  einen ,  und  «,  m^ ;  ^,  b^ 
die  Längen  der  ihnen  parallelen  Durehmesser  des  anderen,  so  ist 
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kräh  f .  4.  ^  ^\^x  =^  ^  -  ^JL  ^^^  ^  -  ^JlT^  ^  '  ^1 9  ^^  s^i^ 
^.u^,  :if  .«r,  Ä;-^:«r*5  B .  B^  i6.&^  :±sB*:6*j  «atf  im«R  f.  4. 
6.  Mit  ^.^,  :  B.  B^  ^ss  m,ay  i  6.^^;  irisch  Azm^^  B\h'=£iCie 
u.  8.  w.,  d.  b.  die  Kegelschnitte  äind  äholiche  ond  ähnlich  -  Rie- 
gende  Figuren ;  und  umgekehrt. 

8.  Je  iwei  ähniiche'und  äbnlich-Iiegende  Ellipsen 
oder  flfjperbeln  haben  beziehlicb  eine  nnendlich- ent- 
fernte ideale  oder  reelle  Sekante  gemein. 

9.  Zwei  in  einer  Ebene  befiebiff  liegende  Kreiae  ha- 
ben eine  anendfich-entfernte  ideale  Sekante  gemein. 

Smd  die  Achsen  zweier  Parabeln  paraffef,  so  haben  sfe  nicht 
nnr  die  unendlich  -  entfernte  Tangente,  sondern  auch  deren  Berüh- 
rungspunkt gemein;  da  nun  die  harmonische  Polare  jedes  Punk- 
tes einer  Tangente  durch  den  Berührungspunkt  geht,  so  folgt  auch 
für  diese  Art  Kegekeboitte : 

10^  Zw^i  iit  einer  Ehene  beliebig,  abei  mit  pavaUe« 
Len  Acbaen  liegende  Parabeln  kahen  eine  uaendlicb-' 
entfernte  Sekai^te  gemein«  welehe  Kttgletck  deren  go«^ 
Beinscbaftllelie  Tangente  ist. 

Die  sugeordneten  barmoMscben  Polaren  eine»  Brenoptwitfea 
aind  an  einander  reditwink%,  also  bildet  jedes  Paar  demeibeD  io 
nwei  KegtkschnittoOy  welehe  einen  firennpmikt  gemein  bnbeoiy  iwe» 
Weebsclärablen: 

11,  Fikllt  ein  Brennpunkt  eines  Kegelschnittea  mU 
dem  eines  andern  nuaammen,  so  ist  er  ein  idealer  ge- 
meinschaftlicher Tangentendurchschnitt  derselben. 


Re  1*^^  ^f^^  ^v*^  bcKeMge  Gerade  A  vvm  beffehig^e  Kegel* 
eehvitte  9,  9  te  den  Pmiktenpnaren  «,  «i ;  ^  fi,  avd  «w^ei  Mgeoril* 
nete  geineimckaNliehe  Sekairten  B^  8^  derselben  r»  d^eif  Pankte* 
4,  4,  seheerden;  so  giehf  es  9  wenn  e,  ir,  und  ^,  ^,  mcbt  etws  al^ 
wechseFod  liege»,  allemal  cwei  Punkte  g,  f ,  die  ^crwehl  arilr  a,  d, 
nlff  mit  !r,  \^  bermmwieck  sind.  9olfbe  zwei  Pnebte  g^  ^  sied  nber 
Weehsefpffokle  t^f%^  SB«  also  dfe  MtfaMeo,  weMe  sie  mit  de« 
Durelscbnitte  p  v«n  9^  S^  fertthM^n,  IVeehselpoaktstrwhrleff;'  Wot^ 
ans  folgt,  dasiB  ^,  |  auch  mit  %,  9,  hnrmettia<^f  folgKdip  die  Pmk> 
ienpa«re  a,  «. ;  B',  t^i ;  #.  #,  me  hrratntven  ve»  seein  Ptoukteir  M*' 
den.  lieben  %fb  kelaetf  PMkC  gemei»,  m  MrbKessen  die  Pliikte 
A)  *i;  ^9^1  efoeeder  e4v  eder  ane,  «ird  dan  nämllcke  gMt  ^mi  4m 
Ttegenten ,  welche  ?en  ewem  heliebfgen  Piiflkle  genogiet  trerdea. 


*)  Denn  nach  der  dortigvkr  Bezeidmtsttg  ist 

n«       'm^^  wa.    «.  •  '  ma      M^!*  iETm  iETh*.  ifSu 
aa^  a(i|     ^m'   ma    inm'  ma» 

also  wemr  a,  a»  die  Winkel  sfoif,  welche  J^,  B^  mif  ^  Achse  iffm  bfideü: 

■         *      cos*. er   cos'.fti  r       .    ■  ■  ' 

(«fvd  eherne  ist  recftt»  cnig^.a':tng^.«i  sss'Jlfa, :  Jftr).  Nach  der  fetiljgen  B^- 
setehnang  also  ist  A^  x^t  ■»•!■  •  Stet :  ahi  •  Sn^'-*^^  •  ^^ 


Ptt  FaNy  Am*  Aes»  Fttiilcte  oier  t^wenMk  abweelMehd  Ifcrgwiy 
kann  »!••  dvt  tfapn  eiMnete»,  wM«  f(,  9  tier  «der  nw  iw«i 
FMilbto  gtroieiii  bebe». 

tebaftikhe  PaiAte;  dorcb  ^  «ei  «ine  belieb^re  Gerade  golegr^  w«l^ 
ei»  9t^9  tarn  airtferniHal  fn  3^,  B^' n^hiteMetj^  aail  tvreb  i^,  die 
Strable»  «,,  ^|,  c,,  i^i  .  • .  ^,  welcb»  9  ra  g,  f^  e,  1^  • . . .  nad  0  kl 
^'n  ^19  ^1*  ^i****  selMide»;  endlicfr  gelea  v*a«  B^  aaeb-  o,b',c,^«..< 
die  Strablea  ar,,  ^,,  c,^  i/,  . .. .,  uad  von  B^  iiaeb  #|,fl»i,  f|,b|««.. 
die  StrabIcD  ar^,  dg^  ^,^  i#, . . . . ;  dieaa  ToraaegeielaMt,  so  tat 
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^»(«^»1  ^»>  <^»>  rf»  . . .  .)2aB  i^,(ar,,  Ä,,  e,,  rf,  • . . .). 


'A#er  derjeaig«  fitrabi  ^,  va«  ^, ,  wvleber  lait  BB\  snamMaMfl« 
fimv,  aemiektol  9  nad  99  fn  awet  Pb^Mea  r,  e,,  wekba  tiiA  in  & 
v^ekrigea;  also  fkllen  aaefr  üe  Strablea  «„  ^,  oik  B^B^  aoeaMM 
aMD.  Die  Sttabüilacbei,  ü, ,  iSf,  find  abi»  perapeklifiacb^  d^.  b.  ja 
awei  Stpablea  «„  arg;  ^,,  ^,  ....  aelaeidan*  aick  a«f  einer  €era** 

Ist  nuB  u^  eibep  beKeUge  Gerade,  waMM  9  i»  B^,,  m  avd  O, 
in  i%(^,)  ferner  BB^  oder  S  \n  i  ond  '^B[i<l|  >o  ^i  Bcbneidef,  eo 
bififen  die  drei  PUalttenpaare  B^^a^  S^,  t*,;  €',  ^,  r  ah  Di>feb<* 
aebaftle  foa  ^  mt9  und  #9»  GegeaaeiteR  dea  dea»  Ö  eiageaGbM«4 
benea  ¥)erecka  BB^a^B^y  eiae  mvalatiea  foa*  secbf  Fiiakleo*)i 


*>  Ift  atolft^b  B^  eki  bcAiebiffer  Ainkt  in  &m  Bleno  eiaei  Kegdscfanteea 
X^aad  siad  (BB}  and  i?,  swei  beliebige  Paakte  ikh»  IT;  aiad  femtv 
Ol  ^1*  #f  ^i;  r»  /ii  d;  c^i  .•••  die  DttKtdischBiae  ^voa  JT  mit  beliebjcta 
ireraden»  fvelche  Toa  i^,  anheben,  und  bibeo  die«e  Punkte  mit  iaBy 
die  StraKieopaare  m,  €f\,t^  lt\  c^  c*;  d^  tt •...,  und  insbesondere' die 
Punkte  «^  ß^,  y^,  (^...«  mit  Mi  die  Strahlen  «i,  ^i,  C|,  i^|...»  ge- 
mein, so  nat  m^n  nach  §.  S.  $.  und  Einl.  11. 

Wird  nun  eine  beliebij^e,  durch  B^  gebende  Gerade  {jiJi)  Ten  «,  ^ 
My  ^..  •*)  «t,  ^v»  ^1»  'i  •  •••  betieolick  in  a,  b,  C,  b  »-•^  Oi,  bj«.  ft» 
bi..«-..  gfsebnitiaoi  ^(v  bat  man 

.^4  6,  ti  b....)^^,(ai,,  bi»  Ci,  bt ••••)• 

Aber  auf  i#  enteiirrcbt  dem  Punkte  f,  welefaer  mit  B  enierM  fat,  elf» 
Paaiit  f,  aof  A^y  welcber  der  Linie  BM^  angehört,  uad  dem  Puakte» 
^  auf  jf ,  wtbibef  mit  f,  lasammenüaft^  eDCepaicbe  aal  A^  eia  aia  f 
aaiammealiegeadei  Paakt  ^i ;  also  iet 

^(a, b}C,b....  ai,bi,Ci,bi ....)  =  -^iCaiyb^Cubi*...  a,btC,b»-»«V 

if  erana  obiger  S>ta  eich  sofort  ergiebt..  Aber  aocbi  aiebr«  Siebe  man 
a.  B.  dea  Anke  a,  als  der  A  aagebdrig  an,  sickt  B^  oder  m\  wel- 
cber  Strahl  JFin  »<*  acbaeidet^  sotfwt  das  €»efada  A,a^»  wekiba  JT  wie. 
der  in  «•(  sebaaide^  endkeh.  den  StraU  üiO^i  oder  ai^i^  aa  aaiaa^  «*i 
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Aker  der  Poiikt  4,  gehört  widi  4er  Gerades  S.  an,  wel^  imnk 
Drekong  der.  Gereden  B^a  und  B^üt  na  die  Punkte  S^^  B^  er- 
xengt  wird;  und  offenbar  lata^n  sich  ininier  darch  B^  swei  Geiiide 
A  ao  legen,  daaa  die  Psnkte  B\^  a  und  4»  0i  sich  ein»  oder  aus. 
achlieMen,  und  angleich  die  Punkte  t®,  (**,  existiren  •—  ea  braucht 
nur  iff,  innerhalb  S  au  liegen  •—  also  würden  für  diese  swei  Ge- 
raden ji  die  Punkte  tf|  sowohl  auf  S^  als  auf  der  auveordueCeu 
geoMinschaftlichea  SekantjQ  von  BB^  liegen  aiQssen»  und  demnach 
diese  letztere  mit  S^  identisch  sein« 

Ebenso  hehaddelt  man  andrerseits  den  Fallj  wenn  8,-  S  vier 
oder  swei  Tangenten  gemein  haben;  und  was  denjenigen  hetrift, 
wenn  Sf  S  vier  Punkte»  aber  keine  Tangente  gemein  haben,  ao 
überaeugt  man  sich  leicht,  dass  die  swei  Tangentenpaare,  welche 
Ton  einem  beliebigen  Punkte  an  solche  xwei  Kegelschnitte  g^^gt 
werden,  sich  ein  •  oder  ausschliessen^  müssen.  Denn  denkt  man  siä 
den  Polar- Kegelschnitt  S.  von  8  in  Besug  auf  X,  so  können  9 
und  8,  keinen  Punkt  gemein  haben,  weil  8  und  S  keine  gemein« 
aehaftliche  Tangente  besitaen;  heissen  nun  jene  a>wei  Tangenteo- 
naare i»,  «,;  ^,  ^1,  uad  sind  a,  a, ;  b,  bi  deren  barmoniache  Pole 
rar  8,  so  liegen  diese  in  einer  Geraden,  und  swar  a,.  tti  auf  9, 
h,  b|  auflB, ;  folglich  schliessen  sich  diese  Punktenpaare  ein  od^r 
uns,  und  demnach  gilt  dasselbe  auch  von  «,  ar, ;  ^,  ^|,  weil  die  her» 
mbnischen  Polarea  aller  Punkte  einer  Geraden  für  8  einen  mit  die* 
aer  Geraden  projektiviachea  Strahlbuachel  bilden. 


12.  Die  drei  Pnnkten- 
paare,  in  welchen  swei  Ke- 
Miscbaitte  von  beliebiger 
Gestalt  und  Lage  und  swei 
angeordnete  gemeinschaft- 
liche Sekanten  deraelben 
von  einer  beliebigen  Gera- 
den geschnitten  werden, 
bilden  eine  Involution  von 
sechs  Punkten. 


12.  Die  drei  Strahlen- 
paare, welche  von  ^inem 
beliebigen  Punkte  an  swei 
Kegelschnitte  von  beliebi- 
ger Gestalt  und  Lage,  ala 
Tangenten,  -und  nach  aw.ei 
augeordaeten  gemeinachaft- 
lieben  Tangenten  durch- 
schnitten di(i*8elben  geae- 
fen  werben,-  bilden  eine 
nvointlon  von  sechs  Strah- 
len. 


Ich  übergehe  die  Corollare  dieses  Satses. 


13«^  Haben  swei  Kegel- 
schnitte   swei   Punkte   ge- 

ein,  und  man  legt  durch 
eden    dieser   Punkte    eine 

eliebigeGerade,  so  schnei- 
den sich  die  durch  diese 
swei  Geraden  heatimmten 
Sehnen    der   Kegelachnitte 


i 


IS«  Haben  awei  Kegel- 
schnitte awei  Tangenten 
gemein,  und  man  sieht  von 
einem  beliebi|ren  Punkte 
einer  jeden  an  jeden  Kegel- 
schnitt eine,  neue  Tangente, 
so  liegen  die  gegenseitigen 
Durchschnitte     je     sweier 


bilden 


darch  den  Punkt  a  ^ben.    Die  Punkte  a,  JT,  a*,  a^i,  IT,,  a. 
«in  dem  K  eingeschriebenes  Sechseck  ttBu^u^^B^m^^  dessen  Hsuptffe- 
genseiten  sieh  ptarweise  in  drei  Punkten  IT.,  a,  Ot  einer  Geraaen 
schneiden,  und  ollenbar  ist  dieses  Sechseck  beUebig. 
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auf  einer  gemeiaachaftli« 
che<n  Sekeote  derselben, 
welche  der  durch  jene 
Punkte  gehenden  zugeord- 
net ist.'     - 


Taogenten  desselben  Ke,- 
gelschnitts  mit  einem  ge« 
meinsehaftlicheu  Tangen- 
tendurcbschDitte  derselben, 
welcher  dem  der  beiden  er- 
sten Tangenten  zugeordnet 
liBt,  in  gerader  Linie. 


*.6. 


Gonstruetion  und  Eigenschaften  eiqes  Systems  von 
beliebig  vielen  Kegelschnitten,  welche  zwei  zugeord- 
nete Sekanten  oder  Tangentendnrchschnitte  gemein 
haben.  ^  System  der  zugeliörigen  Wechselpunkt»  oder 
Wechselstrahlen-Kegelschnitte,  Drei  Wechsel- Systeme 
von  Kegelschnitten  mit  zwei  zageördne.ten  gemein- 
schaftlichen Seka.nten  oder  Tangentendurchschnitten. 


l.  Sind  in  einerEbene  ein 
Kegelschnitt)  zwei  Gerade 
und  ein  Punkt  beliebig  ge- 
geben, einen  zweiten  Ke- 
gelschnitt zu  finden,  wel- 
cher mit  dem  ersteren  die 
beiden  Geraden  als  (reelle 
oder  ideale)  Sekanten  gemein 
habe  und  durch  den  gege- 
benen Punkt  gehe. 


1.  Sind  in  einerEbene  ein 
Kegelschnitt,  zwei  Punkte 
und  eine  Gerade  beliebig 
gegeben,  einen  zweiten  Ke- 
gelschnitt zu  finden,  wel- 
cher mit'dem  ersteren  die 
beiden  Punkte  als  (reelle 
oder  V  ideale)  Tangenten- 
durchschnitte  gemein  habe 
und  die  gegebene  Gerade 
berühre. 


Erste  Auflösung  (links).  Es  sei  S3  der  gegebene  Kegel* 
schnitt,  TS^  S^  die  gegebenen  Geraden,-  a  d^r  gegebene  Punkt  des 
geauchten  Kegelschnittes  31.  Man  verbinde  den  Durchschnitt  p  von 
S^  S^  mit  a  durch  eine  Gerade  a,  suche  die  barmoDische  Polare 
J^  von  p  für  SS,  welche  die  a  \u  p^  schneide,  und  zu  p^  //,  a  den 
vierten  harmonischen,  dem  a  zug.  Punkt  a, ;  suche  zu  S,  jV,,  a  den 
vierten  harmonischen,  dem  «  zugeordneten  Strahl  a%  und  "noch  die' 
harmonischen  Polaren  von  a,  tti  für  93,  welche  a  in  a,  a,  schnei- 
den. Jetzt  verbinde  man  die  Punkte  a  und  a,  a,  und  a,  durch  die 
Geraden  A^  A^^  lege  durch  a  eine  beliebige  Gerade,  welche  93*  in 
b,  bi  und  8^Sy  in  $,  d,  schneide,  suche  einen  Punkt 'a,,  welcher 
mit  a  und  b,  b,;  ^,  ^i  eine  Involution  von  sechs  Punkten  bildet, 
und  suche  einen  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Punkte  a,  tti,  a, 
gehe  und  die  Geraden  A^  A^  berühre;  so  ist  diess  der  verlaugte 
Kegelschnitt  9. 

'Beweis.  Da  A^  als  Tangente  in  a,  die  harmonische  Polare 
von  a  für  %,  ist,  und  von  der  harmonischen  Polare  desselben  Punk- 
tes für  93  in  a  geschnitten  wirü,  so  sind  a,  a,  und  aus  demselben 
Grunde  a,,  a,  Wechsel  punkte  für  S(,  93,  und  da  p^  ;/  harmonisch 
mit  9i^^x^  vnd  p*  auf  der  härm.  Polare  von  p  für  93  liegt,  so  sind' 
p^p^  ebenfalls  Wechselpunkte  für  St,  93.  Es  liegen  niso  drei  Paar 
Weehselpnnkte  ft,  a;  a,,  a, ;  p^p'  auf  denselben  zwei  Geraden  a,  a!\ 
demnach  sind  «r,  a  zwei  Weebselpuoktstralilen  fiir  3,  93|  und  p  ist 
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Vip  Punkt,  deiMM  havoifliiibclie  P»Iiir«B  fir  K»  9  iieh  TemnigeB.  Di» 
Gerade  M^^  da  sie  beliebig  ist,  Icoante  jedeofalls  so  ^wStilt  wer* 
den,  dais  die  Punkteopaare  (,  bi  und  d,^|  einaader  and  folglicb 
auch  a,  a,  ein-  oder  aittsdilieasea*,  a^ao  giebt  c'a  auf  ibr  zwei 
Punkte  Q^  ^,  welche  aowahl  nüt  a,  a,  als' mit  h,  bi  (und  ö»  ^)  bar^ 
nioniscb,  alsa  Wocheelpunkte  für  St,  83  sind.  Somit  sind  auch  die 
Strahlen  ^,  A^  welobe  p  mit  ^  1^  verbinden,  Wechselpunk tstrahleD, 
und  da  nun  S^  S^  «sowohl  mit  ar,  a'  als  mit  -^y  h  karmooiscb  sioil, 
so  sind  sie  zwei  zugeordnete  gemeinschaftlicbe  Sekanten  von  81,  99. 

Zweite  Auflösung  (links).  Man« lege  durch  den  gegebenes 
Punkt  a  beliebig  viele  Strahlen  ofi,  ar^,  «,  ..^.,  und  suche  auf  je- 
dem derselben,  «•  B.  auf  «,,  einen  Punkt  ai>  welcker  mifc^  und  den 
Pnnktenpaaren  b,  i,;  ^,  4|,  wo  a,  des  gegebenen  Kcgelschnilt  8 
4ind  die  Geraden  S^  S^  acbaeidet,  eine  Involution  von  sechs  Punk- 
ten bildet;  so  gehören  alle  dieae  Punkte  o^i  u.  s»  £  dem  verlauft« 
Kagelsckajtte  9L  an. 

Beweis.  Da  dnreb  die  erale  Auf4östtng  bewiesen,  dass  der 
Kegelschnitt  %  existirt,  so  sind,  wenn  %  den  StrahJ  a^  zum  swei- 
tenmal  in  a^  achneidet,  sowohl  4,  tt//;  b,  bi;  4,  ^als  auch  a,  a,; 
b,  b,$  6,  0|  in  Invbtutioa,  also  a,,  mit  a,  identisch  u^  a.  w.  Zu- 
gleich sieht  maU)  dasa  nur  ein  einziger  Kegehrabnitt  X  exislirt. 


2.  Wird  ein  eigener  Strabl- 
büscbel  voji  einem  beliebi- 
gen Regelftchnilte  und  von 
zwei  festen  .GeTaden  ge- 
achnitten,  so  gehören  aihe 
Punkte,  welche  mit  dem 
Mittelpunkte  des  Strahlbö- 
schels,  als  zugeordnetem 
Punkte,  -und  mit  den  jedes- 
maligea  zwei  Punktenpaa- 
len  des  Regelschnittes  nad 
der  festen  Seraden  Involn* 
tionen  von  sechs  Punkten 
bilden,  dem  Umfange  eines 
zweiten  Kegelschnittes  an, 
welcher  mit  ersterem  die 
beiden  festen  Geraden  als 
reelle  oder  ideal«^  Sekante'U 
.gemeia  bat  und  durch  den 
Mittelpunkt  dea  S<traklbtt- 
seheis  geht. 


A«s  f.  5.  12.  folgt  nnn  ohne  Weiteres : 


2.  Alle  Gera^den,  welche 
mit  einer  beliebig*  gegebe- 
nen Geraden,  als  zngeerd- 
netem  StraMe,  mit  zwei 
Tangenten  eines  beliel^ig 
gegebeaan  Kegelsebnittes 
und  mit  zwei  nach^zwei  fe« 
sten  Punkten  gehenden  Ge- 
raden Involutionen  von 
seeha  Strahlen  bilden,  um- 
hüllen einen  zweiten  Ke- 
gelschiritt,  welcher  mit  er- 
sterem die  zwei  festen 
Punkte  als  reelle  »der 
ideale  Tangea.tendn  reb- 
schnitte gemein  hat  und  die 
gegebene  Gerade  b«tvbrt. 


3.  Hat  eine  Scharr  von 
Kegelachnitten  mit  einem 
und  demselben  Kegel- 
schnitte dieselben  zwei  zu- 
j^eordneten  reellen  oder 
i<dealen  Sekanten  gemein, 
so  bildicn  sammtliche  Punk* 
lOin^aiAxe,     in    den^n    dJeae 


3w  Bai  eine  &eba%r  von 
Kegelscbnitten  mit  eineev 
und  demselben  Kegel- 
scbaitte  dieselben  swei  an* 
fj^eardneftea  reellen  eder 
idealen  Tan  jj^e-ntendareb* 
scknitte  gemein^  ae  bilden 
SÄ  m>m  il  iebe         T  aof^  e  nie  n  - 


»8 


'K^geliiebiiitt^  ond  Sekan- 
ten ein«  beliebige  Gernile 
ncbnei^en,  eine  luvolnlion 
>Fon  Pttirkten,  deren  flaup't^ 
pinkte  alleiiiBl  aurcien  die 
CSerade  berührenden  Kegel- 
achnitten  angehören;  ond 
iteashalb  hat  jeder  Kegel- 
schnitt dieser  Sehaar  mit 
jeden  jene  xwei  Sekanten 
gemein. 


paare,  welche  van  einem 
neliehigen  Punkte  an  die- 
selben, nebst  den  Geraden, 
welche  nach  den  gemein- 
schaflliehen  Tangente«- 
durchschnitten  gehen,  eine 
Involntion  TOn  Strahlen, 
deren  Uanptatrahlen  alle- 
mal xwei  durch  jenen  Punkt 
gehende  Kegelschnitte  be- 
rühren; und  desqfaalh  hat 
jeder  Kegelschnitt  dieser 
Scfaaar  mit  jedem  jene  swei 

Tangenten  durchschnitte 
gemein« 


Aus  diesem  Satae  wieder  epgiebt  sich  sehr  leipht: 


4.  Die  harmonischen  Po- 
laren eines  heliebiffen 
Punktes  in  Besug  auf  eine 
Schaar  van  Kegelschnitten, 
welche  mit  einander  diesel- 
ben jLwei  BUgeordoeten  Se- 
kanten gemein  haben, 
achneideo  sich  alle  in  ei- 
nem und  demselben  Punkte, 
und  daher  gehen  auch  alle 
Durchmesser  derselben,  de- 
ren angeordnete  parallel 
lanfen,durcb  einerlei  Punk t.j 


4.  Die  harmonischen  Pole 
einer  beliebigen  Geradeo 
in  Bezug  auf  eine  Schaar 
Ton  Kegelschnitten,  wel- 
che mit  einander  dieselben 
cwei  angeordneten  Tan- 
gentendurchschaitte  ge- 
mein haben,  liegen  alle  auf 
einer  «nd  derselben  Gera- 
den; und  daher  liegen  'die 
Mittelpunkte  aller  dieser 
Kegelschnitte  in  einer  und 
derselben  geraden  Linie« 


Ist  in  der  Ebene  der  (links)  in  Rede  stehenden  Kegelschnitte 
9,  9,  C  2) .  • . .  und  K  eine  Gerade  A  beltebig  gegeben,  so  riebt 
es  allemal  unaäblige  unter  ihnen,  welche  diese  Gerade  in  PunKlen- 
paaren  a,  a,;  b,  0,;  C,Ci;  bi  bi  .•..  sehneiden;  denn  jeder  Paukt 
Ton  A  bestimmt  einen  solchen«  Es  werde  nun  1)  iT  ebenfalls  von 
A  in  iwei  Punkten  I,  I,  geschnitten  (oder  in  einem  Punkte  be- 
rührt); ¥on  einem  beliebigen  Punkte  B  des  JT  geben  nach  a,  ai; 
b,  b| .  • . .  I,  (|  die  Strahleapaare  a,  «i ;  b^b^  . .  •  •  i&,  ^, ,  welche  K 
sum  aweitenmal  in  a,  a, ;  j&,  /?,.•..  f,  Ii  schneiden;  so  bilden  diese 
Strahlenpaare  eine  Involution  vori  Strahlen;  folglich  gehen  sämmt- 
licbe  Sehnen  aa,,  /}/9|  ....  und  A  durch  einerlei  Poo^kt  q  (§.3.4,). 
Sind  nun  jene  Punktenpaare  ungleich  liegend^  so  schneidet  die  har- 
monische Polare  von  ^  für  JT  diesen  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten 
i,  jp,  und  die  tStrahlen  tf,  ^des  Strahfbäschels  ÜT,  welche  nach  f, 
2  gehen,  sind  mit  j|e  zwei  StraUen  a,  «i ;  ^,  ^| . . . .,  also  auch  dhi 
ruokte  e^  f^  wo  dieselben  der  A  begegnen,  mit  je  zwei  Punkten 
a,  a, ;  b,  b, . .  •  •  harmonisch,  d.  h.  t,  f  sind  zwei  Wechselponkte  auf 
A  für  sümmiliche  Kegelschnitte.  Wrrd  aber  2)  JT  von  A  weder 
ffesclmitten  noch  berifthrt,  so  sind  die  zugeordneten  harmonischen 
Pole  von  A  für  JTnothweodig  p^Ieichliegend ,  folglich  hat  die  in» 
vefntion  dieser  Pole  mit  derjenigen  für  irgend  einea  andern  der 
Kegelschnitte  9,  O9  C,  Z)  • .  • .  nllemal  zwei  zugeordnete  Punkte  e>  f 
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.gemein  (§.  3.  Sj),  nnjd  diese  liod  dann  swei  der  Geraden  A  xiig^ 
hörige  Wechselpankfe  für  sämmtlicbe  Kegelschnitte.  Demnach  tsiod 
auch  jetzt  die  Strahlen  «,/*,  weldie  B  mit  e,  f  verhinden,  mit  je 
zwei  Strahlen  <v,  «i ;  ^,  ^,  . . . .  harmonisch ,  und  sofort  die  Gerade 
€qi  die  liarmonische  Polare  einesPuukt.es  y,  in  welchem  sieb  auch 
jetzt  die  Sehnen  aa, ,  ßß^  ....  schneiden  müssen.  Weil  aber  die 
Punkte  e,  f  zwei  zugeorduete  barmonisclie  Pole  von  ^  für  JfC  siod, 
so  ergiehtsich  durch  Cmkehtuog  des  Satzes  (f.  4.  2.),  dass  ^  «Is 
harmonischer  Po!  von  €9  auf  ji  liecea  muss. 

5.     Hat   eine  8chaar   von    Kegelschnitten    dieselbeB 
zwei  zugeordneten,  reellen  oder  idealen 

Tangentendurchschnitte 


Sekanten  gemein,  und  wer- 
den alle  oder  einTheil  der- 
selben von  einer  Geraden 
geschnitten,  und  man  zreht 
von  einem  beliehigenPunkte 
eines  der  Kegelschnitte 
Strahlen  paare  nach  je  zwei 
Ourchschnittspunkten ,  so 
gehen  ^ie  Sehnen  dieses 
letzteren,  welche  durch 
diese  Strahlenpaare  be- 
stimmt werden,  alle  durch 
einen  nnd  denselben  Punkt, 
welcher  allemal  auf  jener 
Geraden  li-egt,  es  mag  nun 
diese  letztere  dies-etreinen 
Kegelschnitt  durchschnei- 
den, berühren  oder  ganz- 
blieb a-usserb'alb  deaselben 
liegen. 


gemein,  und  man  zieht  von 
einem  bpliebigfn  Punk te  an 
alle  oder  einen  Tbeil  der- 
selben Tangentenpaare  nnd 
ausser d'em  an  einen  der  Ke- 
gelschnitte eine  beliebige 
Tangente,  endlich  wieder 
von  je  zwei  Durchschnitts* 
punkten  di>eser  Ta  n  g  e  n  t  e 
mit  jenen  Tangentenpaaren 
an  den  letzteren  zwei  neue 
Tangenten, '  so  liegen  die 
Durchschnitte  dieser  letz- 
teren alle  anf  einer  nnd 
derselben  Geraden,  w^elche 
allemal  dareh  jenen  Punkt 
geht,  es  mag  nun  dieser 
Punkt  ausserhalb,  auf  oder 
innerhalb  dieses  einen  Ke- 


gelschnittes liegen. 

Aus  ).  5.  1.  und  f.  6.  4.  folgert  man: 

\  6.  Die  harmonischen  Pole 
jeder  Geraden  inBezug  auf 
eine  Schaar  von  Kegel- 
schnitten, weiche  dieselben 
zwei  zugeordneten  reellen 
oder  idealen  Sekanten  ge« 
mein  haben,  liegen  atit  dem 
Umfange  eines*  einzigen 
Kegelschnittes. 


6.  Die  harmonischen  Po- 
laren eines  jeden  Punktet 
in  Bezug  auf  eine  Schnar 
von  Kegelschnitten,  wel- 
che dieselben  zwei  zuge- 
ordneten reellen  otler  id^ea- 
leoTangentendurchschnitte 
gemein  haben,  umbiillen 
einen  einzigen  Kegel* 
schnitt. 


7.  Die  Mittelpunkte  aller 
Kegelschnitte,  welche  z^wei 
zugeordnete  reelle  oder 
ideale  Sekanten  gemein  ha- 
beuj  liegen  auf  dem  Um- 
fange eines  einzigen  Ke- 
gelschnittes. 


7.     In    einer    Schftar    von 
Kegelschnitten,  welche 

zwei  zugeordnete  reelle 
oder  ideale  Tangenten- 
durchschnitte gemein  ha- 
ben» umhüllen,  alle  Durch- 
messer, deren  zugeordnete 
parallel  laufen,  einen  ein- 
zigen Kegelschnitt. 


N 
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Kine  beliebige  Gerode  A  schneide  die  zugeordbeten  gemeiD- 
seliaftlichen  Selcanten  S^  8^  von  %\  9,  S,  X)....,  welche  letztere 
allemal  besitzen,  in  den  Punkten  9>  fli,  so  liegen  die  Wechselpunkte 
i?,  B^  von  g,  ^1  ebenfalls  auf  S^  S\^  und  die  harmoniscben  Pola- 
ren a^  «r,  von  g)  9i  in  Bezug  auf  irgend  einen  Sl  jener  Kegel- 
Bcbnitte  gehen,  die  eine  a  durch  ^  und  den  harmonischen  Pol  a 
von  S;  die  andere  a^  durch  £f,  und  .den  harmonischen  Pol  u^  von 
S^  für  Ü;  zugleich  aber  liegt  der  Durchschnitt  a  von  a^'^a^  als 
harmonischer  Pol  von  A  frir  9,  auf  dem  Wechselpunkt  ^^  Regel- 
schnitte A^  der  f^eraden  A,  Die  Punkte  a,  »i  und  alle  ähnlichen 
ß^  P\\  Y'i  Y\^  ^>  ^1  ••••)  welche  den  Kegelschnitten  93,  S,  Z).... 
entsprechen,  liegen  auf  der  Geruden  jP,  und  jedem  Punkte  i  dieser 
tveraden,  als  harmonischen  Pol  von  8  oder  8^  gedacht,  entspricht 
io  jenem  System  ein  Kegelschnitt  @  oder  ®, ,  in  Bezug  auf  wel- 
chen er  es  ist.  ist  nun -^  der  Durchschnitt  von  A  mit  Jr  und  zwar 
der  harmonische  Pol  von  i^'fiir  @,  so  ist  i?  der  harmonische  Pol 
von  A  für  ©,  weil  die  harmonischen  Polaren  8y  «,  «,  von  ^,  g,  g, 
durch  einerlei  Punkt  ^  gehen  miissen,  der  auf  ^|  'i^g^;  &^so  istS^ 
mit  BB^^  und  9  mit  B^  identisch,  und  daher  iBT^  Tangente  an'^, 
in  B,  Denkt  mau  sich  dagegen  denselben  Punkt  ^  als  harmoni- 
schen Pol  von  8y  fSr  @,,  so  ist  iff,  der  harmonische  Pol  von  A 
för  @i ,  also  jetzt  £f,d  Tangente  an  A"^  in  B^,  Demnach  liegt 
der  harmonische  Pol  t  von  aB^  in  Bezug  auf  A^  auf  der  Gera- 
den P\  und  hieraus  folgt  nach  §.  4*.  %  wegen  der  dem  Ay  einge- 
schriebenen  Dreiecke  B^B^y  Bhß^  ....  B^B^  . . .  ^,  dass  die  Punk- 
tenpaiire  a,  «,;  /9,  /^, ;  y^  Xi  >  ^y  'i  ••••  zugeordnete  harmonische 
Pole  der  Geraden  P  in  Bezug  auf  ^; ,  und  sofort,  weil  diese 
Punkte  nur  von  31,  93,  S,  !C  • .  •  abhängen  und  mit  A^  sich  nicht 
ändern,  es  auch  in  Bezug  auf  alle  anderen  Wechselpunkt.  Kegelr 
schnitte  sein  müssen. 


8.  Hat  eine'Schaar  von 
Kegelschnitten  zwei  zuge- 
ordnete reelle  oder  ideale 
Sekanten  gemein^  sobilden 
a)  die  harmonischen  Pole 
dieser  zwei  Sekanten  in 
Bezog  auf  je  einen  dieser 
Kegelschnitte  eine  Involu- 
tion^von  Pun-kten,  welche 
nur  dann  aus  gleichliegen- 
denGebilden  besteht,  wenn 
eine  der  gemeinschaftlichen 
Sekanten  reell,  die  andere 
ideal  ist;  b)  jedes  Paar  die- 
ser Pole  sind  zwei  zugeord- 
nete harmonische  Pole  der 
Geraden  jP  in  Bezug  auf  alle 
Wechselpnnkt  -  Kegel- 
schnitte, welche  zu  jener 
Schaar  gehören,  und  daher 
haben  c)  alle  diese  Wech- 
selpunkt -  Kegelschnitte 
ausser    dem   Punkte   p^   wo 


84     Hat    eine    Schar    von. 
Kegelschnitteu  zwei  zuge- 
ordnete  reelle    oder  ideale, 

Tangentendurclischnitte 
gemein,  so  bilden  a).die 
harmonischen  Polaren  die- 
ser zwei  Tangenten'dnrch- 
schnitte  in  Bezug  auf  je 
einen  dieser  Kegelschnitte 
eine  Invalution  von  Strah- 
len, welche  nur  dann  aus 
gleichliegenden  Gebilden 
besteht^  wenn  einer  der  ge- 
meinschaftlichen Tängen- 
tendurcbschnitte  reell,  der 
andere  ideal  ist;  b)  jedes 
Paar  dieser  Polaren  sind 
zwei  zugeordnete  harmo- 
nische Polaren  des  Punk- 
tes p  \tk  Bezug  auf  alle 
Wechselstrahlen  -  Kegel- 
schnitte, welche  zn  jener 
Schaar  gehören,  und  daher 


die  geneiRScbaftlichen  Se- Ihaben  c)alledi«ge  Wtcksel* 
kanten  sick  achneidea,  nach  latralilen^KegeUchaitta  ana- 


die  ihm  entiprechende  Ge- 
rade /*  als  reelle  oder  ideale 
Sekaotegemeia,  jeaaclidem 
jaqe  erstere  Scbaar  vier, 
keineo  oder  nur  zwei  ge- 
meinackaftliche  Qurch« 

«choitte  beeitst« 


ser  einer  Taageate  /*,  wel« 
cba  die  gemeinBcbaftliebea 

TaBgentendurcbacbnitte 
verbLndeti  nocb  den  dieser 
Geraden  entsprecbendeB 
Punkt  p  als  reellen  oder 
idealen  Tangenteadorcb- 
9cbnitt  gemein,  jenaehdeM 
jeae  erstere  Scbaar  vier, 
keine  oder  nur  zwei  ge- 
meinscbaftlicbe  Tangenten 
beeitzt. 

Der  3te  Satz  veranlasst  jetzt  zu  fragen :  WelcbemGesetxe 
sind  die  Hauptpunkte  aller  Involutionen  von  Pnnkteji» 
von  denen  dort  die  Rede  war,  unterworfen,  wenn  ibre 
Ricbtnngslinien  dureb  einerlei  Punkt  geben?  und  äbniick 
andrerseits»  Aber,  so  allgemein  gestellt,  läset  sieb  diese  Frage 
nicht  erledigen,  ohne  die  Betracbtuog  auf  Curveo  von  höherer  ala 
der  zweiten  Ordnung  auszudehnen.  Nur  in  einem  besonderen  Falle, 
wenn  nämlich  jene  Linien  von  einem  Punkte  einer  gemeinschafidi- 
eben  Sekante  ausgehen,  erscheint  jenes  Gesetz,  in  der  einfacheren 
G^estalt  von  Keffelschnitten;  und  wir  stossen  hier  auf  eine  bocbst 
eigentbiimliche  Wechselbeziehung  zwischen  melireren  Systemen  von 
KegelscbDitten ,  welche  zwar  bwreits  in  den  Eigenschsüften  der  ao- 

Seaannten  Ortbog^onal-Kreise,  aber  nocb  nicht  in  allen  ihren 
lomenten  hervortritt. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  ^  der  Sekante  S,  welche  eine 
Schaar  von  Kegelschnitten  %,  Sy  S,  Z) « • .  •  nebst  eiuer  ihr  znceord- 
neten  Sj  gemein  haben,  mögen  beliebig  viele  Gerade  A^  jB,  C, 
/>•••.  gehen,  welche  der  Reihe  nach  die  Wecbselpunkte  a,  tti ; 
ii  ^1 1  C,  C| ;  b» b,  . . . •  enthalten.  Da  jede  dieser  Geraden  von 
zweien  jener  Kegelschnitte  in  diesen  Punkten  berührt 
wird,  so  kann  man  allemal  vom  Punkte  0  an  einen  derselben, 
z.  B.  9,  zwei  Tangenten  legen,  deren  Berührungspunkte  Ü,  ß^ 
heissen  mögen.  Man  denke  sich  von  B  (oder  &| )  nach  a«  a, ; 
b,  bi ;  C,  C, ;  b,  b,^ .  .••  die  Slcalilenpaare  a,  n';  £,  d'i  c,  r';  «^,  ^.•.. 
gezogen»  welche  9  in.  a,  0| ;  ß^ßii  /i  /i ;  ^,  J|  • . . .  schneiden,  und 
sofort  diese  Punkte  mit  IT,  durch  die  Strahlen  »'u  a^i  Vi^  ^i; 
^19  ^19  ^1)^1  verbunden.  Da  nun  z.  B.  a,  fti  zugeordnete  barme- 
nische  Pole  von  A  für  %  sind,  so  muss  die  Sehne  aa^  durch  den 
harmonischen  PoL  0.'  von.  Jl  {üi  %  gehen,  welclier  übrigens  aneb 
auf  iffiff,,  der  harmonischen  Polare  von  4,  liegt;  also  ist  a  der 
DurchsehniU  von  «,  a,,  so  wie  üi  der  von  o',  iv',.  Aus  demselben 
Grunde  seht  ferner  auch  die  Gerade  ui  durch  den  harmonischen 
PoL  a'^  der  Sehne  an,  fiir  %;  und  zieh^  man  nun  Bü'^y  ••  sind 
(nach  einem  Zusätze  zu  ^.  3L  3.)  die  Strahlen  i?4,  Baf  mit  Bm^ 
ßa^^  also  auch  die  Punkte  ö,  o![  mit  a,  a,  barmotiiseb. 

Nun  aber  sind  je  zwei  Wechselpmikte  a,  tti  mit  den,  den  ge- 
meinschaftlichen Sekanten.  S^  8^  angehörigen  Punkteo^  jedeamal 
harmonisch^  also  liegt  der  Punkt  a"  auf  S^^  uad  anf  derselben.  Li- 
n^e  ebenso  auch,  alle  äbnUchen  Punkte  V\  i\V  . . .  .    De«inaek 
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g«Aiea  allftS*hBeii  ua^^ßß^^yyxy^^i  ••••  da^h  «iaeii  fosteo  Pankt, 
uäniieh  deo  liarmoDischeD  Pol  a'«  vo|i  j9|  fkr  9{  aho  bilden  die 
StralileDpesre  «,  «';  6^  i^\  r,  c^;  d^  i/,  ..••  eine  iDfolation  voa. 
Strableo,  «od  weil. auch 

B{ßf^  w,  c*,  äT.  ... .)  =e:  ^,(ii|,  ^i?^i>  ^i  •  •  •  •) 
ist»  «o  iet 

oder  fielnebr 

ß{€iyb^ c,  d..^\  a', Ä', c', <f . . . .)  =iBg{a »^ &« •  c, , i/^  .•..  «', , Ä', , c\ , rf*, ...,) ; 

dies  keissl:  aUe  Pnokte  ft,  tf  i ;  frt  ^i ;  €»  €| ;  bi  b, liegea  eaaial 

B,  JBj  aof  den  DmfaBge  eine«  eiBsigea  kefcelscbnittes  Al 

Da  die  Seboen  oa,,  ßßi^'fYi^  "i  •  •*.•  darcb-  den  banaooiseben 
Pol  a'o  der  KeneiDecbamicbeB  Sekante  S^  geben,  so,  wird  S^  von 
jeden. SiraUeopaare  a,  «  ;  ^,  ^•••,  in^wei  sngeordneteB  barmoni- 
acben  Polen  Cur  Sl  and  augleicb  ancb  far  SB»  C,  2) . . ...  geaclinitten ; 
aber  auob  die  Sebnen  otti,  M,,  Cf,,  bbi  ....  von  K  gehen  dnreb 
einen  fetten  Punkt  ^,  und  dieser  ist  offenbar  der  bamionisebe  Pol 
von  S^  fiir  K^  indem  je  swei  Punkte  d»  a'';  4»i";  4,  C^....  resp. 
»tt  0»  tti :  b«  bi ;  c»  €.| .  •  ••  barmoaiscb  sind;,  also,  wird  S^  von  den- 
selben 8trablen|>aaren  a^€f\  b^b'\  c,  c';  ä^d^,,.^*  auch  in  Beaug 
auf  JS*  ia  angeordneten  barmonisehen  Polen  ffescbnitten. 

Wählt  man  nun  statt  4  irgend  einen  anderen  Punkt  ^|,  ^, .... 
der  gemeinecbaftUebea  Sekante  S,  so  erbäk  man  statt  IC  einen  äjin- 
Uebon  Re|;eleebnitt  JECi,  K^  ••«..,  iu  Be»ug  auf  welchen  doMresagte 
ebenfalls  gilt;  also  ist  S^  eine  Gerade  vereinigter  Paare  zugeord« 
neter  barmoaischer  Pole  für  sämnUlicbe  Keg^elacoBitte  Jr,ÜL,,Ar,  ....^ 
d..b.  eine  gemeinschaftliche  Sekante  derselben,  und  swar  haben  sie 
dieselbe  zugleich  mit  jedem  der  Kegelschnitte  9»  99,  £,  2>  . . .  • 
gemein. 

'  In  den  nrojektivischen  Strablbüscbeln  By  B^  entsprechen  dem 
gemeinscbafciichen  Strahle  BB^  wechselseitig  die  Geraden  B^a'^f. 
Bafoi  welche  nach  dem  harmonischen  Pole  o'o  von  /ff,  für  9  ^ehen, 
also  sind  diese  Geraden  Tangenten  an  JT,  und  es  ist  BB^  die  bar- 
monische  Polare  von  a'«  tür  JEl  Aber  BB^  gebt,  als  harmonische 
Polare  von  0  für  9,  durch  den  harmonischen  Pol  a»  von  S  für  9, 
welcher  mit  a\  zugleich  auf  der  den  Sekanten  S^  S^  zugeordneten 
Geraden  P  üe^t;  also  sind  diese  Punkte  ebensosehr  zwei  zuge- 
ordnete harmonische  Pole  von  P  für  jfiT,  als  für  sämmtliche  Wech- 
selpuBbt^Kegelscbaitte  des  Systemes  9,  SB,  S,  S>..  •  *  (8);  und  da 
diese  Punkte  nur  mit  9  sich  ändern,  so  sind  sie  es  auch  für  Ä*,, 
ÜT, . . . »  Vertauscht  man  aber  9  mit  93 ,  S ,  2>  • . « . ,  so  erhält  man 
ähniiche  Puaktonpaara  b«,  b'os  Co»  C«;  b«,  b'o**«-«  von  welchen  in 
Beang  auf  JE^  ÜT,,  iK"«  ....,  welche  dieselben  geblieben  sind,  Glei* 
cbes  als  voa  a«,  a'o  gelten  mnss;  also  ist  auch  P  eine  Gerade  ver- 
eiaigter  Paare  zugeordneter  harmonischer  Polo  für  ÜT,  iSTi,  JT,  .... 
d.  k  eine  Sekante^  welche  sie  unter  sich  und  mit  jedem  der  Wech- 
selpankt  •  Kegelschnitte  des  SysteoMs  9,  SB,  S»  2)  .  • .  •  gemeia 
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Da  eodlidi  die  Pnnkte  ^,  d, ,  d,  . .  • .  der  Reibe  naph  die  har- 
moniKchen  P,dle  voo  S^  för  ÜT,  a,,  ifiT, ....  siod,  jS^,  aber  eioe  f^» 
meiosehttftlicbe  Selcante  dieser  Kegeiscbnitte  ist,  so  spielt  die  6e* 

rade  S  für  diese  dieselbe  Rolle,  als  P  für  S(,  93.  C,  2{) (lad 

da  je  zwei  zugeordnete  barmonische  Pole  Von  SCüril,^,.,.  Wecb- 
selfiunkte,  uudals  solche  die  Durcbschoitte  von  S  mit  je  eioem  der 
Regelschoitte  ÜT,  iTi,  /T,  ...i  sind,  so  ist  die  lovolution  dieser 
Paare  voo  Durchscbnittspunktpa  mit  der  Iqvolution  der  vereinif^teo 
Paare  lugeordneter  barinooiscber  Pole  von  S  für  9,  $....,  folfC" 
Jicb  auch  die  Hauptpunkte  der^  ersteren,  d.  b.  die  Punkte  pi,  p^ 
für  JT,  JTi,  K^  ....,  mit  denen  der  letzteren,  d.  h.  den  gemeio- 
scbaftlichen  Durchschnitten  von  31,  83 ... .  identisch. 

Nimmt  man  in  der  Ebene  von  31^  93 .  ^  •  «inen  Punkt  f  beliebige 
an  und  verbindet  ihn  mit  seinem  Wechselpunkte  a,  durch  eine  Ge- 
rade A^  welche  8  im  Punkte  t  schneidet,  so  erzeugt  dieser  Punkt 
t  einen  Kegelschnitt  JiC,' welcher  zur  8chaar  von  iST,,  JT,  gehört 
und  durch  a  geht.  Also  gehören  alle  Regelschnitte ,  weiche  »it 
dieser  Sehaar  einerlei  gemeinschaftliche  Sekanten  haben,  auch  hin- 
sichtlich  der  übrigen  Ei^enscbaften  zu  derselben. 

Nimmt  man  endlich  die  Punkte  ^,  ^,,  ^,  ....,  statt  auf  8^  auf 
der  zugeordneten  gemeinscbaftlichen  Sekante  ^i  an,  so  erhält  aisa 
ein  von  dem  verigeti  verschiedenes,  aber  in  \it%vkf^  auf  9»  89  S> 2)—. 
mit  denselben  Rigenschaftfn  als  K^  K^^  ÜT, ....  aasgestattetes  Sy- 
stem von  Kegelschnitten  JS7,  A^,,  K\ ;  dieses  bat  mit  !l,93.... 

die  Sekante  8  und  mit  deren  Wecbselpunkt- Kegelschnitten  die  Se- 
kante P  gemein.  Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  die  drei  Sy- 
steme von  Kegelsdinitten  8,  83,  S . . . .;  i^,  ÜTi,  ÜT,  . . . .;  K\  K\y 
K\  ....  durch  @2.  @}  @i  und  schreibt  8^  statt  /*,  so  sind  der 
Reihe  nach  8  und  8^^  8^  und  8^^  8,  und  8  zugeordnete  ffemeiii- 
schaftlicbe  Sekanten  des  Systemes  @),  (S»  ®i ;  jedes  dieser  Systeme 
bat  mit  jedem  der  beiden  anderen  @,  @, ;  (5,,  62;  @3,  @  eine 
Sekante  8^^  8*^  8^,  jS^.  ;  8^  8^  und  mit  dessen  Wecbselpookt- Ke- 
gelschnitten eine  Sekante  8,  8^;  8^,  8^^  8^^  8  gemein,  und- die 
.  Wechselpunkt- Kegelschnitte  eines  jeden  haben  die  Gerade  i9,.i9,^| 
zur  gemeinschaftlichen  Sekante.  Zieht  man  von  einem  beHebigea 
Punkte  ^  der  Geraden  8  an  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Syste- 
mes  ®,  Tangenten ,  so  liegen  die  Berührungspunkte  auf  einem  Ke- 
gelschnitte des  Systemes  @,  und  die  Tangente»,  «reiche  von  einen 
beliebigen  Punkte  ^,  der  8^  an  die  Kegelsclniitte  von  ®  gelegt 
werden,  lierühren  sie  in  Punkten',  welche  auf  einem  des  Systemes 
@3  liegen  u.  s.  w. 


9.  Hat  eine  Schaar  von 
Kegelschnitten  zwei  zuge- 
ordnete reelle  oder  ideale 
Sekanten  gemein,  soliegen 
a)  die  Berührungspunkte 
aller  Taugenten,  die  von 
einem  beliebigen  Pnnkte 
einer  dieser  bekanten  an 
jene  Kegeiscbnitte  gelegt 
werden,  auf  dem  CJm»fange 
eines  neuen  Kegelschnit- 
tes,    welcher    mit    ersteren' 


0.  Hat  eine  Schaar  toq 
Regelschnitten  zwei  zure- 
ordnete    reelle   oder  ideale 

Tangenten  durchschnitte 
gemein,  so  umhüllen  a)  alle 
Taugentea  derselben,  de- 
ren Berührungspunkte  mit 
einem  dieser  gemetnscbaft- 
liehen  Tangenteudurch- 

schnitte  in  gerader'  Linie 
liegen,  eipen'neiieo  KegeU 
sch|iitt,  welcher  mit  erste- 
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di«  andere  Seksnte  «ed  mit 
deren  Wecbtelpunkt-Kegel« 
Bchniiten  die  Gerade  'P  alt 
Sekante  gemein  hat.  b)  Alle 
mittels  dereinselnen  Po nkte 
einer  jener  gemeinschaftli- 
ehea  S.ekanten  so  erseug- 
ten  Kegelschnitte  bilden 
eine  «weite  Schaar,  welche 
ihrerseits  ebeafalla  zwei 
sogeordaete  reelle  ader 
ideale  Sekanten  gemein  ha- 
ben, nämlich  die  eine,  wel- 
che sie  mit  jedem  der  ersten 
Schaar,  und  die  andere, 
welche  sie^  mit  jedem  Wecb- 
selpankt-fiegelschnitte  der 
ersten  Schaar  gemein  ha- 
ben; und  ebenso  haben  auch 
die .  Kegelschnitte  der  er- 
sten Schaar  mit  den  Weeh- 
aelpnnkt  -  Kegelschnitten 
der  sweiten  jene  Sekante 
gemein.,  mittels  deren  leta- 
lere e^rzengt  wurde. 

c)  Berücksichtigt  man 
nach  einander  beide  der  er- 
sten Schaar  gemeinscbaft,- 
liche  Sekanten,  so  erhält 
man  im  Ganzen  drei  Scbaa- 
ren  von  Kegelschnitteti, 
welche  in  vollkommener 
Wechselbeziehung  zu  ein- 
ander stehen,  nämlich  je 
zwei  dieser -Schaaren  haben 
allemal  uater  sich  vnd  mit 
den  Wecbselpnokt  -  Kegel* 
schnitten  der  dritten  Schaar 
eine  von  drei  bestimmten 
Geraden  zur  gemeinschaft- 
liehen  Sekante;  jeder  Ke- 
gelschnitt der  einen  schnei- 
det alle  Kcf^elschnitte  der 
zweiten  oder  der  -dritten 
Schaar  in  den  Berührnngs- 
pnnkten  solcher  Tangenten 
der  beeiden  letzteren,  wel- 
che in  zwei  Punkten  der 
den  Wechselpnnkt  »  Kegel- 
schnitten der  ersten  Schaar 
gemeinschaftlichen  Sek  ante 
convergiren;  und  es.  kann 
also  eine  jede  dieser  drei 
Sehaaren  als  diejenige  an- 


ren  den.  anderen  Tangen- 
tendurchschnftt  und  mit  de- 
ren Wechselstrahlen  •  Ke- 
gelschnitten den  Tangen- 
tendurchschnitt p  gemein 
bat.  b)  Alle  mittels  der  ein* 
zelnen  Strahlen  eijies  jener 
gemeituschaftlichen  Tan- 
gentendnrcbscbnitte  jso  er- 
zevglen  Kegelschnitte  bil- 
den^ eine  zweite  Schaar, 
welche  ihrerseits  ebenfalls 
zwei  zugeordnete  reelle 
oder  ideale  Tangeaten- 
durchsehnitte  gemein  ha- 
beo,  nämlich  den  einen  mit 
jedem  Kegelschnitte  der 
ersten,  Schaar  und  den  an-^ 
deren  mit  jedem  Wecbsel- 
atrabten-Kegelschnitte  die* 
ser  Schaar  zugleich;  und 
ebenso  haben  auch  die  Ke* 
gelscbnittedererstenSchaar 
mit  den  Wechselstrablen- 
Kegelschnitten  der  zweiten 
jenen  •  Tangentendurch- 
schoitt  gemein,  mittelsdes« 
sen  Strahlen  letztere  er- 
zengt wurde. 

c)  Berücksichtigt  man 
nacheinander  beide  der  er- 
sten Schaar  -  gemeinschaft* 
liehe  Tangentendurch- 

schnitte,,  so  erhält  man  im 
Ganzen  drei  Scbuaren  von 
Kegelschnitten,  welche  in 
vollkommener  Wechselbe« 
Ziehung  zu  einander  stehen, 
nämlich:  je  zwei  dieser. 
Schaaren  haben  allemal  un- 
ter sich  und  mit  den  Wech- 
sel strahlen- Kegelschnitten 
der  dritten  Schaar  einen 
von  drei  bestimmten  Punk* 
teo  zum  gemeinschaftlichen 
Tangenteodurchschuitt;  je- 
der Kegelschnitt  der  einen 
hat  mit  sämmtlichen  Kegel- 
schnitten der  zweiten  oder 
der  dritten  Schaar  solche 
Tangenten  gemein,  deren 
.Berührungspunkte. auf  zwei 
Strahlen  des  den  Wechsel- 
st r  ab  len-Ke^el  schnitten  der 


SSO 


geteheD   werden, 
cber     die     beiden 
«otspruDgeA  sind. 


aus  wel- 
anderen 


ersten  Sebaar  f  en»eittscb»fJI- 
liehen  Tangen  tead«rek* 
sebnittee  liegen;  und  es 
kann  also  eine  jede  dieser 
drei  Se'baarea  als  diejenige« 
angesehen  werden,  ans  wel« 
eber  die  beiden  anderen 
entsprungen  sind. 

^  Diese  drei  Sebnar  soHea  drei  Wechsel -Systeme  ven  Ke- 
gelscbniiten  mit  zwei  zogeordnetbn  gemeinsebaftliebem 
Sekanten  oder  Tangentendnrebsdbnitten,  und  eine  jede 
einzelne  ein  Weebsel-System  der  beiden  anderen  genannt 
werden. 

Sind  die  Ke^elsehnttte  der  oben  zu  <?mmie  |;elegten  Sebnar 
€3  (linkii)  ähnlich  und  ab nl ichliegend,  so  haben  sie  mit  einander 
und  mit  denen  der  Schaar  ®  (oder  €, )  eine  unendlich  entfernte 
Sekante  ^1  geraein;  folglich  ff^ben  die  harmonischen  Polaren  eines 
beliebigen  Pnaktes  von  Sg  Inr  aämmtliefae  Kegelschnitte- von  6, 
Qod  @y  d.  b.  alle  Dnrcbmesser  dersefbea,  deren  zugeordnete  nach 
jenem  Punkte  gerichtet  sind,  nach  einem  und  demseliwn  zweiten 
Punkte  TOD  i9| ,  sind  also  unter  sich,  sowie  jene  unter  sieh,  porai> 
lel.  Demnach  sind  anch  alle  Kegelschnitte  von  @  mit  einander 
nnd  mit  denen  ron  6,  ähnlich  und  ähnlichliegend  (4*  S.  8.  Um- 
kehruog). 

Die  dritte  Schaar  <S|  dagegen  besitzt  keine  solche  Sekante 
J9^ ;  weil  aber  die  harmonischen  Pole  ihrer  gemeinschafillieben  Se* 
Jtanten  8  und  S^  in  Bezog  auf  alle  ihre  Kegelschnitte  der  unend» 
lieh -entfernten  Geraden  S^  angehören,  so  sind  S  und  S^  Dnreb« 
messer  aller  dieser  Kegelscfanitte ,  welche  demnach  concentrisek 
sein  müssen. 

10.  Hat  eine  Schaar  ähnlicher  und  äbnlicb-liegen« 
der  Kegelschnitte  ausser  der  nnendlicb-entfernten  noch 
eine  zweite  Sekante  gemein,  so  besteht  das  eine  ihres 
Wechsel  -  Systeme  ehenfalls  aus  ähnlichen  und  äbnltck* 
liegenden  Kegelschnitten,  und  zwar  sind  siediess  nicht 
nur  unter  sich,  sondern  auch  mit  ersteren  zng^leich;  da- 
gegen besteht  das  andere  aus  lauter  concentrischen  Ke- 

gelschnitten,    deren    gemeiascbafttiebe   Sekanten   zwei 
urchmesser  sind. 

11.  Die  beiden  Wecbselp  Systeme  einer  Sehaar  von 
Kegelschnitten,  welche  zwei  Durchmesser  zu  zugeord- 
neten gemeinschaftlichen  Sekanten  haben,  besteben  ein 

edes  für  sich  und  beide  unter  einander  aus  lauter  äbn« 
ichen  und  ähnlich-liegenden  Kegelschnitten. 

Jenachdem  die  unendlich  •  entfernte  gemeinschaftlicbe  Sekante 
Si  von  <S,  nnd  &  reell  oder  ideal  ist,  ist  es  auch- die  der  Weeb» 
selpunkt. Kegelschnitte  Yon  @,,  nnd  es  besitzen  folglich  die  letz- 
teren im  ersten  Falle  entweder  zwei  reelle  oder  zwei  ideale,  im 
zweiten  aber  allemal  eine  reelle  nnd  eine  ideale  gemeinsebaftliebe 
Sekante  S^  8^.  Besteht  also  6,  und  folglich  nach  6  ans  hinter 
Ellipsen,  wo  ^j  ideal  sein  muss,  so  besteht  €^,  aus  lauter  Bjrper* 
beln,  indem  der  gemeinscbaflliche  Mittelpunkt  jetnt  ausserhalb  des 
Kegelschnitte  Ton  9i   Negen  muss.    Da  nnn  jede  Gerade  em  Sy- 


\ 
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mimm  tod  KegeliehiiitteD  mit  iwm  sngeorJQeten  geneioichaftiicbMi 
Sekanleo  in  solchen  Punktoopaaren  schneidet,  welche  eine  ln?ohi« 
tion  TOD  Punkten  MdeA,^  and  hienu  aneh  die  tfarchscbniUspnnkte 
der  geBeinscheftlichen  Sekanten  als  sngeordnete  gehören;  oa  fer- 
ner dieBeröhrangspankte  der  Tangenten^  welche  von  einen  Punkte 
p  an  ein  solches  System  geiogen  werden^  in  einer  Geraden  P  lie- 

gen,  also  auch  diese  Tangen t^npaare  sammt  den  gemeinschaftlichen 
ekanten  eine  Involution  ¥on  Strahlen  hilden,  diese  Tangenten« 
paare  eher  im  Falle  des  Systeme«  ®i  die  A^mptoten  der  betref- 
■  feaden  Kegelschnitte  sind«  so  bilden  die  Asymptotenpaare  dieser 
Sehaar  €,  eine  Involution  von  Strahlen,  und  «war  besteht  diese 
Bothweadlg  aas  gleiehliegeaden  Gebilden,  wenn  es  keine  Gerade 
^19  ^9  K^^«  ^  b«  wenn  @i  eine  reelle  und  eine  ideale  gemein- 
acbaftliche  Sekante  besitst. 

Besteht  nnn  die  Schaar  @,  ans  lauter  Kreisen,  so  stehen  S 
vtfd,  iSf,  senkrecht  auf  einander  $  denn  in  diesem  Falle  ist  8^  die 
liarmoaische  Polare  des  nnendlich  -  entfernten  Punktete  von  S  fdr 
alle  jene  Kreise,  und  je  swei  zugeordnete  Durchmesser  eines  Krei- 
sen sind  rechtwinklig  au  einander.  AJao  bilden  die  .Asymptoten» 
paare  der  Kegelschnitte  von  @,  eine  Involution  der  rechten 
Winkel,  indem  ausser  S  und  S^  auch  noch  die  Achsen  dieser 
laTolatiaa  an  einander  rechtwinklig  sind. 

12*  Hat  eine  Schaar  tou  Kreisen  ansaer  der  naend- 
lleh-entfernten  noch  eine  aweite  Sekante  gemein,  so 
liegen  a)  die  Berührungspunkte  aller  Tangenten,  wel- 
ebe  von  einem  beliebigen  Punkte  dieser  zweiten  Sekante 
an  dieselben  geaogen  werden,  auf  einem  neuen  Kreise^ 
deaaen  Mittelpunkt  jener  beliebige  Punkt  ist;  und  alle 
diese  Kreise,  welche  den  verschiedenen  Punkten  der 
zweiten  gemeinsebaftiichen  Sekante  entsprechen,  haben 
die  Centrallinie  der  ersteren  zur  gemeinschaftlichen 
$ekaate,  welche  reell  oder  ideal  ist^  jeaachdem  die  der 
ersteren  ideal  oder  reell  ist,  und  sowie  erstere  von  je« 
dMi  der  letzteren,  ao  werden  auch  letztere  von  jedem 
der  ersteren  in  den  Berührungspunkten  solcher  Tangen- 
tea  gesehnitten,  welche  im  Mittelpunkte  desselben  con- 
vargiren.  b)  Die  Berühryngspunkte  aller  Tangenten  je- 
ner erateren  Kreise,  welche  eine  und  dieselbe  parallele 
Aiehtuag  babe%  liefen  auf  einer  gleichseitigen  Hyper- 
bel, und  alle  diese  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche  den 
Tcrscbiedenen  Richtungen  der  Bbene  entsprechen,  sind 
concentrisch  upd  haben  mit  jenen  Kreisen  die  zweite 
Sekante  und  mit  der  zweiten  Schaar  von  Kreisen  die 
Centrallinie  deV  ersteren  als  Sekante,,  und  zwar  beide 
alz  Durchmeaser,  f(emein*  c)  Diese  Schaar  gLeichaeiti« 
ger  Hyperbeln  bleibt  dieselbe,  aia  mag  nun  aus  der  er^ 
stea  oder  aas  der  zweiten  Schaar  van  Kreisen  abgeleitet 
werden  u.  s«  w. 
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Constrnctiott  und  EigeDscbafteD 

eines  Systems  von  Kegelschnitten,  welche  nnjr  eine  Se 
kante  und  nur  einen  ihr  zugeordneten  Tangenten- 

durchscbnitt  gemein  haben. 


harntoniscber  Pole,  die  andere  eine  Involution  zugeord- 
neter harmonischer  Polaren  sei, 


und  für  welchen  die  harmo- 
Biscbe  Polare  jenes  Punk- 
tes durch  einen  zweiten  be- 
liebig gegebenen  Punkt 
gehe. 


und  fürwelchen  der  harmo- 
sche  Pol  jener  Geraden  aaf 
einer  zweiten  beliebig-ge- 
gebenen Geraden  liege. 


Auflösung  (links).  Sind  auf  der  gegebenen  Gertiden  S  die 
involntorisehen  Punktenpaare  ü,  a^'y  &,  b,  .'...,  und  um  den  ^g^^ 
benen  Punkt  «  die  involutorischen  Strablenpanre  if ;  <v, ;  ^,  d|  .... 
beliebig  gegeben,  und  schneiden  letztere  die  Gerade  S  in  den  Puok- 
ten  a',  a'i ;  V,  b'i  ....,  so  suche  man  das  gemeinschaftliehe  Paar 
zugeordneter  Punkte  p,  'q  der  Involutionen  ron  a,  Oi ;  b,  b,  . . . .  und 
von  a',  a', ;  bS  b'i  ....,  verbinde  einen  beliebigen  dieser  Punkte, 
z.  B.  py  mit  dem  zweiten  giegebenen  Punkte  t  durch  eine  Gerade 
K^  und  den  anderen,  ^,  mit  9  durch  eine  Gerade  P,  Jetzt  w&ble 
man  ein  beliebiges  Paar*der  Strahlen  ir,  a, ;  ^,^1*....,  z.B.  a,  ir,, 
und  verbinde  den  Punkt  a,,  wo  z.  B.  «,  die  N  schneidet,  mit  dem 
Punkte  a, ,  der  in  der  Involution  von  a,'ai ;  b,  b|  . .. .  dem  Durch- 
schnitte a'  von  a  und  8  zugeordnet  ist,  durch  eine  Gerade  dt,,  w*l* 
che  P  in^  a  schneide. 

Besteht  nun  a)  die  gegebene  Involution  von  Strahlen  aus  «n- 
gleichlie^enden  Gebilden ,  so  suche  man  dereu  Uauptstrahlen  g*,  h^ 
welche  die  ^  in  g,  ^  schneiden  mögen ;  verbinde  einen  dieser  Punkte 
g,  \^  z.  B.  g^  mit  a  durch  eine  Gerade,  welche  S  va  ^  sehneide, 
suche  zu  ^,  a,  g  den  vierten  harmonischen,  dem  g  zugeordneten 
Punkt  gl  und  construire  einen  Kegelschnitt  S(«  welcher  g  und  h  in 
g  und  9  berührt  und  durch  g,  geht;  so  ist  9  der  gesuchte,  und 
zwar  N  harmonische  Polare  von  «  fQr  8. 

Besteht  aber  b)  jene  Involution' aus  gleich  liegen  den  Gebilden, 
so  suche  man,  wenn  «,  der  Durchschnitt  von  jP  und  A' ist,  zwei 
Punkte  B^  if , ,  welche  sowohl  mit  #,  #,  als  mit  ^,  a  harmonisch 
siu'i,  und  verbinde  einen  jeden  derselben  mit  den  Pnnktenpaaren 
a,  a, ;  b,  bi  . . . .  durch  die  Strahlen  0',  ti*  und  o',,  o^'i ;  b\  0"  und 
^'11  ^"1  •'••4'  so  gehören  die  Punkte  B^  B^  und  die  Durchschnitte 
je  zweier  Sirahlen  a'  und  a\\  o"  und  ly', ;  ö*  und  A", ;  ^'  und 
ft\  ....  dem  Umfange  des  gesuchten  Kegelschnittes  $(  an.  Liegen 
«,#,  abwechselnd  zu  7,  a,  so  existiren^keine  Punkte  B^  B^  und 
kein  Kegelschnitt  9(. 

Beweis,    a)  Da  9  die  g,  ^  in  g,  (  berührt,  so  ist  N  barmo- 
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-üiscbe  Polare  vab  m^  und  d«  g^  h  die  Hnaplstrahlen  der  gegebe- 
nen Involution  sind,  so  ist  diese,  eine  lovolntitfii  zugeordneter  har- 
-monisflier  Polaren  für  3L  Ferner,  ist,  weil  «/>,  »q  ein  zugeordne- 
tes Paar  dieser  Involotioo,  P  die  harmonische  Polare  von  /i,  also 
«ach  p^  q  zugeordnete  harmonische  Pole  von  S.  Dtt  ferner  ^,  a 
lAit  g^  g,  harmonisch  y  so  geht  die  harmonische  Polare  von  £  durch 
a\  durch  denselben  Punkt  geht  aber  auch  die  harmonische, Polare 
von  //;  also  ist  a  der  harmonische  Pol  von  S.  Demnach  geht  auch 
die  barmonisehe  Polare  von  a'  dar<;,h  a,  zugleich  aber  auch  di^rch 
den  harmonischen  Pol  a,  von  0,  welcher  im  Durchschnitte  von  a^ 
•und  A[  liegen  muss,  fallt  also  mit  ar,  zusammen.  Nun  sind  zwei 
angeordnete  Punkten|iaare  p^  q  und  a'*  a,  der  gegebenen  Involution 
zugeordnete  harmonische  Pole  von  8  für  S;  also  gilt  dasselbe 
voB  allen  solchen  Paaren. 

b)  Giebt  es  unter  den  jetzigen  Bedingungen  einen  Kegelschnitt 
$1,  so  gebt  die  harmonische  Polare  von  p  durch  q^  aber  auch  durch' 
den  harmonischen  Pol  von  9p ^  welcher  auf  9q  liegt,  fallt  »Ifo  mit 
P  zusammen.  Ferner  geht  die  harmonische  Polare  von  a'  durch 
se«,  aber  auch  durch  den  harmonischen  Pol  vein  a^  welcher  im 
Durchschnitte  von  «,  und  N  liegt,  —  denn  die  harmonische  Po^ 
lare  von  #  gebt  durch  i  und  p  —  füllt  also  mit  a«  zusammen. 
Folglich  ist  a  der  harmonische  Pol  v^n  S.  und  da  nun  a,  q  und 
#,  «,  zugeordnete  barmoois4;he  Pole  von  P  sind,  und  die  G(*rade  P 
den  Kegelschnitt  durchschneiden  muss,  weil  die  gegebene  Involu- 
tion von  Strahlen  aus  gleichliegenden  Gebilden  besteht,  folglich  9 
innerhalb  9  liegt,  so  giebt  es  nothwendig  zwei  Punkte  B^  B^, 
Giebt  es  also  keine  Punkte  i?,  Z^, ,  so  giebt  es  auch  keinen  Ke- 
gelseboitt.Sl.-  Doch  sieht  man  in  diesem  Falle,  wo  «,  9^  mit  ^,  o 
•abwecbselv,  dass  dies  nicht  stattfinden  würde,  wenn  man  nur  den 
Piinkt  i  auf  die  andere  Seite  von  S  verlegte.  ^ 

Da  nun  B[t^,  b\  c',  «T . .  • .  <•',  A">  c\  d\ . . .)  s  8(dy  t|,  c.  b . . . . 
-Ai«  Vi9  ti9  b, . ••  *)c^8(ci^y  b],  C|,  b^ .. . •  A,  b,  c.  b«...)  =  B^ia^ ^^ 

i''t^€^i-»ä'\ «'i,^'mc',,</',  ....)•  90  ist  i?(a',  ^,  r',  €/' a'\ 

y\d',4i:\...:)^B,{d\,b\,d\,ii\....  i/,,^',,c,,«r, ....),  aUo 

liefen  die  Durchscboi^te  von  a\  a"^  ••••  und  By  B^  auf  einem  Ke- 
gelschnitte, und  da  auch  //,  q  zu  a,  tti;  b,  b gehören,  so  sind 

Bp,  B^p  Tangenten  desselben,  und  P  harmonische  Polare  von  p. 
Daher  geht  die  harmonische  Polare  von  9  durch  p  und,  weil  9^  9^ 
mit  i?,  iff,  harmonisch,  auch  durch  «,,  fällt  also  mit  A^  zusaimmeD, 
Ebenso  geht  die  liarmonische  Polare  von  u  durch  p  und,  weil  q^^a 
mit  jff,  i?,  harmonisch,  durch  q^  fallt  also  mit  S  zusammen.  .Und 
da  nun  BB^  durch  den  harmoniseben  Pol  voa  8  geht,  so  schnei- 
den je  Bwei  Strahlen  a',  ti^\\  U^  li^ die  8  in  ,zugeordneteit 

harmonischen  Polen« 

Die  harmonische  Polare  von  a'  geht  also  durch  a,  und  Buch 
durch  den  harmobisohen  Pol  a  von  8^  fallt  also  mit.a,  zusammen; 
sie  geht  aber  auch  durch  den  harmonischen  Pol.  von  a,  der  iiuf  .^ 
^'ogt;  also  ist  «I  dieser  Pol,  nnc)  a,  zugeordnete  harmonisclie  Po- 
lare -von  a..  -  Ks  haben  ahio  die  gegebene  Involution  von  Strahlen 
und  die  der  sirgeordneten  harmonischen  Polaren  von  9  zwei  inge-> 
ordnete  Paare  a,  a.  und  9p y  9q  gemein,  sind  also  identisch t  w* 
s.  b.  w« 

Man  denke  sich  nun  die  Involutionen  auf  8  und  um  9  mittels 
eines  beliebigen  Kegelschnittes  gegeben,  den  Punkt  i  aber  verän- 
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derfieli,  Ottd  zwar  jedesmal  «owolil  ait  q  •!■  Init  ^  terbimdc«,   •• 
überzeugt  man  sich  (i^iit  ttreng  von  fyitgendem  Satze: 

2.  Ist  ein  Kegelsehnitt,  eine  Gerade  und  ein  Pnmkt 
beliebig  gegeben,  so  giebt  es  allemal  nnaählige  Reg^«!- 
scbnitte,  welche  mit  ersterem  jene  Gernde  als'Sekamte 
and  diesen  Pnnkt  als  Tangentendnrehscbnitt  gemein 
babea;  es  bilden  aber  diese  Kegelscbn&tte  zwei  oe»oii«> 
dereGrnppen,  welche  sieb  dadurch  ?on  einander  nnter- 
acheiden»  dass  die  harmonischen  Polaren  des  gemeim- 
schafttichen  Tangentendurcbschnittes  in  Bezug  auf  die 
Kegelschnitte  der  einen  Gruppe  in  einem  und  demselbem 
Punkte  der  gemeinschaftlichen  Sekante,  und  die  harmm* 
niscben  Polaren  desselben  Punktes  tu  Bezug  auf  die  der 
anderen  Gruppe  in  einem  anderen  Punkte  dieser  Sekaete 
converffiren«  und  dass  zu  gleicher  Zelt  die  barmoni- 
sehen  Pole  der  gemeinschaftlichen  Sekante  in  BezHf^ 
auf  die  der  ersten  oder  zweiten  Gruppe  zwei  rarschie» 
denen  Geraden  angehören,  welche  den  gemeinsebafili- 
eben  Tangentendnrcbscbnitt  bezieblich  mit  dem  zwei-^ 
ten  oder  ersten  jener  Punkte  verbinden» 

Denkt  man  sich  zur  Constrnotion  dieier  Kegelsebnitte  H,  0» 
Ci  2) . . . .  immer  dasselbe  Strahleopaar  a», «,  gebraucht,  so  faleibee 
aufser  dem  Punkte  p  auch  noch  die  Punkte  a'  und  n,  unverftodert, 
und  es  erscheint  a^  als  der  perspektivische  Durchschnitt  zweier 
StrahlbUschel,  deren  einer  von  den  harmoniscben  Polaren  A^  B^  C^ 
/!•...  des  Punktes  a,  der  andere  von  den  harmonischen  Polarea 
A«»  ^3)  <^S9  ^s  •  •  •  •  des  Punktes  a'  für  St,  S3,  €^  2) . . .  •  gebildet  wird. 
Nun  aber  gehen  ar,,  ^,,  «^,  ^,  • .« •  durch  die  harmonischen  Pole  o, 
ßff^i..m,  von  J9y  und  diese  liegen  in  einer  Geraden  Pt  also  lisat 
si^h  behaupten: 

S.  Bat  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  eine  Sekante 
und  einen  ihr  zugeordneten  TanffentendurchschnitI  g^e* 
mein,  so  bilden  fn  Bezug  auf  alle  diese  Kegelschnitte 
die  harmonischen  Polaren  dieses  Punktes  Und  die  har- 
monischen Pole  jener  Geraden  zwei  projektivische  Ge- 
bilde, in  welchen  allemal  zwei  demselben  Kegelschnitt« 
zugehörige  Elemente  sich  entsprechen,  und  insbeson- 
dere entspricht  der  gemeinschaftlieben  Sekante  ein  auf 
ihr  selbst  enthaltener  Punkt,  und  dem  ffemeinsebaftli* 
eben  Tangentendttrehsehnitt  ein  nach  ihm  aelbat  ge* 
richtet^r  Strahl. 

Eine  beliebige  Gerade  A  werde  von  der  gemeinsebaftlielieu 
Sekante  /9  von  9,  9,  S,  D.«.*  im  Punkte  d  und  von  den  barme- 
nischen  Polaren  a\  ^,  c\  tf.^..  ihres  gemeinschaftlichen  Tanges« 
tendurchschnittes  a  in  den  Punkten  a,  i,  C,  b .  •  • .  geschnittea,  wobei 
vorausgesetzt  wird,  dass  «',  ^,  ^..•.  durch  einerlei  Punkt  p  ge- 
hen; es  seien  «,  ^,  e,  if. ...  die  harmonischen  Polaren  der  Punkte 
a,  b,  C|  b .  w  für  9,  8,  (E,  2)  • . .  •  y  welche  also  sämmtlich  durch  a 
gehen  müssen;  und  ar|,  ^,,  c,,  i/^  ••• .  seien  die  Strahlen«  weldM 
von  a  nach  A,  b,  C,  K  . . .  geben;  endlich  seien  0^,  ^«  c'',  i^. . . .  die 
harmonischen  Polaren  des  Punktes  ^  ftr  9,  S>,  S«  2)...m  welche 
also  sämmtlich  durch  einerlei  Punkt  B'  von  S  und  einzeln  duroh 
die  harmoniscben  Pole  «,/?,/,  d ...  •  von  ii^  für  tl,  S),  S,  t) .  • .  •  ge« 
heu  möwen.    Diess  vorausgesetzt,  so  schneiden  sich  Je  awoi  Stnih- 
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!•■  «r,  «^;  i,  ^;  0,  ^;  dytf  .^..  im  liamMiMk«!!  Pok  Yoa  A  Skr 
%  SS,  C,  2> .  •  •  •;  aber  die  Stnbleii  m^  6,  e^  d,..*  bilden  einen  Strebl« 
knecbel  s  oder  B^  wekber  mit  dem  von  «i^^ir^n  </i  ••••  gebil» 
^ten  B^  involotorieeb  ist  —  denn  je  zwei  Strablen  «»  (oti  •  • , .  iindl 
ngeordoete  barnoniscbe  Polaren  von  $  — ,  der  letztere  wieder  ist 
«U  den  von  «'y  ^,  e',  if  • .  • .  gebildeten  p  oder  B'  perapektiviecb» 
lind  dieser  dea  vorigen  Satze  znfolge  nit  dem  Yon  af'^6'*^c^^dt*,.., 
frebildeten  B"  projektiviseh;  alio  ist  ancb  B(m^  ^»0»  4//...)^ 
B"(ar^  l/\  d\  iT  ....)•  Bedenkt  man  nnn,  dase  in  den  Strabibii- 
•ekela  B,  B^^  B\  B''  der  Reibe  nacb  aicb  die  Strablen  »B",  H^ 
^fS  nnd  wieder  sff  (oder  P)^  sp^  j^,  B^s  eateprecbea,  so  erhält 
man  links,  und  äbnliclier  Weise  recbts,  den  Satz: 

4,  Hat  eine  Schaar  von  Kegelscbnitten  eine  reelle 
«d«r  ideale  Sekante  und  einen  reellen  oder  idealen 
Tangentendnrcbscbnitt  gemein» 

so  liegen  die  barmoniscben]  so    umbüllen    die   harinoni» 

scben  Polaren  eines  belle» 

en  Punktes  ihrer  Ebene 

ezuff  auf  alle  diese  Ke- 


Pole  einer  beliebigen  Ge- 
raden ihrer  Ebene  inBezng 
auf  alle  diese  Keffelschaitte 
a«f  zwei  Kegelscbnitten, 
d«ren  jeder  die  gemein- 
schaftliche Sekante  in  dem- 
jenigen Punkte  berührt, 
dessen  harmonische  Pole* 
ren  auf  jener  Geraden  con- 
vergiren,  und  denen  jeder 
im  g  em  ein  seh  aftli  eben  Tan* 
gentendnreiiscbnitte  dieje- 
nige Gerade  berührt,  wel- 
che die  harmonischen  Pole 
der  gemeinschaftlichen  Se- 
kante für  die  betreffende 
Gruppe  v«n  Kegelschnitten 
enthält;  so  dass  also  säwmt- 
1i<;he  Kegelschnitte,  welche 
den  verschiedenen  Geraden 
der  Ebene  entisprechen,  die 

femeinschaftliche  Sekante 
er  ersten  Schaarpaarweise 
in  einem  und  demselben 
Fankte,  nnd  ausserdem  im 
gern  ein  sebaftlicben  Tan- 
gentendurebschnitte,  in 
swei     besondere     Gruppen 

Setrennt,     zwei    besondere 
eraden  berühren. 


big« 
in  B 


gelscbnitte  zwei  Kegel- 
schnitte, deren  jeder  im  ge- 
meinschaftlichen Tangen- 
teudurchscbnitte  diejenige 
Gerade  berührt«  deren  har- 
monische Pole  mit  jenem 
Punkte  in  gerader  Linie 
liegen,  und  deren  jeder  die 
gemeinschaftliche  Sekante 
in  demjenigen  Punkte  be- 
rührt, welcher  die  harmo- 
nischenPolaren  des  gemein- 
schaftlichen Tsngenten- 
durchschnictes  für  die  be- 
treffende Gruppe  von  Ke* 
gelscbnitten  vereinigt!  so 
dass  also  sämmtliche  Ke- 
gelschnitte, welche  den 
verschiedenen  Punkten  der 
Ebene  entsprechen,  im  ge- 
meinschaftlichen Tangen- 
tendurebschnitte  paarweise 
einerlei  Gerade^  und  ausser- 
dem die  ^cmeintcbaftlicbe 
Sekante,  in  zwei  besondere 
Gruppen  getrennt,  in  zwei 
besonderen  Punkten  beruh- 
ren« 


Rnekt  man  die  Gerade  ji  (links)  uad  den  Pnnkt  (rechts)  ins 
ünendliebe  binans,  so  erhält  man  die  besonderen  Aussagen: 

5*^  Hat  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  eine  reelle 
oder  ideale  Sekante  nnd  einen  reellen  oder  idealen  Taa- 
gentendnrchiicbnitt  gemein. 


256 


80  Bind  die  UlittelpHDktc 
aller  dieser  RegelBehDitte 
auf'die  UmfäDge  zweier  Ke- 
tfelschnitte  vertheilt,  dereo 
jfeder  die  gemeiDschaftlicbe 
Sekante  im  Mittelpnnkte 
ihrer  Involution  zugeord- 
neter harmonisöber  Pole, 
und  ausserdem  im  gemein* 
scbäftlichen  Tangenten- 
du rebschnitt e  diejenige  Ge- 
rade berührt,  welche  die 
harmonischen  Pole  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante 
für  die  betreffende  Gruppe 
von  Kegelschnitten  ent- 
hält*). 


so  nrnbünen  die  Dnrchniaa- 
ser  alter  dieser.  Keg^el* 
schnitte,  deren  angeordoete 
einander^parallel  sind,  zwei 
Kegelschnitte,  deren  jeder 
im  gemeinschaftlichenT«D- 
gentendurchscbnitte  dieje- 
nige Gerade  berührt^  deren 
harmonische  Pole  in  einer 
mit  jenen  Durchnvesser«  pa- 
rallelen Geraden  liegen, 
und  ausserdem  die  gemein- 
schaftliche Sek  a^nte  in  dem- 
jenigen Punkte,  welcher 
die  harmonischen  Polaren 
des  gemeinschaftlicben 

Tangen^endurehschnittea 
für  die  betreffende  Gruppe 
von    Kegelscbnitteji    verei- 
nigt. 


Es  seien  Sy  S^  zwei  zugeordnete  gemeinschaftliche  Sekanten 
zweier  Kegelschnitte  ä,  93,  und  9  ein  denselben  zugeordneter  ge- 
meinschaftlicher Tangentendurchschnitt;  femer  seien  a,  ^  die  bar- 
moniscbeii  Polaren  von  9  für  9(,  S3;  durch  9  gehe  ein  beliebiger 
•Strahl,  welcher  S  in  a,  Oj,  S  in  b,  f^i  sehneide;  endlich  seien  m\ 
^  \\  ^\  ^\  die  Tangenten  in  a,  Ai;  b,  b,^  dfren  erstere  sich  in  a^» 
letztere  in  /$|  schneiden;  so  sind  die  Geraden  0,^  mit  S^S^  har- 
monisch (§.  5.  5.  e.),  und  die  auf  a,  ^  liegenden  Punkte  a,^  ß^ 
gehören  einerlei  Strahle  von  9  an,  nämlich  der  zugeordneten  harmo- 
niaeben  Polare  von  #a  für  91  und  S3  zugleich.  Es  werde  nun  eine 
beliebige  von  jenefi  vier  Tangenten,  z.  B.  a\  von  8,  S^  in  4,  di, 
von  b\  b\  in  (T,  <r,  und  von  It  in  /?,  geschnitten,  so  sind  1)  die 
Punkte  4,  0,  mit  a,,  /?,  harmonisch,  weil  8^  8^  mit  a.  b  harmo- 
nisch, und  2)  wenn  o,  derjenige  Punkt  ist,  in  welchem  die  har- 
monische Polare  von  a  für  93  die  Tangente  a  schneidet,  so  atnd 
a,  a«  Wechselpunkte  für  St,  SSi«  niso  die  Punkte  d,  d,  auch  mit  a, 
a,  harmonisch  (CoroHar  zn-ff.  5.  12.).  Ebenso  aber  auch  siod  die 
Punkte  O",  cTi  1)  mit  den  Punkten  a,,  ^,  harmonisch,  weil  die  Ge- 
raden h\  b\  mit  9ßx^  b  es  sind,  und  2)  auch  mit  den  Punkten  a^a<^jt 
weil  die  harmonische  Polare  von  a  für  93  durch  ß^^  den  barmoai- 
sehen  Pol  vo^  9b  für  93 9  und  ilurch  a,  gebt,  also  die  Geraden 
if^b^x  ^^t  ßid^  ßi^%  harmonisch  sind.  Hierausfolgt,  daSs  die  Punk* 
tenpaare  d,  ^,  und  tr,  (r,  identisch  sind,  d.  h.  dass  die  Tangenten 
»*  und  if  auf  8^  und  die  anderen  «'  und  b\  auf  8^  convergiren, 


u.  i.  w. 


6.  Legt  man  durch  einen 
reellen  oder  idealen  ge- 
meinsehaftlicben  Tangen- 
tendurchsebnitt  zweier  be-> 


6.  Zieht  man  von  irgend 
einem  Punkte  einer  reellen 
oder  idealen  gemeinschaft- 
lichen Sekante   zweier  b.e- 


*y  Hiernaeh  sind  die  im  Sten  Theil  des  Archivs  S.  2S2.  uvA  239.  stehen- 
den Sätze  zu  Terallgemeine rn  und  nooh  ferner'  sii  bericfa(igen« 
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liebiger  KegeUcbnitte  ir* 
^end  eine  Gerade,^  welche 
jeden  derselbeo  in  zwei 
Punkten  schneidet,  so  bil- 
den die  Tangen^ten  in  die- 
sen Punkten  ein  TolUtändi- 
ßes  Vierseit,  dessen^  eine 
iagonale  mit  dem  Wech- 
selstrahle jener' Geraden^ 
die  beiden  anderen  mit  den 
Jenem  Tangentendurch- 
schnitte zugeordneten  ge- 
»einscbaftlichen  Sekanten 
beider  Kegelschnitte  zu- 
sammenfallen. 

7.  Rat  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  eine  reelle 
oder  idealeiSekante  und  einen  ihr  zugeordneten  reellen 
oder  idealen  Tangentendurchschnitt  gemein, 


liebiffer  Kegelschnitte  an 
dieselben  zwei  Paar  Tan» 
genten,  so  bilden  dereuBe- 
röhrungspunkte  ein  voll- 
ständiges Viereck,  yon  des- 
sen Gegenseiten  das  eins 
Paar  im  Wechselpunkte  je- 
nes Punktes,  die  beiden  an- 
deren in  den  jener  Sekante 
zugeordneten  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  durch- 
ischnitten  beider  Kegel- 
schnitte convergiren. 


so  bilden  die  Tangenten  al- 
ler dieser  Kegelschnitte, 
deren  Berübrung'spunkte 
mit  dem  gemeinschaftlichen 

Tangenten  du  rebschnitte 
in  gerader  Linie,  liegen, 
zwei  Strahlbüschel,  deren 
Mittelpunkte  auf  der  ge- 
meinschaftlichen Sekant/C 
liegen. 


so  bilden  die  Berührungs- 
punkte der  Tangenten,  wel- 
che von  einem  beliebigen 
Punkte  der  gemeinschaftli- 
chen Sekante  an  alle  diese 
Kegelschnitte  '^tOlegt  wer- 
den, zwei  Gerade,  welchei 
nach  dem  gemeinschaftlichen 
Tangenten  durch  schnitte 
I  gerichtet  sind. 


Da  nun  von  allen  diesen  Tangenten  (links)  je  zwei  demselben 
Keffelschnitte  aogehörige  sich  auf  dem  Wechtelstrahleder  Geraden, 
weiche  ihre  Berührungspunkte  enthält,  schneiden,  und  allemal  die 
eine  iem  einen,  die  andere  dem  anderen  der  erwähnten  zwei  Strahl- 
büschel angehört,  so  folgt  zunächst: 


8.  In  jedem  Strahle  des 
g'emeinscbaftlicben  Tan- 
gentendurchschnittes der 
erwähnten  Schaar  von  Re- 
gelschnitten fallen  zwei 
projektivische  Gerade  zu- 
sammen, deren  entspre- 
chende Punktenpaare  alle- 
mal einerlei  Kegelschnitte 
aof  bestimmte  Weise  ange- 
hören, nnd  zwar  sind  so- 
wohl im  gemeinschaftli- 
chen Tang^ntendurch- 
Bchnitte  als  auf  >  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante 
entsprechende  Punkte  ver- 
eitoigt. 

Tbdl  V. 


8.  Jeder  Punkt  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante 
der  genannten  Schaar  von 
Kegelscbni^en  ist  derMit- 
telpunkt  zweier  projekti- 
vischen  Strahlbttscbel,  de- 
ren entsprechende  Strah- 
lenpaare allemal  zwei  Tan- 
genten eines  und  desselben 
Kegelsch  nittc^s  sind;  und 
zwar  sind  sowohl  auf  der 
gemeinschaftliehen  v  Se- 
kante als  im  gemeinschaft- 
lichen Tangentendurch- 
schnitte entüprechende 
Strahlen  vereinigt. 
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und  da  aus  dem  znktst  Bemerkten  tugleieli  fbtgrt,  dass  «in  j^ 
der  der  beiden  Strahlbfischel  (links)  mit  dem  Ton  den  barmDnischei 
Polaren  des  gemeinsebaMicben  Tangentendorcbschnittea  gebildeten 
perspektiviscb  ist,  nnd  da  dasselbe  v'on  allen  anderen  dergleicben 
Strantbüscbeln  gilt;  da  diese  also  alle  mit  einem  and  demselben 
Strahl bUscbel  py  also  anch  uater  einander  projektiviscb ,  nnd  zwar, 
weil  im  gemeinschaftlichen  Strahle  entsprechende  sieb  yereinigen, 
perspektivisch  sind,  so  folgt  Weiter:    • 


9.  Alle  SfrabUn  des  ge- 
meinschaftlichen Tangen* 
tendurchschnittes  sind  auf 
vierfache  Weise  in,  Anse- 
hung der  Punkte,  in  wel- 
chen sie  die  genannten  Ke- 
gelschnitte schneiden,  per- 
spektivisch, and  twar  lie- 
gen bei  je  zwei  Strahlen  die 
vier  Projektionspunkte  auf 
der  gemeinschaftlichen  Se- 
kante. 


9.  Je  zwei  Punkte  der  ge- 
uieinschaftlichen  Sekante 
sind  die  Mittelpunkte  vai 
Strahlbüscheln,  welche  aaf 
vierfache  Weise  in  Anse- 
hung der  an  die  genan^nfea 
Kegelschnitte  gehenden 
Tangenten  perspektivisch 
sind,  und  zwar  gehen  ihre 
vier  perspektiviaeben 

Durchschnitte  durch  den 
gemeinschaftlichen  Tau- 
gen te  n  dm  rcb  s  c  h  n  i  tt. 


Hieran  würden  sich  nun  noch  d*e  groaae  Menge  von  S&tzeu 
über  Sjstette  von  Kegelschnitten  mit  einer  gemeinschaftlichen 
Sekante  oder  mit  einem  gemeinschaftlichen  Tangen tendurcbsetniitte 
und  über  die  dieselben  berührenden  Kegelschnitte,  über  Osculatioa 
und  doppelte  Berührung,  durch  welche  letztere  erst  die  bisher  ent- 
wickelten Eigenschaften  in  ihrer  grössten  Allgemeinheit, und  in  ihrem 
eigentlichen  Wesen  sich  darstellen,  endlieb  Construictionen  der  Ke- 
gelschnitte mittels  sogenannter  imaginäref  Bedingungselemente  — 
anschliessen.  Indessen  das  hier  Mitgetheilte  scheint  dem  im  Ein* 
gange  angegebenen  Zwecke  zu  genügen.  Der  berühmte  Entdecker 
der  Gesetze,  welche  hier  angewandt  worden,  hat  dieselben  die  in- 
nere Natur  der  Sache  genannt;  dass  sie  dieses  sind,  d.  h.  dass 
•ie  in  Einem  zugleich  Princip,  Methode  und  Gegenstand 
«der  fortschreitenden  Betrachtung  sind,  dafür  dürften  die  Eigenschaf- 
ten der  invo(utorischen  Gebilde,  so  unvolfkommen  sie  hier  auch 
immer  dargestellt  worden,  als  eiu  Belag  lacibr  enrcheinen. 


259 


XIX. 

Beiträge  zur  systematischen  Darstellung  der 

aUgemeinen  Arithmetik. 

i 

VOD 

Herrn  L.  Bai  1  auf f, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Bürgersehule  zu  Varel. 


A.    Grösien^  und  einfache  BehandliiDgBBeicben. 

§•  ^  1.  Die  iB  der  Arithmetik  verf^nsgesetsteB  Grandhegriffe 
sind: 

1)  Der  Begriff  der  Gröase. 

%)  Der  Begriff  der  Gleichheit  ziveier  Grögseo. 

3)  Der  Begriff  dt%  Addirene  einer  Grösse  zu,  ond  des  Siibtra- 
hirens  einer  Grösse  von  einer  andern. 

Als  Postulat  wird  verlangt: 

1)  Die  Gleichheit  sweier  Gröe^en  erkennen  zu  können. 

2)  Eine  Grösse  zu  einer  andern  aiidiren  und  von  derselben 
suhtrahiren  zu  können,  wenn  beides  möglich  ist. 

Zwei  Grössen  heissen  gleichartig,  wenn  sich  die  eine  zu 
der  andern  addiren  und  von.  derselben,  subtrahiren  lässt.  Es  kann 
nur  zwischen  gleichartigen  Grössen  von  Gleichheit  oder  Ungleicti- 
beit  die  Rede  sein. 

f.  %  Die  in  §.  1.  angegebenen  Grundbegriffe  sind  keiner 
eigentlichen  Definition  fähig.  ii)s  muss  aber  durch  Grundsätze  so 
viel  von  ihnen  ausgesagt  werden,  dass  der  Umfang  derselben 
^ vollkommen /estgestellt  ist.  Die  Gesammtheit  dieser  Grnndsütze  er- 
setzt ohio  eine  Definition  der  obigen  Begriffe;  sie  kann  aber  nicht 
nh  eine  eigentliche  Definition  betrachtet  werden,  da  ihr  die  Form 
f>inet  solchen  fehlt  und  da  keine  Anflösnbg  der  4-  1«  angeigebenen 
Postulate  aus  ihr  hergeleitet  werden  kann. 

Die  zur  Feststellung  der  obigen  Grundbegriffe  dienenden  Grund- 
sätze sind  aber  ebenso  willküfarlich,  wie  jede  eigentliche  Definition 
der  Arithmetik.  Mau  rechnet  eben  nur  solche  Dinge  zu  den  Gros- 
setfy  man  nennt  nur  solche  Verknüpfungen  zwischen  Grössen  Addi- 
tion und  Subtraktion,  die  diesen  Grundsätzen  genügen.  No  wie 
aber  die  aUgemeisen  Sätze  der  Arithmetik  auf  eine  besondere  Art 
von  Grössen  angewandt  v^erden  sollen,  muss  ^efst*  nachgewiesen 
werden,  dass  anch^jenen  Grundsätzen  durch  die  betreffenden  Defini- 
tionen genügt  sei. 

Vorläufig  soUen  hier  folgettde  Sätze  als  Grundsätze  aufgesteUt 
werden: 

17* 
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I)  Sind  ^,  B^  C  gleichartig,  lo  ist  auch  A±B^C  oiit  A^ 
B  und  C  gleichartig. 

II)  Aus  den  Gleichungen  A'=i  B^  i9=  C  folgt  die  Gleichnog 

~II)  Es  ist  ^4-Ä— ^=Bu*-.C'-f.Ä=Ä  +  >/— ^etc. 

IV)  Aus  ^  =  jr,  B=B\   C=a  folftt  A±iBz^C=^Ä 

V)  Es  ist  ^  — Ä-f-Ä=^,  ^Iso  aucli  A+B'-Bzi=iA. 

VI)  Es  ist  A-\-{B±:C:±zD):s^A'\'BdtiC±D. 

Ans  diesen  Sätzen  folgt  der  Lehrsatz: 

Vli)  ^-(ÄdbC'±/>)  =  ^— Ä=t=Cq=Ä 

Alle  diese  Sätze  gelten  aber  nur  unter  'der  Voraussetzung,  dass  die 
einzelnen  vorkounieoden  SuoHnen  und  Differenzen  mögiiteli  sind. 

Dass  diese  Grundsätze  keinen  Widerspruch  in  sich  selbst  enb 
halten  (die  einzige  Bedingung,  die  die  willkübrliche  Aufstellung 
derselben  beschränkt),  folgt  daraus,  dass  sie  z.  B.  für  Längen 
gelten. 

§,  3.  Ein  Bebandlungsceicfaen  ist  ein  Zeichen,  welches  Tor* 
schreibt,  dass  mit  einer  Grösse  gewisse  Veränderungen  vorg^nom- 
loeii  werden  sollen,  durch  welche  eine  iliit  der  bebandelten  gleich- 
artige Grösse  entsteht. 

Die  kleinen  Buchstaben  sollen  in  dem  Folgenden  Bebandhings- 
zeichen,  die  grossen  Grössenzeichen  sein.  Für  beide  gilt  die  be- 
kannte Besdfaränkuog,  dass  in  einer  Unterinehung  ein  uüd  derselbe 
Buchstabe  eine  und  dieselbe  Grösse  oder  eine  und  dieselbe  B«iwnd- 
lung  einer  Grösse  bezeichnet. 

Das  Produkt  X  .*«  oder  «IC  bezeichnet  eine  Grösse,  welche 
«otstebt»  wenn  man  X.  nach  der  Vorschrift  von  «  behandelt. 

X 

Der   Quotient   X  :  a   oder  —  'bezeichnet  eine  Grösse,   deren 

Produkt  in  0^=X  ist,  bo  dass  man  also  hat:  X:a.as=  X. 

Es  muss  besonders  hervorgehoben  werden,  dass  der  Multipli- 
kand oder  die  Einheit  des  Produktes,  so  wie  der  Dividend  des  Quo- 
tienten immer  ein  GrÖssenzeichen^  der  Multiplikator  oder  Divi- 
sor immer  eip  Behandlun^szeichen  ist.  Das  Proaukt  oder  der  Quo- 
.  tient  bezeichnet  eine  mit  dem  Multiplikanden  oder  Dividenden 
gleichartige  Grösse. 

Die  Gleichung  zwischen  zwei  Behau  diu  ngsze  ich  en:  as=  A  he- 
zeichnet«  dass  die  Produkte  X  •  u  und  X .  o  gleiche  Grössen  sind 
(bezeichnen),  welche  Grösse  auch  X  bezeichnet.  Bezeichnet  E 
eine  bestimmte  Grösse,  so  darf  man  ans  der  Gleichheit  von  E.m 
und  E .  b  noch  nicht  die  Gleichheit  von  a  ubd  it  folgern.  Erst 
dann  Ist  dieser  Scbluss  erlaubt,  wenn  man  für  E  jede  Grösse  setzen 
kann ,  ohne  dass  die  Gleichung  E .  m^=^  E .  6  aufhört  richtig  zu 
sein. 

Aus  den  Gleichungen  a  =  ^,  ^  =  c  folgt  acsr.  Denn  ans 
der  Gleichung  «=6  fol^t  X.ac=X.6;  ans  der^Gleichung  ^=c 
folfft  X  •  ^  ^  X  .  c.  Daher  ist  auch  X  .ac=  X»c;  also,  da  X 
jede  Grösse  bezeichnen  kann,  auch  «csr. 

f.  4.  Die  einfachsten  Behandlungszeichen  sind  die  gfnzen  ab* 
«oluten  Zahlen ,  die  einie  Vervielfachung  dctr  Einheit  anzeigen  und 
die  durch  die.  Gleichungen 
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deGnirt  werdeo.  Bezeichoeo  p  und  q  ganze  absolute  Zahlen,  so 
fi^'eUen  folgende  Sätze,  die  hier  ttufgefiibrt  werdeo,  um  eine  Ciu- 
theilung  der  BehandlungszeicheB  überhaupt  darauf  zu  begründen. 

I)  Aus  X=s=  y  folgt  X.p=:z  y.jp,'und  alle  Grössen,  die  durch 
das  'Zeicbcfn  X.p,  ^o  X  ond  //  gegeben  sind,  bezeichnet  werden 
dürfen,  sind  gleich.  Das  Produkt  einer  gegebenen  Grösse  in  eine^ 
gegebene  ganze  Zahl  ist  also  vollkommen  bestimmt. 

II)  Es  ist  eXzfc  YdbZ).p=X.p±:  Y.p-^zZ.p. 


111)  Ks  ist  X  ,p ,  gz=zX .g ,p, 
IVI  El 


Es  ist,  wie  leicht  zu.  beweiaen,  A^^Az=:iB  —  B,  Die 
Differenz  zweier  gleichen  Grössen  bezeichnet  man  mit  O  und  jede 
Grösse,  die  nicht  =  0  ist,  soll  in  dem  Folgenden  eine  angebbare 
-Grösse  heisseo.  Es  kann  alsdann  als  Grundsatz  vorausgesetzt  wer- 
den, dass  das  Produkt,  einer  angebbar.en  Grösse  in  eine  ganze  ab- 
solute Grösse  wieder  eine  angebbare  Grösse  bezeichnet. 

§.  5.  Sind  jetzt  p  und  g  Behandlungszeichen  in  der  allge- 
meinsten Bedeutung  des  Wortes,  so  können  folgende  Onterschei- 
dongen  gemacht  werden. 

I)  Ist  X  eine  gegebene  Grösse,  so  sind  entweder  alle  Grössen, 
welche  durch  X,p  bezeichnet  werden  dürfen,  einander  gleich  und 
aus  X=.  Y  folgt  mit  Nothwendigkeit  X.p^=;z  Y,pn  d.  h.  die  durch 
X .  //  bezeichnete  Grösse  ist  vollkommen  bestimmt,  oder  die  Behand- 
hing der  Einheit,  welche  p  vorschreibt,  genügt  diesen  Bedingungen 
nicht.  Im  ersten  Falle  soll  das  Behandlungszeichen  p  eindeutig, 
im  zweiten  Falle  vieldeutig  oder  unbestimmt  genannt  werden. 

Die  gewöhuKchen  ganzen  Zahlen  nnd  Brüche  sind  bekanntlich 
eindeutige  Behandlungszeichen;  dagegen  ist  5-hlik^4  ein  zweideu- 
tiges Behandlungszeichen,  indem  X.(5+'W^4)  sowohl  dem  Sfacben, 
als  auch  dem  /fachen  von  X  gleich  sein  kann.  In  dem  Folgen- 
den sollen  die  einfachen  Buchataben  eindeutige  Behandlungszeichen 
sein  ^ 

II)  Es  ist  entweder  (Xzt:ydbZ).;^=X.pd=  Y.pd^zZ.p 
oder  diese  Gleichung  6pdet  nicht  statt.  Ist  diese  Gleichung  rich- 
tig, welche  Grössen  auch  X,  F,  Z  sein  mögen,  so  soll  p  eine 
Zahl  heissen.  / 

Es  ist  leicht  zu  ersehen,  dass  hier  der  Begriff  der  Zahl  weiter 
gefasst  ist,  als  es  gewöhnlich  geschieht.  So  sind  hier  Domentlich' 
diejenigen  Behandlungszeichen  mit  zu  den  Zahlen  gerechnet,  mit 
welchen  sogenannte  symbolische  Rechnungen  vorgenommen  werden 
können.  Fällt  z.  B.  die  zu  behandelnde  Grösse  unter  die,  Form 
A .  9)(ar) ,  wo  f{ar)  eine  beliebige  Function  von  a:  bezeichnet ,  so 

gehören  die  Zeichen  ^,  (^x^  ß    da: .()  mit  zu  den^  Zahlen,  wäh«. 

read  sin,  cos,  lo^  nicht  dazu  gerechnet  werden  dürfen. 

III)  Ist  für  jedes  X  X./?.^  =  X.^.;»-,  so  sollen  p  nnd  g 

gleichartige    Behandlungszeichen    heissen;    ist    dagegen    diese 
leicbang  nicht  allgemeui  richtig,  so  sollen  p  und  q  ungleichartig 
heissen. 

Gleichartige  Zahlen  sind  also  z.  B.  alle  rationalen  nnd  irratio- 
nalen Zahlen  anter  sich;  -r-  und  ^xi  "TZ  und  jede  von  or  unabhän«. 
gige  rationale  oder  irrationale  Zahl.    Es  mnss  noch  bemerkt  wer- 
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den,  diM0  aiia  ^r  Gkiekarügkeit  van  p  uad  ^,  und  vöo  ^  und  r 
keineswegs  die  Gleichilrtigkeit  von  p,  ttod  r  folgt.    So  ist  z.  B.  ^ 

gleicbartig  mit  a;  0  gleicliartig  mit  a:,  nber  nicbt  -r-  mit  jr. 

IV)  Bezeichnet  das  Pro^lukt  einer  jeden  angebimren  Grösse  in 
p  wieder  eine  angebbare  Grösse,  so  soll  p  ein  aogebbares  Behand- 
lungszeichea  geoannt  werden,  p  soll  aber  nicht  n^hr  angebbar 
heissen,  wenn  das  Produkt  auch  nur  einer  eiozigen  angebhareo 
Grösse  in  p=:  O  ist. 

So  ist  2^  nicbt  angebbar,  indem  2^(<v'^  =^  ^  ist,  obgleich  aE 

angebbar  sein  kann. 

'$•  6.  Aus  den  in  dem  Vorigen  aufgestellten  Begriffen  ergeben 
sich  mit  Leichtigkeit  folgende  Lehrsätze: 

I)  Aus  X=z  K,  a  =  6  folgt  X .a=  Y.lfy  wenn  a  und . 6  eio- 
deutiff  sind.  Denn  da  a  eindeutig  ist,  so  folgt  aus  J$=  Y  X.a 
=  x.a;  aus  az=zd  folgt   y.a=  Y»6.^    Daher  ist  X.0=  Y,6. 

II)  Wenn  n  eine  Zahl  ist,  so  ist  (XdbFdbZ).a=  X.a 
=k  F.adbZ.^.    Folgt  unmittelbar  ans  §.  5.  11. 

III)  Sind  (f  und  ^  angebbare,  eindeutige  Zahlen,  so  folgt  aus 
X.a=  Y,h  und  a  =  ^  auch  X=  F. 

Aus  a=zi  folgt  y.  19  =  F. ^;  daher  ist  X.a=  Y.a^  also 
0=  X  .  a. —  F.  »  =  (X-^  F).Ä,  da  a  eine  Zahl.  Wäre  nun 
X  —  F  angebbar,  so  mfisste,  da  a  angebbar  ist,  auch  (X  —  Y).a 
angebbar  sein.  Da  dieses  nicht  der  Fall  ist,  so  muss  X  —  F=  0, 
also  X=  F-f-  Ö=  F-+-(^--^)=  F+ -^  -  ^  =  F  sein. 

^  IV)  Aus  X=  F  und  az=z,b  folgt  Xia-^i  F:^,  wenn  a  und 
b  angebbar  sind.  Denn  es  ist  X:0«a=X,  F:^.^=:F;  also 
X:«.0=  Y\b ,h\  mithin^  da  a  und  b  angebbar  und  gleich  sind^ 
Xxa^Y.b.    (III) 

.        V)  Es  ist  (Xdb  F±Z):«,=  X:«dh  F:fldbZ:«,  wenn  a 
eine  angebbare  Zahl  ist«   Denn 

(X:aiiz  Y\a-:i=.  ZL:ä).a=  Xia.azt:  F:a.  ad=  Z  :a.a 
=  X=t:F±Z  =  (XdbF±Z):«.a5 

daher«  weil  a  angebbar: 

X:azizY;adzZ:ai=ziXdzYihZ;):a^ 

VI)  Sind  a  und  b  gleichartige  Zahlen,  so  ist:  X.0.Ä  =  X 
,b  ,a^  X .  a :  b  =:  X :  b .  a^  X:atb=  X:  b:  a^  wenn  alle  vorkom- 
menden Divisoren  angeMar  sind.  Der  erste  Satz  folgt  ans  der  Er- 
klärung gleichartiger  Zahlen.  Für  den  zweiten  hat  man  Xib.a.b 
=  X:^.^.iis=X.«=X.ar:^.^;  also,  wenn  b  angebbar, 
Xi  b  ,  a  =s  X  .  »  :  b.  Aehnltch  ist  der  Beweis  für  den  dritten 
Satz. 

Ist  a  eine  angebbare  Zahl ,  so  ist  X  .  n  :  0  =  X :  a  •  a  =  X. 

Man  darf  aber  nicht  unbedingt  setzen:    (A^)  •  5J  =  A(^'-5j)5 

^  Jte-*^  •  ZJ  =  *• 
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B.    Ralionale  Ausdrücke  aus  eiDfaehen 
BehaajluDgsxeicheD. 

•  \ 

f.  ?•  Sind  a»  6^  c  eiafaqbe  QefataAluDgBseicheD,  so  ist  a±d 
=lr€r  eiD  BehaadlunffsseicheD,  welches  vorschreibt,  dass  die  Einheit 
Mait  a,  mit  b  und  mtt  c  unitiplicirl  vod  dass  die  eotstebendeii  Pro- 
dukte addirt  oder  subtrahirt  werden  sollen»  a^b\c  schreibt  vor^ 
dass  die  Einheit  mit  ^  multiplicirt,  das  Ergebniss  mit  b  raultiplicirt, 
und  das  jetzige  Ergebntss  durch  c  dividirt  werden  soll.  Die  Defi- 
nition dieser  Seichen  ist  daher  enthiilten  in  den  Gleichungen: 


'Si  .(«=k^dbr)=X  ^a±X.^dbX.c,  X.(«.  ^  :c)=rX.a,^:e 

oder  auch 

X  •  (:  « .  Ä :  r)  =  X :  « .  Ä :  €?. 

Aus  diesem  ergiebt  sieh  leicht  die  Bedeutung  susammengesetx» 
t^rer  rationaler  Ausdrucke  aus  einfac^ieu  Behandlnngs^eicfaen.  Per> 
ner  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  a±^=te  und  0 •  ^ :  ^  eindeutige 
Behandlungszeichen  sind,  wenn  in  den.letziern  nur  aogetibure  Di- 
visoren vorkommen. 

%.  8.    Lehrsätze: 

I)  Aus  a:=:a\  bz=zl/y  c=:e'  M^i azkzbd^czsiazkib'zkze^ 

II)  Es  ist. a  +  Ä -^c  =  a  —  c-^b  z=zb  +  a  —  c  etc. 

III)  «'4-^— -Äasa,  a »^ ^ -4*  ^  =ciir. 

IV)  fl^-+-(Är-+-y — »)  =.»  4- j? -f- y ^- «. 

V)  a — (ar-hy  —  *)==»  — ^  —  p  +  n» 

Die  Beweise  dieser  Sätze  siod  einander  ganz  ähnlich.  So  ist 
^.  B.  fiir  II.: 

X.(»  +  Ä  —  c):^X.a+X.Ä  —  X.c;' 
X.(ä  —  c  +  ^)=X.a  —  X*^+X.^. 
Nun  ist 

X.«+X.Ä —  X.c=rX.«T-X.cH-X.Ä; 

daher  such  X .  (a  +  ^  —  c)  =  X .  (a  —  c  +'^)*  Da  hier  aber  of« 
fenhar  X  jede  Grösse  bezeichnen  kann,  so  folgt  aus  der  Erklärung 
der  Gleichung  zwischen  Behandlungszeicben  a+^ — tf  =  a — c^b, 

VI)  a  '^^  b  ^^  c  \st  eine  Zahl^  wenn  a,  ^,  r  Zahlen  sind  und 
ist  mit  jeder  Zahl  gleichartig,  welche  mit  0,  b^  c  gleichartig  ist 

Beweis.      Es  ist 


(x±.y).(#^*— <?)=(x±y).«-h(X±r).*— (Xdb;Y).c 

=  X.(a-|.*  — c)±r.(aH.^  — c); 

miithiii  ist  «  +  6  —  c  jiacb  f.  5.  II.  eine  Zahl. 

lal  m  ttne  aui  a,  ^y  0  gleichartige  Zahl,  so  ist 
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X . » .  («v^  ^  —  c)  =  X . » .  a.Hh  X .  M .  ^  —  X .  M  •  c 

=  X.a.M+X.6.M  —  X.0.M 

=  (X.«-HX.*— X.c).« 

=  X.(a  +  Ä  —  c).m\ 
»  • 

daher  ist  aucb  a^b  —  c  mit  m  gleichartig  (§.  5.  111.^. 

0  ist  eio  BehandluDgszeichen ,  definirt  durch  die  Gleichang 
X  •  0  =  0,  wo  X  jede  Grösse  seia  kann.  Es  ergiebt  sich  bieraos, 
dass  0  ^  der  DifiTerenz  zweier  gleichen  Zahlen,  also  aach  eine  Zahl 
nod  mit  allen  andern  Zahlen  gleichartig  sei. 

f.  9.     Lehrsätze: 

\)  a  .b\  e  ist  eine  Zahl ,  wenn  a ,  ^ ,  r  Zahlen  sind ,  und  ist 
mit  jeder  Zahl  gleichartig,  welche  mit  «,  b^  e  gleichartig  ist,  vor- 
ausgesetzt, dass  alle  in  diesem  Ausdrucke  vorkommenden  Divisoren 
angehbar  sind. 

/  Beweis.  Es  ist,  wenn  a^  b^  c  Zahlen  und  c  angebbar:  (X 
-»-  Y)  *  {«  .  <5  :  c)  =  (X  ±  r)  .  «  .  ^  :  c  =  (X  .  «  =b  y.  «)  .  ^  :  c 
=  (X.i».Ädb  Y  .a  .b)\c  z=i  X.,a  .  bi  c  zkz  Y  ,4»,bi  c  ^=z  X 
.  (a  .  ^  :  c)  =!r  Y .  (a  .  b  i  c)\  also  a  .  b  ic  eine  Zahl  (§.  5.  IL). 

Ist  ferner  m  mit  a^  b^  c  gleichartig,  so  ist  X  .  (0  .  ^  :  r)  .  m 
=:X.  a.  b  i  c  .  m  z=^  X. ,  m  n  a  .  b  z  c  ^^  X.  •  m .  (a  .  b  i  c)\  also 
a  ^  bic  mit  m  gleichartig  (§.  5.  III.). 

II)  Sind  ay  b^  c  gleichartige  und  angebbare  Behau dlungszei- 
cben ,  so  ist  \  :  (a  ,  b  :  c)  =zX.  i  a  :  b  »  c.  Denn  X.  :  a:  b  ,  c  .  a 
.  b  :  r  ==  X  =;  X  :  (0  .  ^  :  c)  .  a  •  ^  :  c,  woraus  sich  leioht^der  Lehr- 
satz ergiebt. 

III)  Aus  ar=i  a\b=^  b\  c:=:c*  folgt,  wenn  die  Divisoren  an- 
gebbar  sind,  a  ,  b  :  c  =2  a^ ,  b' :  c^.  ■ 

IV)  Sind  äybjC  gleichartige  Behandlungszeichen  und  c  an* 
gebbar,  so  ist  a  •  b  i  c  =  a  *•  c  .  b  :z=i  c  ,  b  ,  a  etc. 

V)  m  .(a  .  b  :  c)^=zm  ,  a  .  b  :Cy  wenn  die  Divisoren  angebbar. 

VI)  m:  {a  .  b  :  c)  =  m:  a:  b  ,  Cy  wenn  die  Di?isoren  angebbar 
.und  a,  by  c  ffleicbartig  sind. 

VII)  (a  :£:  ^) .  «i  =  0 .  «s  ±  ^  .  «I,  wenn  m  eine  Zahl. 

VIII)  laztib)  :  m  =  a  :  mdb  b  ;  m^  wenn  m  eine  angebbare 
^  Zahl. 

IX)  m,(aikzb)z=zm,adk:m.b.   > 

Die  Beweise  der  Sätve  III.  —  IV.  sind  einander  ganz  ähnlich. 
So  ist  fiir  111.  X,{a.b:c)z=z  X.a.biCj  X.(a:cr.^)=  X.arc.^. 
Unter-  den  Voraussetzungfien  des  Lehrsatzes  ist  aber  X  .  a  .  b  i  c 
z=z  X.aic^b;  daher  auch  X,{a,bic)=::  X.(a:c •  b).  Da  man 
sich  hier  für  X  jede  Grösse  gesetzt  denken  kann,  so  ist  nach  der 
K^'kläruog  der  Gleichheit  a.o:c  =  a:c.b. 

Aus  den  Sätzen  der  beiden  letzten  Paragraphen  ergiebt  sieb, 
dass  jeder  rationale  Ausdruck  aus  ganzen  absoluten  Zaulen  gleich 

einem  Ausdruck  von  der  Form  __  .  ist,  wo  0,  by  c,  ä  ganze 'Zah- 
len Rind,  vorausgesetzt  dass  in  dem  Ausdrucke  nur  angebbare  Di- 
visoren vorkommen.  Es  wird  dabei  angenommen,  dass  man  die 
Summe  und  die  Differenz  zweier  ganzen  Zahlen  als  eiuej^anse  Zahl 
berechnen  könne.  Bezeichnet  (+49)  die  Hiumme  Or|-is  iiod( — a) 
die  Differenz  0  •—- «,  so  ist  also  jeder  rationale  AiiBdrnck  ans  ganzen 
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Zahlen  ==!=—,  also  gleich  einer  reellen,  rationalen  Zahl.    Hier- 

aus  folgt  dann  wieder,  daas  auch  jeder  rationale  Ausdruck  aus  reel« 
lea,  rationalen  Zahlen  =  einer  rationalen,  reellen  Zahl  iet,  immer 
unter  der  Voranaaetzung,  dau  nur  angebbare  DLviiioren  vorkommen. 

C.    Ungleichheit  von  Ordssen  nnd  Zahlen;  absolute» 
liositive  und  negative  Zahlen  und  Grössen. 

f.  10.  Zwei  Grössen  heissen  einstimmig,  wenn  sie  In  allen 
ihren  in  Betracht  kommenden  liigenscbaften  übereinstimmen  und 
sich  nur  durch  ihre  etwa  verschiedene  Grösse  von  einander  unter- 
scheiden. Sind  A  und  B  swei  einstimmige  Grössen«  und  ist^ — B 
eine  mit  A  nnd  B  einstimmige  angebbare  Grösse,  so  heisst  A  dem 
abflolnten  Werthe  nach  grösser  als  B  (val.  abs.  A  ^  val.  abs.  B\. 

Zur  nähern  Bestimmung  dieser  Begriffe  dienen  folgende  Grund- 
sätze, die  also  zu  den  in  %,  2.  angeführten  noch  hinzukommen. 

I)  Die  Summe I  mehrerer  einstimmigen  Grössen  ist  mit  den  ein- 
zelnen Theilen  einstimmig  und  angebbar,  wenn  nur'einer  der  Thelle 
angebbar  ist. 

II)  Zwei  einstimmige  Grössen  sind  entweder  einander  gleii'h 
oder  die  eine  ist  grösser  als  die  andere. 

III)  Von  jeder  angebbaren  Grösse  Jässt  sich  ein  Vielfaches  an- 
geben,  welches  grösser  ist  als  jede  mit  ihr  einstimmige  Grösse. 

Der  in  f.  4.  IV.  angenommene  Grundsatz  ist  eine  unmittelbare 
Folge  aus  1.,  braucht  also  als  Grundsatz  nicht  weiter  berücksichtigt 
so  werden. 

Aus  den  eben  angfagebenen  Sätzen  lassen  sich  die  verschiedenen 
Lehrsätze  über  die  Ungleichheit  einstimmiger  Grössen  mit  Leichtig- 
keit herleiten. 

f.  11*  Ist  die  durch  X  •  m  bezeichnete  Grösse  immer  mit  X 
einstimmig,  so  heisst  das  Behandlungszeichen  m  ein  absolutest  Ein 
Behaodlungszeicben  von  der  Form  (f-f-sn  heisst  alsdann  ein  positi- 
Tes,  eins  von  der  Form  0  —  «s  ein  negatives  Bebandlung^zeichen. 
m  heisst  grösser  als  b  oder  kleiner  als  b ,  jenachdem  a  —  b  einem 
positiven  oder  einem  negativen  angebbarea  Bebundlungszeichen 
gleich  ist. 

Die  ans  diesen  Definitionen  sich  ergebenden  Lehrsätze  über  die 
Ungleichheit  verschiedener  Behandlnogszeichen  sind  bekannt.  Nur 
auf  einen  Umstand  mnss .  hier  noch  aufmerksam  gemacht  werden. 
Aus  der  Ungleichheit  von  a  und  b  darf  man  nämlich  nicht  ohne 
Weiteres  schliessen ,  dasa  a^  b  oder  m  -^  b  ist.  Wenn  a  und  b 
imaginäre  Zuhlen  sind,  so  ist  dies  bekannt   Aber  auch  die  Zahlen 

d     2d 
2z>  jZ  b>°^  ungleich,  ohne  dass  die  eine  von  beiden  grösser  ist, 

indem  ihre  Differenz  ^  keine  angebbare  Zahl  ist.    Ist  E.a'^E.b 

und  gilt  diese  Beziehung  nur  für  die  eine  Grösse  E^  so  kann  man 
daraus  noch  nicht  schliessen,  dass  auch  a^b  sei. 

f.  12.  Es  ist  Az=iB,  wenn  A  ^  B  u^  B -^  A  kleiner  ist 
als  jede  mit  A  und  B  einstimmige  an^ebbare  Grösse,  wenn  A  und 
B  einstimmig  sind.  Denn  wäre  A  nicht  =  ^ ,  bo  wäre  A"^  B 
oder  B>  A^  also,  eine  der  Differenzen  A  -^  B  oder  B  —  A  eine 
mit  B  und  A  einstimmigei  apgebbare  Grösse, 


\. 
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Das  abflolnte  Beliaiidluiigsseicheo  0  ist  gleich  k^  wenn  aowoy 
ü  —  ^,  als  auch  b  —  a<C-^%  wo  n  jede  noch  »0  grosae  Ahtolole 
jKanse  Zahl  bese/ichiieii  Jcaan.  Dana  iat  JC  aiae  heltaUge  Gröaae, 
80  ist   X  .  («  —  Ä)   oder  X  .  (^  —  «)  1^  X  .  ■— -;  also  aoch  X  .  a 

—  X.'Ä  oder  X .  ^—  X . »  dem  absoloteo^  Werthe  nach  _  X.  — . 

Da  aber  X.---  kleiner  sein  kann  als  jede  pit  X  eiafitimaiiga  an- 


gehbave  Grösse,  so  ist  X.4S=X.^,  mmi.  <la  diesea  liir  jede  Gj 
X  gut,  so  ist  «r  =s  b. 

§,  13.  '  In  dem  Vorigen  war  aehon  Toa  aoldien  Diffsreaaea  ah- 
soluter  Zahlen  die  Rede,  ia  denen  der  Minneod  kleiner  war  ala 
der  Subtrahend.  Es  müssen  nun  ranftehat  diejenigen  Grossen  näher 
betrachtet  werden,  deren  Produkte  in  solche  negative  Zahlen  eiae 
wirklich^  Bedeutung  haben. 

Betrachtet  man  eine  Grösse  X,  insofern  sie  za  einer  andera 
Grdase  A  addirt  dieselbe  vergrössert  oder  Terkletnest,  so  nennt  aMa 
X  eine  algebraische  Grösse;  und  zwar  soll  X  eine  positive  Groaae 
genannt  werden,  wenn  >^+  X^^;  eine  negattye,  wenn  ^  +  X 
'^A  ist.  Eine  Grösse,  welche  nicht  in  einer  soichea  Beaiebnag 
zu  einer  andern  gedacht  wird,  und  namentlich  andi  A  aalhat,  aoÜ 
eine  ahsolutti  Gköase  heissen. 

Die  algebraische  Grösse  X  masa  oSenhar  mit  A  ff^eichartig 
genannt  werden,  indem  sie  «o  A  addirt  werden  kann  (f.  1.);  aia 
ist  aber  nicht  mehr  mit  A  einstimmig,  da  sie  sonst  bei  ihrer  Addi- 
tion keine  Verkloinerangen  von  A  hervorbringen  könate  (§..10). 
Das  paasendste  Beispiel  für  diese  Verhältniaae  giebt  das  bekannte, 
aber  etwas  modifizirte  Beispiel  von  Vermögen  und  Schulden.  ,  Sieht 
man  das  Vermögen  einer  Person  als  die  absolute  Grösse  ae,  so 
aind  die -Einoalimen  dieser  Person  positive,  die  Ausgai>en  negative 
Grössen.  Siebt  man  -den  Schuldenatand  dieser  Person  als  absoluta 
Grösse  an^  so  verhält  es  sich  umgekehrt. 

in  dem  Folgende»  soll  A  diejenige  ahsolate  Grösse  sein,  ilerea 
VergrösseruDg  oder  Verkleiuerunsr  betrachtet  wird;  X,  F,  Z  ete» 
aollen  algebraische  Grossen  bezeichnen.  Es  gelten  alsdann  folgeada 
Definitionen: 

I)  Es  ist  Xä  y;  wenn  ^-H  Xi=^-f-  K 

II)  Der  Ausdruek  X+  F-  Z  wird  definirt  4uroh  die  Glei* 
chnng  ^+  (X+  Y^  Z)  =  A'^  X  4-  F—  Z.  Diese  Defini- 
tiooen  -siMl  aber  nicht  mehr  rein  willkübrlich;  ea  musa  im  Gegen- 
Cheil  gezeigt  werden,  dass  aie  den  in  f.  2.  aufgeatelltea  Gniad. 
Sätzen  genügen,  was  ohne  Schwierigkeit  angeht.  So  iat  a.  B. 
X  +  (Y'-Z)=X+Y-'Z;  denn 

ui+4x+(  y--z)]ss=^+x+(  y-z);d=^+x-i-r-z 


A+lX+Y^Z}=A+X+Y^Z    .  y^ütUl) 

daher 

^+ix^(r— z)]=^+[XH-y--zi; 

also 

x^(r-z)=x+r--z....  (Def.ij. 

Es  ergieht  sich  aus  diesen  Erkilirungen  unmittelhar,  dass  awei 
gleiche  angebbare  Grössen  entweder  beide  positiv  «»der  beide  aega- 
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tiw  mi»dL    firingl  die  Aldiüon  tm  .X  lu  ^  keine  FeräoderiiDtf  vo« 
^  berver«,  m  ist  J[s^4^»  was  unmitteUbar  aas  der  Relacioa  A^X 

§•  14.  Man  erhall  also  «ien  Bögriff  emer  positiven  €»rösiie, 
weoB  »an  sich  eine  ahseliite  Grösse  X  mit  der  EiffeosciMkft  behaf« 
tet  denkt»  bei  ihrer  Additioo  tuA  osi  die  Grösse  Jl  su  vergrössern, 
«od  ebenso  erhält  man  eine  negative  Grösse«  wen»  man  sieh  die 
Grösse  X  mit  der  Eigenschaft  behaftet  denkt,  ^  aoi  X  zu  verklei- 
nern. Die  auf  diese  Weise  ans  der  absoluten  Grösse  X  entstehende 
positive  Grösse  soll  mit  X+»  die  entstehende  negative  mit  X~~  be« 
zeichnet  werden  und  X  soll  der  absolute  Werth  von  X^  heissen. 
Es  ist  dann  A-^  X+  =  ^+  X,  ^+  X-  =  ^—  X.  Es^ergeben 
sich  ferner  leicht  folgende  Lehrsätze: 

1)  X++r+=(X-|-r)+;  denn  ^+(X++ r+)=B^+x 

-i-r;  ui#  +  (X+r)+  =  ^-f-XH-r;    daher  u4-+.(X++r+) 

=^-|-(X+  Y)+  oder  X++  r+  =  (x+  r)+. 

II)  x-'-hr-^cx+^D- 
iin  X++  Y-  =  (X  —  r)+  oder  =(r-  X)-.  jenachdem 
X>  roder  r>X  ist. 

IV)  X— r=t=x-t-rF. 

f.  15.  ^  Sind  X  und  Y  zwe}  einstimmige  Grössen  und  bezieht 
sich  das  Hinzufügen  der  Zeichen  "^  oder  ~~  auf  die  Vergrösserung 
oder  Verkleinerung  derselben  absoluten  Grösse,  so  sind  X+  und 
X~~  nicht  m^br  einstimmig,  indem  sie  sich  noch  durch  etwas  Ande* 
res  als  ihre  verschiedene  Grösse  ^nterscjbeiden.  Dagegen  dürfen 
X"*"  und  y+,  so  wie  X"  und  F~  noch  als  einstimmige  Grössen 
betrachtet  werden.   Cm  die  Zulässigkeit  hievon  nachzuweisen,  muss 

gezeigt   werden,    dass    diese  Grössen   den  in  §.  10.  aufgestellteu 
rundsätzen  genügen.    Es  ist  aber: 

1)  (X+-*-  r+)  =  (X-h  r)+.  iX--\-  Y-)  =  (X-^-  D-?  aUo 
in  beiden  Fällen  die  Summe  einstimmig  mit  den  Tlieilen  und  ao- 
gebbar,  wenn  einer  der  Theile  angebbar  ist. 

U)  Es  ist  X>  y  oder  X=  Y  oder  X<  F,  also  X=  r-hF 
oder  X=  F  oder  X=3  F-^  F,  wenn  F  eine  mit  X  und  F  eia- 
stimmige  aogebbare  Grösse  hezeichoet.  Daraus  folgt  abeiv,  dass 
X-+-  =  F+  -H  F-*-  oder  =  F+  oder  =  F+  ^  F+,  so  wie  dass 
X--  =  Y-^  r-  oder  =  F~  oder  =:z  Y"  —  V"  ist,  d.  h.  das« 
dem  absoluten  Werthe  nach  X*^- entweder  ^  oder  =  oder  -^  F-^' 
nad  X—  entweder  >  oder  =  oder  <  F—  ist. 

Hl)  Es  giebt  ein  Vielfaches  von  X,  welches  grösser  als  F,  so 
dass  also  »Xr=:  F+  F  ist,  wo  Feine  mit  X  und  Feinstimmige 
Grötse  bezeichnet.  Daraus  folgt  aber  mX+ =  F+ -f*  F**",  nX" 
:=Y—  -{-  V"  y  so  dass  es  ein  Vielfticbes  von  X^  gieht,  weichet 
dem  absoluten  Werthe  nach  grösser  als  F=^  ist 

Jede  negative  Grosse  ist  gleich  einer  Differenz,  zweier  posidven 
Grossen,  in  welcher  der  Subtrahend  dem  abaoluten  Werthe  nach 
ffrösser  jeds  der  Minuend  ist  und  ein  ähnlicher  Satz  übst  sieh  anoh 
für  positive  Grössen  aussprechen. ,  So  ist  X~=  F*^  —  (X+  F)+. 
Lässt  man  bei  der  Bezeichnung  der  posittven  Grössen  den  Acceiit 
-H  weg,  so  ist  X-»r  =  Ö  -H  X  ^^^  abgeklirat  =  (4-  X),  X- 
•t=:  O  —  X  =  (—  X).    Ist  a  eine  beliebige  Zahl,  so  ist 

I)  0.«=(X--X).0=^X.4s— X.«=^. 

II)  X±.(+-«)  =  (ö±X).(0  +  a)  =  (±»X). 
W)  X*.(— «)2=(ödbX).(0~«)  =  (=F«X)  etc. 
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womit  logleieh  nachgewiesen  ist,  dase  des  Produkt  einer  algebrai- 
schen GrösM  in  eine  negative  Zuhl,  d.  b.  in  eine  Difierens  zweier 
absoluten  Zahlen,,  deren  Minuend  kleiner  ist  als  der  Subtrahend, 
eine  wirkliche  Bedeutung  habe.  Die  Sätz^  iiher  die  Produkte  nnd 
Quotienten  positiver  und  negativer  Zahlen  lassen  sich  ans  der 
oben  gegebenen  Erklärung  der  positiven  pud  negativen  Zahlen  mit 
l^ichtigkeit  herleiten. 


D.    Transcendente  nnd'irrationale  Behandlungsieichen. 

§.  17.  Eine  Grösse  oder  ein  Behandlungszeichen  heisst  durch 
gewisse  Bedingungen  bestimmt,  wenn  alle  Grössen  oder  Behand- 
luDgszeicbeD,  welche  diesen  Bedingangen  genügen,  einander  gleich 
sind.  Eine  Grösse  oder  eio  BehandTungszeichen  heisst  gegeben, 
wenn  sie  entweder  unmittelbar  vorliegen,. oder  wenn  man  doch  ver- 
mittelst der  gegebenen  Bedingungen  eine  Grösse  oder  ein  Behand- 
lungszeichen.  herleiten  kann,  welches  dem  in  Rede  stehenden  gleich 
ist.  In  dem  Folgenden  soll  aber  eine  Grösse  schon  als  gegeben 
angesehen  werden,  wenn  man  eine  Grösse  darstellen  kann,  deren 
unterschied  von  der  eigentlich  zu  bestimmenden  dem  absoluten 
Werthe  nach  kleiner  ist  als  jede  noch  so  kleine,  gegebene,  angeb- 
bare Grösse.  Unter  ähnlichen  Verhältnissen  soll  auch  ein  Behand- 
lungszeichen als  f;egeben  angesehen  werden. 

Ist  ^o)  -^11  -^s  •  •  •  •  ^n  in  inf.  eine  unendliche  Reihe  von  Grös- 
sen, so  heisst  diese  Reihe  eine  unendlich  klein  werdende,  wenn 
sich  in  dieser  Reihe  ein  Glied  anheben  lässt,  von  welchem  an  alle 
folgende  Glieder  dem  absoluten  VVerthe  nach  kleiner  sind  als  jede 
gegebene  noch  so  kleine  angebbare  Grösse.  Die  Grösse  3(  heisst 
die  Gränze  der  Reihe  ji^^  A^^ji^  ....An  in  inf.,  oder  es  ist  9=^ 

lim  ^M,  wenn  die  Reihe  S — A^^  9  —  -^,,  9  —  ^,  ....  8  — -A  in 
inf.  eine  unendlich  klein  werdende  Reihe  ist.  Bekanntlich  besitzt 
aber  nicht  jede  unendliche  Reihe  eine  Gränze,  sondern  die  Reihe 
kann  auch  unendlich  gross  werdend  sein,  oder  die  Glieder  können 
zwischen  gewissen  Grössen  immer  hin  nnd  her  gehen. 

Wie  diese  Begriffe  sich  auf  Behandlungszeichen  ausdehnen  las- 
sen ,  ist  leicht  zu  ersehen ;  es  tritt  alsdann  an  die  Stelle  der  belie* 
big  kleinen  angebbaren  Grösse  eine  beliebig  kleine,  gegebene^  an» 
gebbare  absolute  Zahl. 

Für  die  unendlich  klein  werdenden  Reihen  und  für  die  Reihen, 
welehe  Gränzen  besitzen,  lassen  sich  leicht  die  in  den  folgenden 
l^ormeln  avsgedrückten  Sätze  beweisen: 

I)  Ist  lim  ^11=  €^,  lim^«i=^,  so  ist  auch  lim  (^n db iffj,) 

II)  Ist  lima«i  =  0,  lim^n'  =  0,  so  ist  anch  lim{«fi db ^m)  =  0, 
lim («N  .  6n)  =  0,  lim  (An  •  «»)  =  0;  wenn  nicht  lim  ^n  =  db oo. 

Ili)  lim  {An  db  Bn)  =  lim  An  d=  lim  Bn  (denn  lim  {%-- An) 
=  ö,  lim(»-.Ä^)=d,  also  \mC{%:Azfß)'^(And^ Bn))=  O). 

1?)  lim  {An  .  an)  =  lim  An  •  Hm  an«  lim  (an  dh  In)  =s  Hm  «« 
±  lim  Ont  lim(arM .  ifn)  =  Hm  an .  lim  6n, 

V)  lim(^ii :  ißn)  =s  lim  An  i  Hm  dn ,  Hm (0« :  dn)  =  Hm  an '  \im  öny 
wenn,  nicht  lim^i«:^0  ist. 

Ist  von  einer  Grösse  ausgesagt,  dass  sie  die  Gräme  einer  un- 
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endlichen  Reihe  ^o»  -^i  •  •  •  •  -^a  in  inf*  ^h  *o  M  diese  GrSue  voll* 
komneD  bestioiiiit,  vorausgesetzt»  daas  diese  Reihe  wirklich  eine 
OrflDze  besitzt«  Denn  siihI  die  beiden  Grössen  9  und  99  Grunzen 
dieser  Reihe,  so'ist  ltsi(9  — jin)  =  O^  lim(S  — ^m)  =  6^,  also 
nach  III)  liin(a-a9)  =  liDi[(9^^.)^(S^^„)]  =  ^,  was 
offenbar  nur  möglich  ist,  wenn  $(=::£  93-  Ist  eine  Methode  gegeben, 
nach  welcher  man  sämmtliche  Glieder  der  unendlichen  Reihe  finden 
kann,  so  ist ^  die  Granze  der  Reihe  auch  als  gegeben  anzusehen. 
Auf  ganz  ähnliche  Weise  kann  auch  ein  Behandlungszeichen  als  , 
Gränze  einer  Reihe  von  Behandluugsseichen  bestimmt  und  gegeben 
werden. 

Endlich  verdient  noeh  bemerkt  zu  werden,  dass  zwei  Reiben 
gleiche  Gränzen  haben,  wenn  ihre  Differenz  eine  unendlich  klein 
werdende  Reihe  ist,  vorausgesetzt,  dass  die  Reihen  Gränzen  be- 
sitzen. Denn  ist  lim  («»  ^-  ^«)  :^  0,  so  ist  lim  an  ^-^  lim  dn  = 
lim(an  —  ^n)  =  0  oder  lim  a«  =  lim  6^. 

§.  18.  Kin  Bebandlungszeichen  ist  nach  dem  Friihern  ein  Zei- 
chen» welches  anzeigt,  dass  mit  einer  Grösse  eine  beliebige  Ver- 
änderung vorgenommen  werden  soll.  Diese  mit  einer  Grösse  vor- 
zunehmende Behandlung  kann  aber  wieder  aus  einer  Reihefolge  von 
einzelnen  Operationen  zutfammengesetzt  sein  und  diese  Reihe  der 
mit  der  Grösse  vorzunehmenden  Operationen  kann  auch  als  ohne 
Bnde  fortgehend  gedacht  werden.  In  dem  letzten  Falle  soll  das 
Bebandlungszeichen  ein  traoscendentes  oder  eine  Transcendente 
genannt  werden ;  die  Bedeutung  einer  solchen  Transcendenten  muss 
aber  zunächst  näher  aus  einander  gesetzt  werden. 

Schreibt  ein  Behandlungszeichen  €  vor,  dass  mit  einer  Grösse 
eine  unendliche  Reihe  von  Operationen  vorgenommen  werden  soll,  • 
so  soll  das  Produkt  einer  Einheit  in  »  die  Gränze  derjenigen  un- 
endlichen Reihe  von  Grössen  sein^  deren  Glieder  man  erhält,  wenn 
man  mit  der  Einheit  zuerst  die  erste,  dann  die  erste  und  zweite, 
dann  die  erste,  zweite  und  dritte  etc.  etc.  der  durch  s  vorgeschrie- 
irenen  Operationen  vornimmt.  Bedeutet  also  #  die  aus  einer  unend- 
lichen Anzahl  von  Thellen  bestellende  Sa nvme  0«+«,  +a^  +  ,.., 
«M  +  iD  Inf.,  so  bedeutet  X.«  die  Gränze  der  uOendlichen  Reihe: 

X  .  (fl^o  -4-  «1  +  Ä»  -f- ....  -f-  ein) . .  • .  in  inf. 

Bedeutet  «  das  Produkt  aus  unendlich  vielen  Faktoren  ««.^i,  .a, 
•  «r,  ....  an  in  Inf.,  so  bezeichnet  X .  s  die  Summe  der  unendlichen 
Reibe : 

X •  tf 01  X.tfo*'i9  X..iVo*^i »^29 *•  **  X.<ro,0| .03  ..••  sFji, •■••  in inf. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  das  Produkt  einer  Grösse  in  eine  Tran- 
scendente noch  Umständen  etwas  Mögliches  oder  Unmögliches  sein 
kann,  dass  aber  im  ersten  Falle  das  Produkt  X.«  bestimmt  und 
gegeben  ist,  wenn  es  die  Glieder  der  entstehenden  Reihe  sind. 

in  manchen  Fällen  ist  eine  Transcendente  bekanntlich  einem 
endlichen  Ausdruck  ans  einfachen  Bebandlungszeichen  gleich.  Ist 
z.  B.  der  endliche  Ausdruck  #=l-+-jp-|-^*-l-^'-f-....^r* 
-t- ....  in  inf. .  wo  «sr  eine  absolute  Zahl  sein  soll ,  so  ist  zuerst  « 
ebenfalls  ein  absolutes  Behandiungsieicben.   Ans  der  Erklärung  des 
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Zeicbctts  M  ergi<)bl  tieb  aber  uomktelbiir  «  ==$  1  +;r .  #.   Dtotfe  Glei- 

cbuDg  enthält  aber  offenbar  eioen  Wideraprucb ,   wenn  ^  _  1  >   da 

dann  1  +  «^  •  '  ^  ^-     1q  diesem  Falle  kana  also  die  VDeadlicbe 
Reibe  kei&en  endlichen  Autdruck  gleich  seio.    Ist  aber  ^^l»  se 

erhält  man  unmittelbar  t  ^ 


Eben  so  gut  wie  in  der  Aufgabe  die  Keihf  l  +  4r*  +  ar'  ia 
Inf.  zu  Summiren,  ein  Widerspruch  liegt,  wenn  a?_l  ist,    könnte 

auch  in  dieser  Aufgabe  noch  ein  Widerspruch  liegen,  wenn  <äc^\ 
ist,  weicher  uns  nur  bei  aaser^r  Untersuchung  entgangen  wäre. 
Es  ist  daher  durchaus  nothwendig,  die  Richtigkeit  des  oben  auf 
analytischedi  Wege  gefundenen  Resultates  auch  noch  sjntbetiacb 
nacbauweisen.  Ist  vorliegenden  Falle  geht  dieses  freilich  leicht  aa. 
Bs  ist  nämlich: 


also: 


sc 


Da  dieses  gilt,  welche  ganze  Zahl  »ist,   so  kann  man  auf  beiden 
Seiten  die  Gränzen  für  «  =  oo  nehmen,  und  erhält: 


ae 


A ,  t '-=:lim  -df . (1  +  4? -f- ^'  -f-.....ir"— ^)  +  -^.lim  r — 

Ist  aber  :r<;l,  so  ist  lim  \ — -- =0,  daher 

A.  =  lim  (-^ .  (l  H-  ii^  -I-  o:*  «4- . . . .  -♦-  a?«"-i) 

=  ^  .  (1  -I-  or  -h  o;'  +  . . . .  o?'»  -h  , . . ,  in  inf.) 
oder,  da  A  jede  Grösse  bezeichnen  kann: 

.  = r:  =;  l  +  o:  +  ^*  -I-  o?'  + . . . .  -4-  ^"  -+•  • ; . .  in  iuf. 

Ich  kann  hier  die  Bemerkung  nicht  unterdrücken,  dass  streng 
ffenomroen  jede  Auflösung  einer  Aufgabe,  welche  auf  analytischem 
Wege,  z.  B.  durch  die  Auflösung  von  Gleichungen  gewonnen  ist, 
noch  eines  synthetischen^  Beweises  bedarf.  Ich  glaube,  dass  in  die* 
ser  Rinsicbt  die  Analogie  zwischen  uoserm  jetzigen  analytischen 
Verfahren  und  der  Analyse  der  Alten  grösser  ist,  als  man  es  ge« 
vrÖhnlich  anznnehmen  scheint.  Wird  z.  B;  eine  fSerade  gesucht, 
weliehe  gewissen  Bedingangen  genüfcen  soll,  so  nimmt  man  bei  der 
Analyse  der  Alten  bekanntlich  an,  man  kennte  diese  Gerade  schon. 
Ans.'dBu  gegebenen  Bedinf;ungen  der  Aufgabe  sucht  man  alsdann 
andere  Bedingungen  herzuleiten,  denen  man  durch  Konstruktion 
leiohter  genügen  kann»    Ans^awei  Ursachen  kann  nan  dUe  auf  die» 
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Wege  gefundeDfr  Anflösuoff  fehlerhaft  sem;  es  kann  Dämlich 
«"inmal  den  BedioguDgen  der  Aufgabe  vielleicht  gar  flicht  durch 
-eine  Gerade  jp^enögt  werden,  sa  dass  schcm  in  der  ersten  Annahme 
«in  Fehler  liegt;  oder  es  können  hei  der  Doifonnuog  der  Bedfn* 
ICUDgen  gewisse  Bedingungen  verloren  gegangen  sein,  so  dass  zwar 
die  konstruirte  Gerade  den  abgaleiteten,  aber  nicht  nehr  den  ur- 
spröoglichen  Bedingungen  der  Aufgahe  genügt.  Bei  dem  jetzigen 
analytischen  Verfahren  Hegt  schon  darin»  dass  man  das  Gesncbte 
durch  ein  ei»faehe«  «der  snsapmeiigesetstes  Zeichen  beseicbneti 
eine  seltea  a  priori  begründete  Voraussetzung,  die  den  Bedingungen 
der  Aufgehe  widersprechen  kann,  und  dass  dieser  Widerspruch  im 
Verlauf  der  Untersuchung  sich  nicht  imai«r  zu  zeigen  braucht,  hat 
die  Theorie  der  unendlichen  Reihen  genugsam  gelehrt.  Was  den 
«weiten  Punkt  anbetrifft,  to  hat  min  immer  featzuhalten)  dass  die 
durch  die  Anaijse  abgeleiteten  Beding'uuffen  zwar  eine  nothwen- 
dige  Folgerung  aus  den  ursprünglichen  der  Aufgabe,  aBet- nicht 
umgekehrt  letztere  aus  ersteren  sind.  Oaä  Gesuchte  muss  den  ^e* 
folgerten  Bedingungen  genügen,  aber  nicht  alles,  was  den  f^fot- 

Serten  Bedingungen  genügt,  genügt  auch  sämmtlichen  Bedingungen 
er.  Aufgirhe.  Bat  man  läer  kerne  unstatthafteii  Vorai0setzungen 
über  die  Natur  4es  Gesuchten  gemacht  und  kann  man  den  gefol- 
gerten BedingUBgen  nur  duivh  eine  einz^e  Grdsse  genügeB,  sA 
muss  diese  auch  sämmtlichen  Bedingungen  der  Aufgabe  genügen. 
Giebt  es  aber  mehrere  Grössen,  die  den  'gefolgerten  BednguDgen 
genügen,  eo  ist  es  immer  noch  xweifelhafit,  ol>  auch  alle  gefunde- 
nen Grössen  sämmtlichen  Bedingungen  der  Aufgabe  entsprechen. 
Hat  man  endKch.tU>er  die^  iXatur  des  Gesuchten  eine  unstatthafte 
Annahme  gemacht,  so  können  durch  diese  gewisse  Bedingungen  der 
Aufgabe  ersetzt  sein,  so  dass  auch  dann  die  Bestimmtheit  der  Auf- 
lösung keinen  Beweis  für  die  Richtigkeit  des  Gefun^denen  abgiehf. 
Liegt  z.  B.  die  Aufgabe  vor:  einen  Ausdruck /^(.r)  zu  finden,  wel- 
cher ^  e^  ist,  so  muss  dieser  der  Bedingung  f{2jp)z^f{a:),f(j7) 
genügen.  IIKacbt  mun  nun  aber  die  unerlaubte  Annahme,  dass  f(jef 
=slHh«ar  sei,  so  erhält  man  die  identische  Bedlngungsglei^hung 
1  +  2a^  z=  1  +  2<».r  •+-  ^f*.  welcher  durch  a  =  0  genügt  wird, 
und  man  erhielte /"(o;):::!,  welches  ganz  bestimmte  Resultat  ab^r 
offesbar  nicht  mehr  der  urdprÜBglichen  Aufgabe  genügt. 

§..  19.  Eiti  Behandlungszeichen  a  heisst  durch  Annäherung  ge- 
geben, wenn  eine  Methode  gegehe»  ist,  mittelst  welrher  man  eine 
rationale  Zahl  a'  finden  kann,  so  dass  der  absolute  Wertli  von  a — a 

•1         .  •         '   . 

kleiner  ist  als—,  wie  gross  auch  die  ganze  Zahl  n  angenommen 

wird.  Ein  durch  Ann&herung  gegebenes  BehBndking8zetjche&  soll 
ein  irrationales  genannt  werdeii,  obgleich  es  auch  einer  rationalen 
Zahl  gleich  sein  kann.  Für  irrationale  Behandlungszeichen  gelten 
alsdann  folgende  Lehrsätze.  ' 

•  I)  Jedes  irrationale  Behaadlungsaeichen  a  ist  eindeutig. 

Beweis.    Es  ist  zu  zeigen,  dass  aas  XsssY  folgt  X.a^tsstYtm 

'■*  1 

(§.  4.  I.).     Es  sei  0'  ein  bis  auf  —  angenäherter  Werth  von  a  und 

«war,  om  die  Begriffe  festzustellen,  ä-^a  and  X  positiv,  so  is^ 

Ä'<a.<</  +  ~    »ho  X.«'^X,»^X.»'i+.X.-i-»   l^"*' 

ft  — —  ——  1% 
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1    >  >  1 

+  F.  ~  ^  y.  a  ^  F,  o*.  Da  quo  ^  und  —  alt  rationale  Zahlen 
eiadentig  sind»  so  ist  X  •  a'  =  Y*.  «r^,  X  .  — •  =  Y  .  — ,  also  — 

X  .  — _  X  .  a  T-  y .  »  _  X  .  — -,  d.  h.  val.  abs.  (X.ä —  Y .a\ 

-^         1  1 

^  X. — .    Da  DUO  X.---  dem  absoluten  Wertbe  nach  kleiner  sein 

kann  als  jede  angebbare  Crröspe,  so  ist  X.arss  F,«r. 

II)  Jedes  irrationale  Behandinngpzeichen  ist  eine  Zahl. 
Beweis.     I£s   ist,   wenn    man    die  Bezeichnung   des   Fonren 

Satzes  beibehält,  zu  zeigin^  dass  (X  d=  y).ii  =  X.«=irr. « 

(f.  4.  IL).  Nun  ist  (X  -I-  r) .  »'  ^  (X  +  r) .  «  ^  (X  +  10 
.(ar  -f.-^)....  (1).  Ferner  X.(#'4-^)  ^X.«^  X  .  «', 
F.  (ä*  +  4")  ^  F .  «  ^  y .  «';  also,  da  d  und  «'  +  —  Zahlen 

«od,  (X+  r)'(«'-+-4-)— ^••+  y-«— (x+  y). «».... (2). 

An*  (1)  und  {2)  folgt  «ber  —  (X  -|-  F)  .  -i-  ^  (X  +  1C)  .  m 

—  (X.i+y.a)^(X-*-y).4-5  »itkin,  da  (X+ y),-^- *!*•- 

ner  sein  kann,  als  jede  angebbare  Grösse,  (X  +  F)  .  or  =:  X  •  « 
-f-F.«. 

Ferner  ist  X—  F+  F=  X,  also  (X—  F+  F).a=X.«, 
daher  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  (X  —  F)  .  a  +  F  .  « 
=  X.<»;  also  (X—  F).ä=X.i»—  F.ar. 

III)  Bine  irrationale  Zahl  ist  mit  jeder  Zahl  m  gleichartig, 
welche  mit  allen  rationalen  Zahlen  gleichartig  ist;  also  auch  mit 
allen  rationalen  Zahlen  selbst  und  demzufolge  wieder  mit  alten  ir- 
rationalen Zahlen. 

Beweis.  Es  ist  zu  zeigen,  dass  X.flf.a=  X.4ar«M(f.4.  IIH. 
Nun  ist,  wenn  man  der  Einfachheit  wegen  m  als  positiv  annimmt« 

X.  («'  +  ■-■).«»_  X  .«.  HS  _  X.«'.  ••,  X.«i.ä'_  X.m.« 

^  X .  s» .  («'  +  -r')-    Den  Voraussetzungen  des  Lehrsatzes  zu  Folge 

1  1 

ist  aber  X.a'.«i  =  X.M.a',  X.---.im  =  X. «•.--•    Daher 

X  •  M  •  •2"  —  X«  49  •  0$  —  X.M.ir  _^  —  X .  as .  ■^,  also  X  •  a  •  as 
=  X .  as .  0. 

\V\  Eine  jede  irrationale  Zahl  ist  entweder  angebbar  oder  0. 
Es  giebt  also  keine  irrationale  Zahl,  deren  Produkt  in  eine  angeb* 
bare  Grösse  =0  ist,  während  eine  andere  Grösse  mit  ihr  multipli* 
drt  ein  angehbares  Produkt  giebt. 

Beweis.    \si  E  eine  bestimmte  angebbare,   X  eine  willkuhr- 

Grösse  und  ist  1^.0=  0,  so  ist,  wenn  a'  ein  auf  —  angenäherter 
Werth  Ton  a  ist  und  iS  als  positiv  betrachtet  wird,  ^  '^'Zr  '<^' 
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f 

—  a<— ,  also  -^E.—<ZE.(a'  —  m)=:E.a''^E'.a<,E.  —  i 

1  1 

mithin  auch  ^  E,  —  ^E.€i  <E.  — .    Da  o'  eioe^  rationale  "Zahl 

18t,  jio  kann  nan  a'=rdb-^  setzen,  wo  p  und  q  absolute  ganse 

Zahlen  sind.    Dann  ist  —  E  .  —  -^-^  E  .  p  \  q  ^^E .  — ,  also 

1 
E.piq'^E.—  oder  E ,ptm<, qE.    Da  ^ . i»  und  ^^ ganze  Zah- 
len   sind   und  E  angebbar  ist,   so  ist  dieses  nur  möglich »    wenn 
p,n^q^  also  />:^<! —  ist.    Es  ist  daher  auch ^o'-^H • 

also  — ^  •  ir=  ^'^'^s -^'"S"'  ^"*  einer  frQbern  Bedingung 
folgt  ober  —  X.--^X,a  —  X.ä'_X,  — ,  daher  —  X .  — 

^  X.a^  X  .  — ,  was,  da  «  beliebig  gross  sein  kann,  nur  mög- 
lich ist,  wenn  X .  a  =  0  ist.  Ist  also  a  nicht  angebbar,  giebt  also 
eiuA  angebbare  Grösse  E  in  sie  multiplicirt  ein  Product  ='0, 
so  ist  das  Prodiict  jeder  Grösse  in  sie  =  0,  also  0  =  0. 

§.  20.  Es  ist  leicht  zu  beweisen«  dass  die  Summe,  die  Diffe^ 
renz,  das  Product  und  der  Quotient  zweier  Irrationalen  wieder 
einer  irrationalen  Zahl  gleich  sind,  deren  angenäherte  Werthe  man 
erhält,  wenn  man  die  angenäherten  Werthe  der  gegebenen  Zahlen 
addirt,  subtrahirt,  multiplicirt  oder  dividirt,  und  dass  man  auf  diese 
Weise  die  Annäherung  beliebig  weit  treiben  kann,  ausser  wenn  der 
Diyisor  des  Quotienten  =0  ist  Man  kann  also  auch  jeden  ratio- 
nalen Apsdruck  aus  rationalen  oder  irrationalen  Zahlen,  in  wel- 
chem alle  Divisoren  von  0  verschieden  sind,  einer  ratioaalen  oder 
irrationalen  Zahl' gleich  setzen,  und  im  letztern  Falle  beliebig  ge- 
nau in  rationalen  Zahlen  berechnen. 

Im  Allgemeinen  folgt  die  Gleichheit  zweier  Behandlnngszeichen 
erst  dann,  wenn  -man  nachgewiesen  hat,  dass  jede  Grösse  in  sie 
multiplicirt  gleiche  Producte  giebt.  Rationale  oder  irrationale  Zah- 
len sind  aber  schon  gleich,  wenn  pur  eine  angebbare  Grösse  in 
sie  multiplicirt  gleiche  Producte  giebt  Sind  nämlich  a  und  6  die 
beiden  Zahlen,  E  eine  angebbare  Grösse,  und  ist  E.a:=zE.b^ 
so  ist  E.a  —  E.6=zE.{a  —  d)=  0.  a  —  b  ist  aber  ebenfalls 
einer  rationalen  oder  irrationalen  Zahl  gleich  und,  da  es  nicht  an- 
gebbar ist,  nach  §.  19.  IV.  =0;  also  a==^. 

Es<  ist  ferner  leicht  zu  zeigen,  dass  irrationale  Zahlen  gleich 
sind,  wenn  ihre  angenäherten  Werthe  gleich  sind. 

§•  21.  Ist  #==ao"l~<»i  •+•^1 +••••  *^«i "♦"••••  *o  inf.,  wo  m^y 
0,,  «^....a»....  in  inf,  rationale  oder  irrationale  Zahlen  sind,  ist 
ferner  2ir ^ <rr  +  Ar4-i  +  •••4  in  inf.  und  lässt  sich  endlich  nach- 

ffosao  1  I 

weisen,  dass  lim  /^r  =  0,  dass  also  A*-  <  "jj"  und  >  —  —  sein 

kann,  so  ist  es  leicht  zu  beweisen,  dass  %  einer  irrationalen  Zahl  gleich 
ist,  deren  angenäherte  Werthe  «o«  ^o+«i>  «Vo-H^^i+Asm..,  in  int 
sind.  Umgekehrt  lässt  sich  jede  irrationale  Zahl  in  eine  Summe  aus 
unendlich  vielen  Theilen  verwandeln.  Sind  nämlich  ««,  «i^«,  .... 
on  in  iuf.  die  angenäherten  Werthe  von  #,  so  ist  #=:0o+(«ri--0o) 

TWIT.  18 


I 
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o.    0,    a, 
aucD  8  =  <f  o  •  T^  •  r~  •  T*  .  •  •  • 


. . .  •  in  inf. 


Hieraoi  ergiebt  sieb  nnmiltelbar,  dass,  wenn  op  =  a^^  ^  a^ 
+  a, +  ..•«  in  inf.y  ^=^o  +  ^, +^,  •+-....  in  inf.  ist,  und  wenn 
^  und  p  irrationalen  Zahlen  gleicb  sind  (die  Reihen  convergiFen), 

auch  a7dbys=:(0o±^o)  +  (tfi  —  ^i)  +  («s±^t)  +  -*«*  i»  inf., 
a:  •  M  =  üq  .  M  -H  ^1  •  M  ~l*  ^s  .  INI  .  •  •  •  in  inf. ,  or :  imi  =  tf  ^  :  fli 
4-0,  zm  +  a,  :m,...  in  inf.  ist,  w<vin  m  eine  Zahl  and  im  letz- 
ten Falle  anffebbar  ist. 

§.  22.  Ist  B  eine  angebbare  Grosse  und  A  mit  jB  einstiBBig, 
so  lässt  sieb  immer  eine  rationale  oder  irrationale  Zahl  finden,  mit 
urelcher  B  mnltiplicirt  ein  Prodnct  :sz  A  giebt.  Man  kann  be- 
kanntlich eine  dieser  Bedingnofif  genügende  rationale  Zahl  finden, 
wenn  ^  und  i?  ein  gemeinschaftliches  Maass  besitzen.  Ist  dieses  nicht 
der  Fall,  so  giebt  es  ein  Vielfaches  von  iff,  welches  grösser  ist 
als  ji»n.  Da  kein  Vielfaches  yon  B:s:A,m  sein  kann,  so  nnas 
A  •  n  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Vielfachen  von  By  dem 
rfachen  und  (r  -f-  l)fachen  liegen.    Abin  hat  dann': 

B.r<:A.n<B,(r+l)  oder  A<,B—+B.^y  A>B^^^. 

f  1 

Es  ist  dann  erlaubt  udf  =  ,fl  *  —-  +  ^  an  setzen,  wo  A  <  Ä .  — 
ist.    EbeoBO  kann  man  setsen: 

r  B     ' 

Ai=^-;jf-f-A«i  wo  r,<ü,  At<5;7  «^ 
A2=^-5r+Ai>  wo  r,  <»,  A.  <;pj  wi 


in  inf. 


und  erhält  dann 


^    ^u  *«•  ^«»  ^"•••-  «^+i;— A 


also 


^=Ä.  hm  ^-  +  jfj  4-;^+..^;;5^,  j=Ä.(-  +  ji  +  jr4-...iQ  Inf.; 

Sezeichnet  man  die  letzte  Summe  ans  nnendlieh  vielen  Theilen  nit  s 
und  die  grösste  der  Zahlen  r|,  r„  r,,  in  inf.  mit  ^,  so  ist «  >>  —  und 

*<^-l-«(^4-;Jr -*-;?;  +  ....  in  faf.)«^-l-ij:^.    D* 

hier  Q  höchstens  n^-^1  sein  kann,  so  bt#^ —  and  # "^  — * 

r  1 

mitbin  —  ein  bia  auf  —  angenäherter  Werth.  von  #•    Da  man  aber 
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m  beliebig  gross  annelisiieD  kann,  so  ist  «  eine  Irrati bnalzaU.  'Wie 
dieser  Sats  auf  positire  und  negative  GrÖsseti  ausgedehnt  werdeo 
kano,  ist  klar. 

Sind  «  nod  6  zwei  rationale  oder  irrationale  absolute  Zablctei 
■o  ist,  wenn  a  nitht  g]ei<!h  Sy  ein^  von  beiden  Zahlen  grösser  als 
die  andere.  Denn  bfseicbnet  E  eine  bestimmte  positive  Gröiise,  so 
sind  auch  JS^a  und  E.  b  solche  Grössen«  Beide  Grössen  sind  also 
«otweder  gleich  oder  eine  von  beiden  ist  grösser  als  die  andere. 
Ist  ü?.  a  =  JE?.  ^>  so  ist  auch  a  =  ^,  es  mnss  also  eine  von  bei- 
den grösser  als  die  andere  sein.  Ist  z.  B.  E.a'^E.Ö^  so  ist 
E.o  —  E.b  ^  E.(a  —  ^)=  einer  angebbaren  positiven  Grösse. 
Man  kann  also  nach  dem  vorigen  Satxe  %.fa— ^^)  =  i^.^  setzen, 
wo  d  eine  absolute,  ansrebbare  rationale  oder  irrationale  Zahl  ist 
Dann  ist  aber  nach  f.  W.  a •—  ^ s=s ^,  also  m^b. 


p.    BegriCf  der  Potenz. 

^  23.  Ist  a  irgend  ein  Behandhmgsaelcben,  und  n  eine  ab- 
solute ganze  Zahl',  so  bezeichnet  o*  bekanntlich  ein  Product  aus 
m  Factoren,  welche  sämmtlich  =a  sind,  t^  ist  also  ein  Bebaud- 
inngszeichen,  welches  anzeigt,  dass  mit  einer  Grösse  n  mal  hinter 
einander  die  durch  a  angezeigte  Behandlung  vorgenommen  werden 
soll. 

Ist  m  ein  angebbares  Behandlungszeichen  und  or+y — %  einer 
absoluten  Zahl  gleich,  so  ist  o^'f-y— *  :=:  o*  .  «y :.  a*.  Für  den  Fall, 
dass  off  +  y — %  Noll  oder  einer  negativen  Zahl  gleich  ist,  soll 
diese  Gleichung  als  Definition  der  Potenz  dienen,  so  dass  also, 
TorlSnfig  wenn  or,  y,  %  beliebige  ganze  Zahlen  sind,  o^'^Hr-«  :=:  a* 
.äS\a^  ist 

Es  lässt  sich  leicht  nachweise»;  dass  aui  «sss^,  lir^zbydb« 
=  ±  ^  ±  y'  db  »'  folgt  «**%=t»  ^  ^d:»^f±»'^  wenn  a  angeb- 
bar ist  . 

f.  24.  Ist  a  eine  absolute,  rationale  oder  irrationale  Zähl  und 
r  eine  ganze  Zahl,  so  giebt  es  eine  absolute^  rationale  oder  irra** 
tionale  %ahl  §9,  welche  der  Bedingung  serss^y  genügt 

Beweis.  Es^  3ei  n  eine  beliebige  ganze  Zahl;  man  bestimme 
die  ganxen  Zahlen  x,  «i,  «,  ....  in  inr.  so,  dass  sie  den  Bedin- 
gungen: 

»•^^  «<(«  +  !)' 
i»  -r-  ^   -1-  ^,i  «.  w  <;^  \»  -t-  ^   ^  ü»  ^^  «»^ 

4  • 

l«-f-  n    ^n»  ^  n*9   _«<:i»-f-  ^   -t-^,  -t-^,  -l-^J 

In  mf. 


genögen,  so  ist  offenbar 

18 


276 

(»-f-^)'-<(i«  +  l)' ....«,<« 
(»4-^  +  ^K  <  («  H- ^  +  V)' •- *•  <  » 

in  \tJL 
SeUt  man 

so  iit 

Hieraas  folgt 


9 


(«'-  +  5J  -  «'-) . ;: -j 


(w«  H )  —  M'« 


r  1 

■ 

Da  19  ^  1,  80  folgt  hieraaB: 

oder 

«  =  lim (terp  =  (lim  Ww^  =  tpi. 

Um  also  die  Ricbtigkeit  des  oben  aasgesagten  Sattes  nackanwei« 
sen»  braucht  nur  aoclf  geseigt  au  werden,  oass  w^  =:  einer  ratio- 
nalen oder  irrationalen  SSablsein  mnss.    Es  ist  aber: 
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1 


—  *  "f"  ^  "i~  ^  T  ....  -f-  —  -f-  •  • .  •  m  inr. 


4-  iD  inf.  •••« 


•  *.'         _.«         ^B         ■■■     •■•••    ••>«  ^  f 


(da  «M  <<  I»,  also  h^chitena  =  n  •»  1) 
-1        1 


^^^       *****  1  — -L 

^  I»  «' 

s  1 

also  X  +  —  ein  bis  auf  —  aDgenaheiter  W^rtli  yon  t^;    Da  nmi  n 

eine  beliebig  grosse  Zahl  sein  kann,  so  ist  §a^  eine  irrationale  and 
offenbar  aucn  eine  absolute  Zabl. 

Der  z.B.  fon  Obm  in  seinem  „Geist  der  Analjsis"  gegebene 
Beweis  dieses  Satzes  scheint  mir  bei  der  hier  eingescblagenen 
Betrachtungsweise  nicht  vollkommen  streng  su  sein.    Er  stützt  sich 

nämlich  auf  den  Satz,  dass  a<<V^^,  wenn  o^«^^,  vorausgesetzt 

dass  a  und  \/b  absolute  Zahlen  sind«     Bei  dem  Beweise  dieses 

r 

Satzes  mnss  man  aber  voraussetzen,  dassl/^^  entweder  ^ ,  oder  = 
oder  ^a  ist,  was  hier  nicht  ohne  Weiteres  geschehen  durfte. 
Ich  glaubte  deshalb  obigem,  freilich  weitläufifcigern  Beweis  den  Vor- 
zug geben  zu  müssen* 

Bezeichnet  m  eine  rationale  oder  irrationale .  absolute  Zahl,  so 

r 

soll  \/a  eine  ähnliche  Zahl  bezeichnen  ^  bestimmt  durch  die  Be- 

dingung  {\/dy^=za^  Ein  anderes  Behandlungszeichen  als  eine  ratio- 
nale oder  irrationale  absolute  Zahl,  weichet  dieser  Bedingung  ge« 

r 

nSgt,  soll  durch  \)|^a  bezeichnet  werden.     Ist  dann  die  rationale 

r  r 

oder  irrationale  absolute  Zahl  a  =  ^,  so  ist  auch  \/a=\/lf. 

TT  / 

Denn  da  \/a  und  \/b  rationale  oder  irrationale  absolute  Zah- 

r  r  r 

Jen  sind,   so  ist  nach  §.  22.,  wenn  \/a  nicht  =  V^^  ist,  |/V» 

^  \/'L  Daraus  wurde  aber  folgen  {\/äf  .^\/by  oder  «^  b^  gegen 
die  Voraussetzttog. 

r 

Es  ist  also  \/a  ein  eindeutiges  Behandlungszeicben.  Die  übrf* 
gen  Eigenschaften  dieses  Zeichens  ergeben  sich  aus  der  Eigenschaft 
desselben  eine  rationale  oder  irrationale  absolute  Zahl  zu  sein. 

Ist  a  ein  anderes  BehandlungAzeichen  als  eine  absolute ,- ra- 

r 

ttonale  oder  irrationale  Zahl,  so  soll  |/^a  ein  Behandlungszeicben 

r  r 

sein,  welches  der  Bedingung  {\/ay  =  a  genügt    ^m  zeigt  also 
eine  solche  Behandlung  der  Grösse  X  an»   durch  deren  rmalige  ' 
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Wiederhoinng  die  Grdsse  X.«  ebtstebt  'Giebt  et  mebrere  Beb»Bd- 

langen  y  welche  dieser  Bedingung  genögen,  so  soll  \/a  nar  eine 

dieser  Bebandlungen  bezeicbnen,  so  dass  \/a  imner  ein  eimlenti- 
ges  Behandinngszeichen  ist 

f.  25.    Ist  ^r*^:«=s  einer  ganzen   Zabl»  >8o   ist  «r'-y 

^=  l^(a*)y.  Für  deu  Fall»  dass  ac.yix  keiner  ganzen  Zahl,  son- 
dern einem  Bruch  gleich  ist,  soll  diese  Gleichung ^zur  De&oilioii 
der  Potenz  mit  gebrochenen  Exponenten  dienen.  Ist'«  ein*  ratio- 
nale oder  irrationale,  absolute  Zahl,  so  ist  a'^y-*  einer  äbnliehen 
gleich.  Unter  derselben  Voraussetzung,  und  wenn  man  die  oben 
gegebene  Bedeutung  des  Zeicliens  (/^festhält,  ergiebt  sich  auch', 
dass  a*-y *»  =  Ä*^y''»',  wenn  a  ==  ^,  ^.y:«  =  or'.y^:»' ist. 
Dass  überhaupt  die  gewöhnlichen  Sätze  über  Potenzen  för  solche 
Potenzen  ganz  allgemein  gelten,  leuchtet  leicht  ein. 

§.  26.  Ist  ^  eine  irrationale  Zabl^  so  kann  nach  dem  Fruhera 
^  =  Mo  +M,  +«»,-(-....  mn  +  ....  in  inf.  gesetzt  werden,  l&t 
alsdann  w  auch  einer  rationalen  Zahl  gleich,  so  ist 

Ä*s5=  !!*••. «^i  .ii^«.!!*'«  ..•.  o**»  ...•  in  iii£ 

=5  lim  («*»o  .  o«! .  ««t . . . .  ««»•) 

wenn  a,  eine  absolute,  rationale  oder  irrationale  Zahl  ist. 

Der  Beweis  kann  hier  übefgangen  werden,  da  spätelr  noch  ein 
Beweis  vorkommt,  der  dem  Beweise  dieses  Satzes  ganz  ähnlich  ist. 
För  den  Fall ,  dass  ^  keiner  rationalen  Zahl  gleiw  ist,  soll  obige 
Gleichung  als  die  Definition  der  Potenz  a*  gelten. 

ist  a  eine  absolute,  rationale  oder  irrationale,  angebbare  Zahl, 
so  ist  aych  a*  eine  absolute^  rationale  oder  irrationale  Zahl. 

Beweis.  Es  sei  «lo  +  Mj  +  ot,  +  . . . .  «Sj,  =  oph^  «n-i-i 
•4-  ^witt  "H  *.*.  in  inf.  ^=  ^»,  und  um  einen  bestimpten  Fall  vor 
sich  zu  haben,  sei  a^l;>dann  ist  «^=«^»».«r^,  also  a^  —  «*• 
=  iv^^(a^ -^  1).  Da  a^n  ein  angenäherter  Werth  von  o?  und  ^ — jCn 

=  A»  ^^^  ^^  kann  man  n  so  gross  nehmen,  dass  val.  abs.  ^n  -<.  — t 
wo  r  eine  beliebige  ganze  Zahl  bezeichnet    Dann  ist  -y  '^  «^ 

JL  i-  1        ' 

<!«''.    Da  «r  ^  1  ist,  so  kann  man  a**  t=  1  -4-  (f  setzen ,  wo  d 

eine  positive  Zahl  bezeichnet.  Es  ist  dann  a=^{\'^^''>'l+rd, 
also^<     ^    .   Nimmt  man  also  r  gross  genug,  so  kann  <^  kleiner 

sein ,  al»  jede  angebbare  absolute  Zahl.     Ferner  ist  —  =  ,       > 

=  1  —  I      ^  =1  —  9y  wo  die  positive  Zahl  9^  ebenfiills  kleiner 

sein  kann,  als  jede  angebbare  positive  Zahl.  Es  ist  dann  also  1 — 9 
<  «A»  <;  1  +  *  oder  —  (f.  <  a^  —  1  <  +  *;  mithin  val.  abs. 
(•^  — .  i^Pn)  <;  n^nd«  Hierans  geht  hervor^  dass  #**  ein  kelielMg 
nah  angenäherter  Werth  von  a^  sein  kann^  nnd  da  man  «^^   be- 
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lidiig  nahe  io  eiDer  ralyonalen  Zahl  ausdrücken  kanD»  so  gilt  das- 
aalbe  für  o'. 

lat  a  <  1 ,  80  Ist  —  >  1  und  «*  =;?  1 :  y^j  .    Da  nan  f —) 

eine  irrationale  Zahl  ist,  so  gilt  dasselbe  Ar  1 :  y—'j    oder  für  a^. 

Ist  die  irrationale  Zahl  a7  =  y>  oder  sind  ^  nnd'^  verschie-* 
dene  Reikeoentwickelungen  einer  und  derselben  irrationalen  Zahl 
«nd  ist  <lie  angebbare,   absolute,  rationale  oder  irrationale  Z^l 

49SSidj  so  ist  0^=  6^, 

Beweis.    Sind  jr»,  yw  twei  bis  anf  -^  angenäherte  Werthe 

von  ap  und  v  und  xwar  z.  B.  kleiner  als  diese,  n^  ist  Wn<^^ 
1  1  1  "     * 

<:^»  +  -;j-,  y«<y<$rji+^5  «bo,  da  y=;tr,  ^n-— y»— — <0, 

Xn  —  y»  +  "T"  >'^;  «ithin  val.  abs.  (jp«  —  y»)  <— r    F«fner  ist 

«** — «y»  =  «y!»(«^*^y»  — IX  Da  nun  ^»  —  y«  dem  absoluten 
Werthe  nach  kleiner  sein  kann  ala  jede  aagebbare  Zahl,  so  lässt 
sieh  auf  ähnliobe  Weise  wie  in  dem  Torigen  Beweise  ceigen,  dasa 
dasselbe  von  ofSn-^ffn  ^  1^  also  anck  yon  o^«  -^  «y»  gilt;  Man 
kann  also  setzen,  da  a^'>  =  ^'*: 


und  ebenso: 


also 


—  —  <r  «^*  - 

-Äy» 

<+l 

-•*- 

^-4-i- 
<."!"  ^ 

—  W' 

^"■^  •■'■"  ^c"   <■"" 

-^y- 

<+4. 

woraus  unmittelbar  die  Gleichheit  von  o'  und  ßv  folgt 

Die  bekannten  Sätze  über  Potenzen  lassen  sich  dann  auch 
leicht  auf  Potenzen  mit  irrationalen  Exponenten  ausdehnen.  Ist 
z.  B.  jp  =  fSo  -|-  aS|  -|-  es,  -1-^  • ...  in  iuL,  y = it0  +  f$g  +  is^  -f- .... 
in  inf.,  so  ist 

«*.«y  =  ap"^.ar«»*.Ä'»« -!•.... in  ini  «"«.«^».ar^  .^«.^  in  inf.. 

=  aHH^, 
(a*)ir  =  (ä*)»»o-*«i-hi.  .-.  la  i«f-s=-  (ii«)iio .  (a»)"i .  (ä*)».  .  in  Inf. 

33  ||4^1»-H«>-Ms  ••••  te  iBf^*)  =p  4?^  *  y 

etc.  etc. 

und  es  ist  einleuchtend,  dass  diese  Sätze  streng  allgemein  gehen, 
so  lange  man  d;^  oben  Sher  die  Bedeutung  dieser  Potensen  Ge- 
sagte genau  festhält. 
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P.    loiairioäTe  GrÖBsen  Dod  Zahlen. 

§.  27.  lo  dem  Frühem  worde^  keine  besondere  Art  von 
sen  betrachtet,  sondern  die  Tlntersachungen  p;elten  fiir  alle  Dinge, 
welche  den  früher  angegebenen  Grundsätzen  genüglen*  So  bald 
aber  von  einer  solchen  tfehaDdiunjr  der  Einheit  die  Rede  ist,  die 
nnr  auf  eine  besondere  Art  von  Grössen  Anwendung  findet  oder 
bis  jetzt  gefunden  hat,  wird  es  auch  erlaubt  sein,  die  Betmefatoog 
auf  difese  Art  von  Gtössen  einzuschränken.  Dieses  ist  aber  bei  der 
durch  imaginäre  Zahlen  vorgeschriebenen  Behandlung  der  Kioh^it 
der  Pall,  die  nur  bei  einer  besondern  Art  von  räunnlichen  Grössen 
ausführbar  ist. 

$.  28.  Soll  die  Lage  eines  Punktes  A  auf  einer  anbegränzt 
gedachten,  geraden  oder  krummen  Linie  bestimmt  werden«  s<i  dasa 
mon  den  Punkt  A  mit  Bestimmtheit  von  allen  andern  Punkten  die- 
ser Linie  unterscheiden  kann,  so  'muss  man  die  ijage  eines  nndern 
Punktes   O   dieser  Linie  als  bekannt  voraussetzen.     Ist  dann   die 

? geradlinige  oder  krummlinige  Bntfernung  OA  gegeben,  so  kann  die 
iBge  des  Punktes  A  im  Allgemeinen  noch  eine  zweifache  sein. 
Cm  diese  Zweideutigkeit  aufzuheben,  denke  man  sich  noch  einee 
zweiten  Punkt  M  der  Linie  gegeben,  dek'  eine  grössere  Batferouog 
von  ^  als  A  -hat.  Um  nun  den  Punkt  A  zu  erhalten^  muss  naaB 
von  O  aUs  die  Entfernung  OA  entweder  so  abtragen,  dass  sie  die 
Entfernung  MO  vergrössert  oder  dass  sie  dieselbe  verkleinert.  Im 
ersten  Falle  kann  mau  alsdann  die  Entfernung  als  eine  positive, 
im  zweiten  als  eine  negative  Grösse  betrachten.  Bekauntlich  neonc 
man  diese,  positiv  oder  negativ  gedachte  Entfernung  die  Coordt- 
nate  des  Punktes  A.  Eine  Linie,  deren  Punkte  man  sich  durch 
Coordinaten  bestimmt  denkt,  heisst  eine  Coordinaten- Achse  nod 
man  unterscheidet  in  ihr  die  positive  und  die  negative  Halbachse. 

Sind  X,  X'  die  Coordinaten  der  Punkte  A  und  A\  so  ist  gra^z 
allgemein  MA  =  MO^X,  MA^MO-^X-,  daher  AA=sit\. 
abs.  {MA  —  MA')  =  v^\.  ahs.  (X— X'). 

Es  seien  O  und  O^  zwei  Anfangspunkte  der  Cnordinaten  auf 
derselben  Achse,  X  und  X'  die  Coordinaten  von  A  in  Bezug  auf. 
0  und  ^,  und  'es  sei.  X«  die  Coordinate  von  Ü*  in  Bezug  auf  den 
Anfangspunkt  0,  Setzt  man  voraus,  dass  in  beiden  fi^ystemen  das 
Zeichen  der  Coordinaten  mit  Hülfe  desselben  Punktes  M  bpstimmt 
sei,  der  also  nicht  zwischen  den  Punkten  0^  V^  A  liegen  darf,  so 
ist  streng  allgemein  MA=JiO+ X,  MAz=iMQ'^  X'^=  MO 


-f-  Xo  +  X';  also  X=  X 


X'. 


Um  die  Lage  eines  Punktes  A  in  einer  Ebene  zu  bestimmen, 
setzt  man  bekanntlich  die  I^age  zweier  sich  in  demselben  Anfangs- 
punkte 0  rechtwinklig  schneidenden  Coordinatenachsen  als  bekannt 
voraus«  Denkt  man  sich  alsdann  durch  A  zwei  Parallelen  zu  den 
beiden  Achsen  gezogen ,  so  ist  die  Lage  derselben ,  also  auch  die 
Lage  ihres  Ourchschoittspunktes  A  vollkommen  gegeben  und  be- 
stimmt,  wenn  man  die  Coordinaten  der  Durchschnitte  dieser  Paral- 
lelen mit  den  beiden  Achsen  kennt.  Diese  beiden  Coordinaten  X 
Sind  F  nennt  man  bekanntlich  auch  die  rechtwinkligen  Coordinaten 

Es  seien  X,  Y\  (X),  (F);  X',  T  die  Coordinateb  ei  des  Punk- 
tes in  Bezug  auf  drei  Coordinatensysteme  mit  parallelen  und  gleieh 
gerichteten    Halbachsen,    deren    Anfangspunkte    O^  (0),  O^   sind. 
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(O)  liere  auf  der  Achse  der  X  «ed  teiee  Coordioatein  Besii^  auf 
O  sei  Xo ;  ^  lieg:e  auf  4w  Aehae  der  (  Y)  ^and  seioe  Coordioate 
iD  Bezug  auf  (O)  sei  F^,  so  siud  Xo>  ^o  ^'^  Coordinaten  von  O^ 
in  Besag  auf  O.    Bs  ist  dann 


y  =  ( F) 


(X),    (X)  =  X' 


daber 


X==Xo  +  X',      Y   =Y^+T. 


§.  9^.  Begränste  Gerade,  die  man  sich  tob  einem  und  dcm- 
velbeo  AofuDgspunkte  aus  io  derselben  Rbene  nfacb  verschiedenen 
Richtungen  gezog:en  denkt,  sollen  Strahlen  genannt  werden.  '  Ver- 
8chieü«'ne  Strahlen  können  sich  durch  ihre  verscbiedene  alisolute 
Lange  uud  auch  durch  ihre '  verschiedene  Richtung  nnterschpiüen. 
Sieht  map  den  Anfangspunkt  der  Strahlen  auch  als  Anfangspunkt 
der  Courdinateo  an,  so  ist  der  Strahl  vollkommen  bestimmt  und 
gegeben,  weön  die  Coordinaten  seines  Endpunktes  gegeben  sind. 

Sind  die  Coordinaten  des^Rndnnnktes  eines  Strahls  in  Bezug 
auf  den  Anfangspunkt  ^  und  B,  zieht  man  durch  einen  Punkt  JVy 
dessen  Coordinaten  Xoi  l^o  sind,  eine  Gera<ie  JHJV^  welche  mit 
dem  gegebenen  Strahl  gleiche  Richtung  und  Länge  hat,  sq  sind 
die  Coordinaten  des  Putiktes  JV  in  Bezug  auf  ein  durch  Ai  geleir- 
tes,  dem  anfans<lichen  paralleles  Achsensystem  ebenfalls  ^4  und  i?. 
In  Bezug:  »»f  das  anfängliche  Abbsensvi^tem  seihst  sind  daher  die 
Coordinaten  des  Punktes' iV  Xo  ■+- ^,  V^ -+- Ä 

Fär  solche  Strahlen  sollen  folgende  Definitionen  gelten: 

I)  Zwei  Strahlen  sind  gleich,  wenn  sie  gleiche  .Längen  haben 
und  von  demselben  Anfangspunkt  nach  derselben  Richtung  laufen, 
wenn  sie  also  i  entisch  sind. 

II)  Es  seien  O^^  und  OA^  zwei  Strahlen.  Zieht  man  von 
^i  eine  Gerade  A^A^^  welche  mit  dem  Strahl  OA^  gleiche  Rieh* 
tnng  und  Längfi  hat,  so  nennt  man  den  Strahl  OA^  die  Summe 
der  Strahlen  ÖA^  und  Ö^,  (Str.  Ö-^,  =Str.  ö^,  H-Str.  OA^). 
Zieht  man  von  ^^  eine  Gerade  ^1^4,  welche  mit  dem  Strahl  OA^ 
gleiche  Länare,  aher  die  entgegengesetzte  Richtung  hat,  'so  nennt 
man  den  Strahl  OA^  die  üiflSrenz  der  Strahlen  OA^  und  OA^ 
(Str.   0^4=  Str.  <?^,  —  Str.  OA^). 

Um  die  Summe  zweier  Strahlen  zu  construiren  braucht  man 
daher  nur  aus  diesen  beiden  Strahlen  das  Parallelogramm  zu  con- 
struiren; die  durch  0  gehende  Diagonale  desselben  ist  die  Summe. 
Cm  die  Differenz  zu  ßnden,  muss  man  ein  Parallelogramm  aus  OA^ 
und  dem  Entgegengesetzten  von  OA^  construiren;  die  durch  O 
gehende  Diagonale  desselben  ist  alsdann  die  Differenz. 

Bs  muss  nun  noch  gezeigt  werden,  dass  Strahlen  den  in  f.  % 
aufgestellten  Grundsätzen  geniigen,  dass  sie  also  als  Grossen  be- 
trachtet werden  dürfen.  Die  Richtigkeit  von  I)  und  II)  ergiebt 
sich  unmittelbar  und  die  Beweise  der  übrigen  Sätze  sind  einander 
ganz  ahn  lieb.    Dm  z.  B.  zu  zeigen,  dass 

St.  OA,  +(8tr.^^,dbStr.^.^,)=Str.C^^,+Str.C^^,dbStr.0^,, 
beseiehiie  man  die  Goordinliten  von  A^y  A^^A^  mit  X,,  F|  $  X,, 
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^%i  ^t«  ^a*  Di«  CoordiBateft  dt«  EidpiiBklet  4m  dem  SttmUc 
OJl^  entjgegeBgeseUten  Strahles  «ad  davi  —  X»»  —  F,.  Ana  der 
Brklärang  der  Sumne  und  Differeni  tweier  Strahlen  in  Verbiodosg 
mit  dem  im  Aofaoge  dieses  Paragraphen  hewiesenen  Satxe  folgt 
daoD,  dass  der  Endpunkt  von 

Str.  Ö-^, -H(Str.  O^^dbStr.  ö^i,) 
Str.,  OJ,  -h  Str.  OJ^  ±  Str.  0-rf, 

respective 
die  Coordinaten  X, +(X,d=X,),  F, -f.(y,=b  F.) 
die  Coordinaten  X,  +  X,  rb  X,,    F|  -4-  F,  db  F, 

hat  Die  Endpunkte  der,  dureb  die  beiden  in  Rede  stehenden  Ans« 
drücke  bezeichneten  Strahlen  haben  also  gleiche  Coordinaten  oder 
t'ailen  zusammen;  die  Strahlen  selbst  sind  also  ffleich. 

Strahlen,  welche  verschiedene  Richtung  haben,  können  natur- 
lich nicht  mehr  als  einstimmige  Grössen  betrachtet  werden  (§.  lO«). 
Strahlen,  welche  dieselbe  Richtung  haben,  genügen  indessen,  wie 
leicht  zu  ersehen,  den  in  §.  10.  aufgestellten  Grandsätaen  nnd  dür- 
fen daher  als  einstimmige  Grössen  betrachtet  werden. 

f.  30.  Wird  ein  Strahl  mit  einem  absoluten  Bebandlnngsxei- 
eben  multiplicirt,  so  ist  das  Prodnct  ein  Strahl »  welcher  mit  dem 
Multiplicanden  dieselbe  Richtung  hat»  Dieses  findet  also  nament- 
lich statt,  ivenn  der  Multiplicator  eine  absolute  rationale  oder  eine 
irrationale  Zahl  Ist,  deren  angenäherte  Werthe  absolute  Zahlen  sind. 
Wird  ein  Strahl  mit  einer  negativen  Zahl  multiplicirt,  so  ist,  wie 
leicht  zu  ersehen ,  das  Product  ein  Strahl  in  der  entgegeugesetzteo 
Richtung  des  Multiplicanden.  Es  muss  nun  zunächst  der  Begriff 
solcher  Behandlungszeichen  entwickelt  werden,  mit  welchen  multi- 
plicirt der  Strahl  eine  andere  Richtung  erhalt. 

Man  denke  sich  um  den  Anfanrspunki  der  Strahlen  mit  eineas 
beliebigen  Halbmesser  einen  'Kreis  beschrieben,  dessen  Umfang  von 
der  Richtung  eines  Strahls  jR  in  einem  bestimmten  Punkt  JT^  ge- 
schnitten wird.  Den  Punkt  ji^  kann  man  als  den  AnCsngspunkt 
der  Bogeneoordinaten  auf  dem  Umfange  des  Kreises  ansehen  und 
willkührlich  feststellen,  nach. welcher  Seite  die  positiven  Coordina- 
ten genommen  werden  sollen.  Wird  aber  durch  0  zugleich  ein 
rechtwinkliges  Achsensvstem  gelegt,  so  sollen  die  positiven  Bogen- 
eoordinaten nach  der  8eite  liegen,  nach  welcher  mau  die  positive 
Halbachse  der  X  drehen  muss,  um  auf  dem  kürzesten  Wege  nacli 
der  positiven  Halbachse  der  Y  zu  gelangen* 

Die  Richtung  eines  andern  Strahls  ist  alsdann  vollkommen  be-^ 
stimmt,  wenn  mau  die  Bogencoordinate  des  Punktes  Jt  kennt,  in 
welchem  der  in  Rede  stehende  Kreisumfang  von  der  Richtunff  den 
Strahls  ^schnitten  wird.  Die  Coordinate  £s  Punktes  ui  in  nexng^ 
auf  ^o  ist  aber  gleich  dem  Producte  des  Halbmessers  in  eine  po- 
sitive oder  negative,  rationale  oder  irrationale  Zahl  9.  Diese  Zlabl 
9  soll  in  dem  Folgenden  der  beschriebene  Winkel  der  Richtung^ 
OA  in  Besuff  auf  Oj4o  genannt  werden.  Es  ist  klar,  dass  der 
beschriebene  Winkel  einer  Richtunff  in  Bezug  auf  eine  andere  nn- 
endlieb  viele  von  einander  verschtedeae  Wertle  bähen  .kann. 

Das  Behandlungszeicben  €  soll  anzeigen,  dass  ein  Strahl  bei 
unveränderter  Länge  naeh  der  positiven  Seite  der  ^  Begencoordi- 


Daten  um  «iDeii  Wialcel  fcedreht  werdto  «#II,  4Mieii  Bingen,  den 
Balbmcsser  gleick  iirt;  BeseidiDeC  H  cumd  ktliebtgen  ütriihl, 
•o  bewchnei  H.9  einen  Strahl  van  gleicher  Länge«  welcher  mi^ 
H  den  beschriebenen  Winkel  -|-  1  bildet.  Ist  •  eine  absolute 
ganie  ZahK  so  schreibt  nach  der  Erklärung  der  Potens  t*  eine 
ismalige  Wiederholung  der  durch  s  angeaeigten  Behaadlaag, 
also    eine   Drehung    des   8trahls    am    den    beschriebenen   Winkel 

Kr 
-I-  n  vor.    «^  s^  \/b  schreibt   eine  Behandlang   der  Einheit  vor, 
durch  deren  rmalige  Wiederholuag  eine  Drehung  des  Strahls  um 
den  Winkel  + 1  entsteht    Dieser  Bedingung  genügt  unter  andern 

die  Drehung  des  Strahls  um  den  beschriebenen  Winkel  4-  ~r  <iod 

JL 
da  einer  frühem  Beanerkung  an  Folge  das  Zejchen  \/b  oder  c 
imnier  eine  bestimmte  Bedeutung  haben  soll,  su  soll  gerade  diese 

-  Drehung  des  Strahls  um  den  beschriebenen  Winkel  +  -—  durch  das 

JL  r 

.  Zeichen  c    oder  \/b  angezeigt  werden.    Nach  der  Definitiou  der 

JL  r 

Potenz  schreibt  alsdann  c  **  =  (/c*  eine  Drehung  des  Strahls  um 

den  beschriebenen  Winkel  H vor.   Ist  gp>  eine  irhitionale  positive 

Zahl  und  gp :=  9)«  r4-  9i  +  v>,  ^^ . . ••  in  inf.,  so  ist  nach  einer  friihern 
Definition  Bf'  =  i9o .  ^i .  b9»  -f-  in  inf.  e'/*. schreibt  also  ejne  Dre- 
hung des  vStrahls  um  den  Winkel  9o*4r9>i  +9,  ^-•.••inlnt.  =9) 
'  vor.  Das  Zeichen  s?^^,  wo  9  und  ^  rationale  oder  irrationale 
positive  Zahlen  sind  and  9  —  ^  positiv,  0  oder  negativ  seia  kann, 
nu£s  alsdann  eine  Drehung  des  Strahls  um  den  beschriebenen  Win- 
kel f  —  ^  anieigen.  Denn  bezeichnet  je  eine  solche  Drehung  uai 
9  —  %  so  ist  oflfeobar  ^.cV'sc?',  also,  da  fV' angebbar,  crs^TieV' 

Ist  also  äp  eine  beliebige  positive  oder  negative,  rationale  oder, 

irrationale  Zahl,  so  ist  9*  eia  Behandlungszeichen ,  welches  eine 

Drehang  eines  Strahls  um  den  beschriebenen  Winkel  o?  vorschreibt 

'4n8  der  l^hre  von  den  Potenzen,   oder  auch   unmittelbar  aus 

dem  eben  hergeleiteten  Satze  ergiabt  sich  daan  leicht  die  Richtig- 

'keit  folgender  Sätze: 

1)  s*.«y  =  «*+ir,    II)  s*:«y  =  H>-y,    III)  («*>  =  «* -y. 


f.  31.  In  Bezug  auf  die  f.  5.  angegebene  Biatheilnng  der 
Behandlnn|^szeichen  ergeben  sich  für  c'  lol^nde  Bestimmungen. 

I)  C  ist  ein  eindeutiges  Behandlungszeichen. 

Denn  ist  der  Si^rahl  Il^JR^,  (Men  also  beide  Strahlen  zu- 
sammen, so  fallen  diese  Strahlen  auch  noch  zusamiüen,  wenn  man 
beide  uin  den  Winkel  o?. dreht  Die  durch  R.t*  und  /i,  . <«  dar- 
gestellten Strahlen  fallen,  also  zusammen  oder  sind  gleich. 

in  i'  ist  eine  Zahl. 

/i  +  /¥,  ist  die  Diagonale  des  aus  den  Strahlen  /t  und  H^ 
constrnirten  Parallelogramms,  (it  + /{|)  •  C  erhält  man,  wenn 
man  diese  Diagonale  um  den  Winkel  or  dreht  Denkt  maa  sieh  das 
gaose  Parallelogramm  attgedreht,  ao  araeheiDt  (ü  -^  Ji%)  4  •*  als 
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Diagonale  eines  ParalMognMBsi,  deasen  Seiten  dareb  il.t*,il|.a* 

dargresteilt  werden  Icönneo.  Man  hat  also  offenbar  (Jl^iiA.^ 
=  /!.€'  +  /{,  .  c^,  woraoa  aieli  dann  anch  leicht  (it— -ü,)  .c^ 
==  Ä .  «*  —  /li .  €*  ergiebt 

111)  C  18t  mit  allen  poBitiTen  oder  negalifTen,  rationalen  oder 
irrattoDalen  Zahlen  ubd  nuch  mit  «y  gleichartig. 

Ist  jR  irgend  ein  8trahl  und  a  eine  potitive»  rationale  oder  ir» 
rationale  Zahl ,  so  haben  H  •  0  •  t*  und  /t  •  c'  •  a  gleiche  Lange« 
Sie  haben  aber  anch  dieselbe  Richtnng,  da  die  Itichtnng  beider  ans 
der  von  R  dnrch  Drehung  um  den  .Winkel  or  entsteht   Es  ist  akao 

/t .  C  ( —  m)  und  R  .  ( —  «) .  e'  sind  die  entgegengesetsten 
Strahlen  von  R.B'.a  uod  R.a,€^,  Do  letztere  gleich  sind,  so 
müssen  aucli  erstere  gleirb  sein. 

R,i'  .$y  =  R.  c«^,  Ä.«y.€*=/l.«y*^.  Da  nun  op-f-jr 
=  y  +  ^  ist,  so  ist  auch  Tt .  (' .  cy  =  /t  •  cy .  e*. 

JV)  €'  ist  immer  angebbar. 

Denn  jeder  .aogebbare  Strahl  bleibt  angebbar ,  wenn  er  'auch 
um  eineD  gewissen  Winkel  gedreht  wird. 

§.  32.  Bezei ebnet  n  eine  positive  oder  eine  negative  jD[aDa^ 
Zahl,  so  ist  /{ .  cs^i  =  A  =  A .  1,  also,  da  dieses  für  jeden  Wertb 
von  R  gilt,  €««^  =  1.  Ferner  ist  «*•»+*  =  «*•»  .  «*  =  «*.  Da 
/t.<«-=/2.  — 1  ist,  so  ist  auch  «*»  =  —  1,  also  auch  «(»H-W.Tf 

IL 
=  £2ff^-Hi=c  —  I.   Bezeichnet  man  €'9  d.  h.  die  Drehung  um  einen 

rechten  Winkel  nach  der  positiven  Seite  mit  •',  so  ist  auch  e        * 

=  sa  =1  und  «^  ^^•'^'*'a"=^#.  Endlich  ist  t^  =  s  »  .  ««  =«"*^ 

=  —1,   (—<)»=:«*  .«»  =«•»  =  — 1. 

Beieichnet  ^  einen  beliebigen  Strahl»  so  kann  man  jeden  an- 
dern von  demselben  Anfangspunkte  ausgehenden  Strahl  durch  eim 
Product  von  der  Form  A.r.i^  bezeichnen ,' wo  r  eine  absolute» 
rationale  oder  irrationale  Zahl  und  9  ein  positiver  oder  negativer 
beschriebener  Winkel  ist.  W^  Zahlen  r  .  e^  und  r' ;  c^  sind  im» 
mer,  aber  auch  nur  dann  einander  gleich^  wenn  r'=.r'  und  9—9' 
=  ^un  ist,^  wo  n  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder  0 
bezeichnet.  Denn  immer,  aber  auch  nur  unter  dieser  Voraussetsunff, 
haben  die  durch  ^.r.c^  und^.r'.cV^  bezeichneten  Strahlen  glei- 
che absolute  l^änge  (ui.r  und  A.f')  und  gleiche  Richtung.  Bine 
Zahl  von  der  Form  r .  t^  heinst  eine  imaginäre  Zahl,  sie  wird*  eine 
reelle»  wenn  9p  =  /#.7r,  wo  n  eine  ganze  Zahl  oder  0  ist.  r  heisat 
bekanntlich  der  Modulus  von  r.«'^'. 

%.  33.  Da  r  und  ^  gleichartige  Zahlen  und  c^  eine  Potenz 
ist,  so  kann  man  mit  imaginären  Zahlen  gerade  so  rechnen,  wie 
mit  andern  Ausdrücken  von  ähnlicher  Gestalt.    Mau  hat  daher 

wenn  r'  angebbar  etc. 'etc. 

.  Die   bekannten  Sätxe  über   die   Tielfikmigen  Wurzeln   lassen 
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skh  mit  Leichtigkeit  ans  den  aufgeiteilteii  Begriffen  entwiekeln. 

x  =  \)^(r.<^)  beseichnet  bekanntlich  irgend  eine  der  reelle.n  o<^r 
imaginären  Zahlen,  bestimmt  durch  die  CrleicbuDg  «*  =  r  •  rV*. 
Da  X  eine  reelle  oder  imaginüre  Zahl  sein  kann,  so  mnsa  «=^«€^ 
sein.  Es  wird  dann  aus  obiger  Gleichung  ^"  •  ("V*  =  r .  e?^.  Diese 
Ciieichnng  kann  nur  bestehen,  wenn  ^"  =  r,  mtp  —  ^t=z%vn  ist, 

worang  q  =s  {/r^  fff = — - —  folgt.    Hieraus  ergiebt  sich  V(f^{r^) 

=  V^r.a  *  ,  welcher  Ausdruck,  da  man  für  v  jede  positive  oder 
negative  ganse  Zahl,  so  wie  auch  0  setzen  kann,  bekanntlich  n 
TOD  einander  verschieden^  Werthe  haben  kann. 

^.  34.  Die  imaginären  Zahlen  lassen  sich  noch  unter  einer 
andern,  bemerkenswerthen  Form  darstellen.  Bs  sei  ^  derjenige 
Strahl,  welcher  als  Einheit  aller  andern  von  demselben  Aofauffs- 
punkte  ausgehenden  betrachtet  werden  soll.  Man  lasse  die  positive 
Halbachse  der  X  mit  der  Richtung  dieses  Strahls  zusammenfallen 
and  bttlimme  die  Richtung  der  positiven  Halbachse  der  Y  nach  der 
in  f.  30.  gemachten  Bemerkung«  Ist  nun  Il=ji.rt^  irgend  ein 
anderer  Strahl,  so  kann  man  die  Coordinaten  des  Endpunktes  des* 
selben  oder  die  Proiectionen  desselben  auf  die  Achse  der  X  und  Y 
durch  ji.af  und  ^.y  bezeichnen,  wo  a:  und  y  positive  oder  ne- 

fative,  rationale  oder  irrationale  Zahlen  sind.    Diese  Projectionen 
ann  man  aber  ebenfalls  als  Strahlen  betrachten  und  als  Producta 
von  ji  in  imaginäre  Zahlen  darstellen.    Es  ist  einleuchtend,  dass 

ganz  allgemein  die  Projection  auf  die  Achse  der  X=:ji.jei  die 

n 

auf  die  Achse  der  Fss^.y.c'  ssiA.y.i  sein  muss.  Da  aber 
Ji  die  Summe  seiner  als  Strahlen  gedachten  Projectionen  sein  muss, 
80  ist  ^ .  r«^  =  -^# .  *  -f-  urf .  yt  =  -^# .  (o?  -I-  y .  •). 

Ist  nun  A  angebbar,  so  folgt  hieraus  re9*  =  ^+y.f.  Denn 
da  ^  +  y.s  als  Summe  zweier  imaginären  Zahlen,  wie  leicht  zu 
beweisen,  wieder  eine  imaginäre  Zahl  r'.ev^  sein  muss,  so  kann 
man  obige  Gleichung  auch  schreiben  A .  rt^  s=  A .  r  c9^.  Dieses  ist 
aber  nur  dann  möglich,  wenn  A.r'=^A,.r\  also  rz=:r  und  9> — ^' 
=  2wi:  oder  '^  =  «^',  daher  r^  =  w^iT  ist. 

Da.  dem  Frühem   gemäss  <*  =  —  1  ist,   so  kaqn  man  auch 

f  :=  K — 1  setzen,  wenn  man  bestimmt,  dass  k  —  1  gerade  die 

Zahl  •  =  c»   und  nicht  -»ls=s    'ss>  bedeuten  aölL  . 

Bekanntlich  sind  diejenigen  positiven  und  negativen,  ratio- 
nalen oder  irrationalen  Zahlen,  mit  denen  man  die  absolute  Länge 
eines  Strahls  multipliciren  muss,  um  seine  Projectionen  auf  die 
Achse  der  X  und  jT  zu  erhalten,  unabhängig  von  der  Länge  des 
Strahls  ,und  allein  abhängig,  von  seinem  beschriebenen  WiuKel  9p. 
Man  bezeichnet  sie  deshalb  mit  Cos  9  und  Sin  9».    Man  hat  also 

^.a?  =  (va1.  abs.  /l).Coi  9      ^•y=(val.  aha.  il)'.Sin  9 
^siA.r. Cos  9     '  s^A.r  Sin  9 

oder 

^ssr.Cos  9  yrsr.Sin^. 


Es  ist  daher 
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r^  :^  r(C08  9  -f-  ^  SiB  )p). 


Mit  dieseo  Aasdriicken  kann  «laD,  wie  aus  den  Fräbera  erhel- 
let, ebenso  recbnen^  als  wenn  i  irgend  eine,  reelle  Zahl  wäre,  nor 
BOSS  man  der  Bedeutung  von  .•  gemäss  •*  =  —  1  setzen. 

Aus  der  Gleichung  or  +  ^  •  V  =  ^'  +  *'  •  ^  folgt,  wenn  A  irgebd 
einen  Strahl  beteicbnet,  A  .(x  '^  i  .  y)^  A .  (x'^  • ,  y').  Die 
.durch  diese  Ausdrücke  beteichneten  Strahlen  sind  aber  nur  dann 
gleich,  wenn  die  Coordinaten  ihrer  Bndpnokte  gleich  aind,  d«  h. 
wenn  A*ac^=^A.x\  A.y^zA.f^  oder  x^szä^^  y=^  ist.  Bb 
ist  hierbei  voransgesetit,  dass  w^  ^,  y,  y  reelle  Zahlen  sind,  indeM 
sonst  nicht  A.ac^  A.äs'y  A.y^  A.f/  die  Bedeutung  tod  Coordi- 
naten haben  könnten.  Bs  ist  also  namentlich»  wenn  (^r-f-Sf-  •) 
=  r..  (Cos  9>  +  «  Sin  9),  auch  a:=zr  Cos  ^^  yi=sr  Sin  9« 

§•  35.  Von  den  vielfachen  Anwendungen  der  obigen  Betraeh- 
tnngeu  möge  hier  nur  die  allg^emeine  Herleitung  der  Formeln  fiir 
Cos(9)  +  o/)  und  Sin(9p  +  90  eine  Stelle  finden.  Es  seien  A%H^  JR^ 
drei  Strahlen  von  gleicher  absoluter  Länge;  der  beschriebene  Win- 
kel von  H  in  Bezug  auf  A  aei  9,  der'  von  ü'  in  Bezug  auf  A  aai 
m'  und  der  von  H'  in  Bezug  auf  A  sei  fp,  Bs  ist  dann  nach  der 
in  f.  118.  hergeleiteten  Formel  ^  =  9  +»9'.  Aus  den  früher  ent- 
wickelten Begriffen  ergiebt  sich  aber 


also 


oder 


jRz=zA.^,  A'=A.t^,  JV  =  R.i9'=A.f9,fr, 


A.tV^s=A.tl9^.^ 


Nun  ist  aber 


«V'isCos  V^  +  f  Sin  ^ 
^  =s  Cos  9  +  f  Sin  9 
<«>'==  Cos.  9'  +  »  Sin  9'. 


Daher 


Cos  ^  +  i  Sin  ^=s:<Cos  9«f-t  Sin  9).<Cos  9^  +  «  Sin  9*) 

=  Cos  9  .Cos9'^Sin9.Sin9'+f  .(Sin9  Co89'+Sin9'Cos9) 

also 

Cos  ^=Cos(9  --l-  9')  =  Cos  9 .  Cos  9'.—  Sin  9  •  Sin  9* 

Sin  ^  =s  Sin  (9  +  9*)  =  Sin  9 .  Cos  9'  +  Sin  9^ .  Cos  9, 
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lieber  gewisse  merkwürdige  Reihen. 

* 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  He s sei 

in  Marburg. 


f  1. 

Es  giebt  eine  Art  ?od  ReibeD,  welche  die  nerkwürdige  Eigen- 
schaft haben,  die  folgende  Zuaaninienstellnng  veraDschaulicht: 

I)  Beräcksichtigte  Reihe  ^y  B^  C,  D^  E^  F 

11)  Reihe  der  ersten  Differenzen  *)    ....«,    b^   c,    dy    e  .,., 
111)  Reihe  der  zweiten  Differenzen  **)  .  • . .  ü,  C,  /^,  J?  . . .  • 
1¥)  Reihe  der  dritten  Differenzen  . . . .  ^,    e^    d  .... 

n.  8.  w.  •  n«  8.  w. 

d.  b.  ea  stimmen  die  Reiben  I,  Hl,  Y,  VII....  (2JP — 1)  ....  hin- 
sichtlich ihrer  siimmtlicheD  Glieder  A^  B^  Cy  D^  E ....  mit  einan- 
der überein,  w8hre,nd  eine  ebensolche  Üebereinstimmunff  stattfin- 
det bei  den  Reihen  II,  i¥,  VI . . . .  (2/')  ....  hinsichtlich  der  aftmmt- 
lichen  Glieder  a^byC^d....*^  indem,  wenn  man  allgemein  die  Dif- 
ferenz zwischen  dem  zweiten  und  ersten  Gliede  der  0ten  Reihe  als 
erstes  Glied  der  (6+l)ten  Reihe  ansieht,  das  Ute  Glied  der  0ten 
Reihe  dem  (ii+l)ten  Gliede  der  (Q  —  2)ten  Reihe  gleich  ist,  so, 
dass  in  obiger  Darstellung  einerseits  die  gleichen  Glieder  der  Rei- 
ben I,  111,  \  ....(2,P — 1)  nnd  andererseits  ebenso  die  gleichen 
Glieder  der  Reihen  11,  IV,  VI....  (2/*)  löthrecht  unter  einan- 
der stehen. 

§.2. 
Bezeichnet  man  das  iste  Glied  -der  Isten  Reibe  mit.  Ittl  nnd 

ebenpo  das  iste  Glied  der  Uten  Reihe  mit  |a  li  und  dasitte^ed 

der  ^en  Reihe  mit  1  a  1,  nnd  die  Snamie  der  Glieder  der  Isten  Reihe 


*)  1?  — ^8&«,  C'-Bssbj  D^Csse  u.  8,  w. 
••)  b^m^B^  e^bssC,  d^e^Dn.  b.  m 
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vom  IftCeD  iiis  lam  itteo  Gliede  eiosdiliesslich  mit  |<^l>  and  ebenso 
die  Summe  der  Glieder  der  Uten  Reihe  vom  Isten  bii  xum  mten 


i^' 


eiDsckliessIich  mit  |^|»  so  ist: 


'» (0+(!)=O 

/        V//       KU 

4)   JS'  +  la  —  al=a. 
«         \1  1/         n 


Sucht  mau  aus  2)' die  Grösse  la     I  und  setzt  ihren  Werth  in  1), 


/      /       //     /. 

a  —  a  =a  —  a, 

H         n—l     M         u 

also 


5)    (a\ss2a^u 

\n/  n        n—l 


und  da  aus  1),  wenn  man  statt  n  setzt  «»-f-1»  gefunden  wird: 


ass:a  — a, 

n         n+l     n 


80  ist^  wenn  dieser  Werth  in  5)  gesetzt  wird: 


so  4ass 


oder 


oder 


i      i       i       i 

2a, —  a  =a  — a, 

M         n—\     iH-l     n 


I        t  i 

3a =a  -f-a 


6)  azssifa  +a     ) 

n  NU— 1     iH-iy 


I  I        i  /  /       / 

a  £=  3a  — >  a     und  a  =  Sa  —  a   , 
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Mit  i  i         M 

7)  a  =s  3a  —  a     und  $)  o  =  3a  —  a. 


Sucht  man  ebeoso  aus  1)  die  Grösse  (^)  und  setzt  den  Werth 
in  1),  so  bat  man: 


oder 


//     //      //       / 

tt  — a  =a  +a 

n        n — 1     n — l     »— 1 


9)    a  =a  — 2a, 

«—1        M  nr~- 


und  da  aus  2),  wenn  man  statt  n  setzt  n — 1,  gefunden  wird: 

/  //        // 

a  =:a  — 


-1     n^-l    n4-2 


I    - 

■o  ist,  wenn  dieser  Werth  in  9)  gesetzt  wird: 


//     //     //     u 

a  — a  =a  — 2a, 

n  19— 1 


also 


nnd 


und 


//       //      // 

10)    a  =  3a— a 

n  nr-\    «— S 


/#  //       //  //         //        // 

a  =3a  — a  oder  11)  a  =  3a  —  a 

!•— J       »—1    n  n  «4-1      >i+a 


//  W/      //  N  //  W/       //  V 

tt  =i(  a-^a     )  oder  12)  a=|[  a  -|-a     j. 


Es  ist  sonach,  gemäss  6)  nnd  12),  sowohl  für  I.  als  ff.  jedes 
Glied  einer  derartigen  Reihe  der  dritte  Theil  der  Summe  aus  dem 
nächstforhergehenden  und  dem  nächstfolgenden  Gliede: 

a  =  i(a  -i-a    \/ 

m  Vji— 1     iH-1/ 

• 

oder  man  findet,  gemäss  7)  und  8)  oder  10)  und  11),  für  jede  solche 
Reihe,  jedes  beliebige  Glied  aus  den  beiden  ihm  yorherffehendea 
oder  aus  den  beiden  ihm  folgenden  Gliedern  dadurch,  dass  man 
yon  dem  3fachen  des  näheren  dieser  beiden  Glieder  das  ferner  lie- 
gende snhtrahirt,  d.  h.  man  mag  in  einer  solchen  Reihe  die  Nie- 
der vorwärts  oder  rückwärts  zahlen,  so  ist 


^  .■",!•   j  a  =  3a  — a  =:3a  —  a. 
und  in  IL  i   «         «^i   i»^      fi4-i   n^a 


TImU  Y.  19 


290 


t.  3. 

Wenn  also  in  Irgend  eiiror  der  Reiben  L  oder  11.  swet  uninit- 
telbar  nach  einander  folgende  GKeder  gegeben  sind,  so  findet  «an 
das  nächste  höhere  Glied  dadurch,  dais  man  ?on  dem  Dreifachen 
des  grösseren  gegebenen  Gliedes  das  kleinere  {regebene  Glied  ab- 
ziehty  während  man  das  nächste  niedrigere  Glied  findet,  wenn  man 
von  dem  Dreifachen  des  kleineren  gegebenen  Gliedes  das  grössere 
gegebene  Glied  subtrahirt 

Man  kann  also  sehr  leicht  die  Glieder  jeder  solchen  Reihe  Str 
Ordnung  nach  bilden,  sowohl  wenn  man  vorwärts',  als  wenn  man 
rückwärts  in  der  Reihe  fortschreiten  will. 


f.  4. 

Noch  heanemer  aber  ist  es,  die  Glieder  der  snnmmengehdrigen 
Reihen  1,  und  IL  abwechselnd  in  entwickeln,  indem  man  die  Glei- 

chungen  1)  md  2)  abwechselnd  benntit.    Sind  also  s.  B*  a  ond  « 

1  i 

gegeben,  so  ist: 


//     /     / ) 

ans  1)  o=a  —  o  f 

1       s       1  T 

//     //      /  ( 
ans  2)  0  =  0-4-0  \ 

s       1        9  / 

daraus  hat  man 

aus  1)  o  =  oHro 

8          8          S 

ans  2)  o  =  c(-f-o 

t          S          8 

% 

^      I         I        II 

aus  1)  0  =  0-4-0 

«88 

//       //        / 

ans  2)  a=:a  +  o 

4          8          4 
U.  8.  w. 

u.  s.  w. 
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Ebenso  hat  diiid  oNgemeiii 


#/      //       / 

a_  =  a  -f-a 

«—1     n-^      n— 1 

^ 

/     /     // 

//     //      / 

a  =  a  '+  a 

\ 

* 

V 

* 

/                       /                 // 

»+•1       «            M 

//      //      / 

»4-1      M         iH-l 
IL   8.  W. 

■     1 

0.  8k  W. 

..  .«■  Beispiel  iii$m  folgende  Zosammeastelluiiff  von  Reiben  I., 
IL,  Hl.  4ftenen»  wol>ei  fn  L  und  IL  jeden  Giiede  unten  die  ihm  ire. 
bährende  Ordnungs^abY  n  beiffefügt  ist,  die  der  getroffenen  WabI 
des  ersten  Gliedes  in  I.  entspncbt 


1. 


22 


5\' 


U.        -13-4    l\7      20      53      139      364      953.;.. 

[-8-lü\l»  8  4  5  Q 
i      ■  ■      '     II  ■> 

\13    33      86     225      569.... 


22      9      5      6 


Hier  ist 

nach  Gleicbnng 

1 589  —  225  =  364 

2 953  —  364  =  589 


3. 


«  •  •  • 


4. 


•  •  •  . 


e  H>  f 7 -1^  20  +  53 -f.  13» -4- M4]  ae  88» 
w«DD  22=lal  geseilt  wird,  hat  aian  ehenao) 

2»-|-I- 13 —4-1- 1  +  7-1-801  =  38  J 

(6 -f- 13 -I- 33 -I- 86 -I- 2251  —  6  +  7  =r  304 

wenn 9=:  laj  gesetit  wird,  bat  man  ebenso 

[9-|-5+6+l^+|J^^6)*-*9-^f^)=:U9 

19» 
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f.  6. 

Was  die  allfremeine  Form  solcher  Rvibeo  wi%  I.  lud  II.  an- 

langt,  so  hat  man,  wenn  der  Kürze  wegen  ia\=^A  und  i^J 

=  a  gesetzt  und  jedem  Gliede  die  Ordnungszahl  (n)  unten  beige- 
fugt wird,  folgende  Znsammensteilung: 

.     ui   U  +  0)       (2^  +  3«)       (5^  +  8«)       (nA  +  2la).... 
'•12.3  4  5 


11. 


1 


(^  +  2a)        (3^+  5a)       (8^  +  13ir)  .. . . 
2  3  4 


Bei  der  Verlängerung  nach  rückwärts  erhält  man  ebenso: 

.,..(34^  — 21a)    a3^  — 8«)    (Suf  — 3«)    (2.i-a)\  A....   1. 
—3  —2  — 1  .  ^        V 

....(13a  — 21^)    (5a  — 8^)      (2a  — 3^)  (a— ^K  a....ll. 
—  3—2  —1  0        \l 


© 


4.7. 

Setzt  man  in  die8<er  allgemeinen  Form  ( f*j 


oder  ^  =  1  und 


oder  a  =  0,  so  hat  inan 


Reihe  1 5 

Ordnungszahl 


.5      2\    1      I 
-  lj\l     2 


2      5      13      34      89 

2      3      4       5       6       7 


Reiheil »3— 1\0    1      3      8      21      55 


Ordnungszahl      ^1       0   \  1  2 


6 


und  es  bietet  die  Reihe  1.  die  Coefficienten  für  ^  in  f.  6.  L  und  die 
Reihe  11.  jene  für  a  in  f.  6.  1.  dar. 


f  8. 

umgekehrt,  wenn  man  in  §.6.  jis=zO  und  as=l  setzt, 
hat  man: 


I. 


..._8      —3      — 
-«        —1 


1      3      8      21      55.... 

S        S    '  4  5  6 


II. 


•  •  •  •        V 
-3 


2 

— 1 


5     13      34  ... . 
a      4       5 


und  es  bietet  die  Reihe  I.  die  Coefficienten  dar  fSr  A  in  §.  6.  II., 
nnd  die  Reihe  11.  ist  jene  der  Coeffieieiiten  für  a  in  §.  6.  II. 
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Setzt'  man  jissl  und  « =5  3»  so  hat  man  nach  f.  6.  folgend« 
wichtige  Reihen,  von  welchen  wir  spftter  Gehranch  machen  werden. 


I. 


....— n    —4    — 1\  1    4    n    29    76    199    521.... 

—8         — 10X181         4         8  6  7 


IL 


3 

2  ' 

V3  7    18    47   m    322..., 

— 1 

0 

\l    S       3        4        S           6- 

f.  10. 

Obgleich  in  f.  2.,  f.  S.  und  §•  4.  die  Bildung  dei'  Glieder  einer 
flolclien  Reihe  der  Ordnung  nach  gezeigt^  wurde,  so  ist  es  doch  nö- 
thip:,  einen  Ausdruck  für  das  allgemeine  («te)  Glied  einer  solchen 
Reihe  zu  haben.  Dieser  ist  gefunden,  sobald  man  für  die  in  ^.  7. 
(und  f.  8.)  dargestellten  Reihen  der  CoefBcienten  für  I.  und  11.  in 
f.  6.  die  Ansdriicke  für  das  jste  Glied  gefunden  hat.  Die  Reihen 
9.  7.  (und  §.  8.)  stimmen  aber  überein  mit  Reihen^  die  man  infof* 
gender  Art  findet. 

«.  U. 

,    Es  ist  bekannt^   dass   die  für  die  Lehre   vom  regelmässigen 

Fünfeck   und   fUr   die  davon  abhängenden  Kürperformen  wichtige 

1/5  —  12 
Grösse  — 5 —  = -p^ — -  folgende  Reihe  von  Potenzen  darbietet: 

Ordnungszahl  1  1  2  3  4 

Potenz  I  i(l/5-l),  4(3-^/5),  4(2V/^ü-4),  1(7-3^/^5), 

Ordnungszahl  |  5  6  7  8 


Potenz 


i(5V/5-ll>,{(18-8l/'5),4(13j/{^29),4(47-2lV/&), 


Ordnungszahl  |  9 


10 


Potenz  1.4(34V/5  — 5e>,  i(123  — 55V/5);   . 

und  dass,  wenn  man  diese  Reihe  toIi  Potenzen  nach  rückwärts, 
über  die  erste  hinaus,  fortsetzt,  man  folgende  Glieder  erhält: 

Ordnungszahl  i        0  —  1  —  2  —  3 

Potenz  |i(2±0\/5),  i(i/5+l),  i(3+J/^5),  4(2V/5H-4), 

Ordnungszahl  1      — 4 
Potenz  U(7+3V/'5); 


aw  - 

80  da88  alle  Potenzen  ron  i(V^5  —  1),  welche  ungerade  Exponen- 
ten haben ,  die  Form  i(a?V/5  —  y)^  nnd  alle,  welche  gerade  £zpo- 
aeoten  haben/  die  For«  ^m  tt  tf[/^i)  dar bieteib 

Betrachten  wir  die  Reihen  der  Werthe  yoa  s:  nnd  0^  welcbeB 
die  Coefficienten  von  {/^  in  vorstehender  Bntwickelung  sind,  so 
finden  wir: 


von  jj 

Exponent 
der  Potenz 

Werthe 
\  von  V 

Exponent 
der  Potenz 

Ebenso 

Werthe 
von  y 

.  Exponent 
der  Potenz 

Werthe 

von  u 

Exponent 
der  Potenz 


34     13     5     2     1 


,...  —11   —7—5—3—1 


1  2  5  13  34  89....    L 


13  5     7     911  .... 


...  -21  —8  —3—1    0 


...     —8-^5—4—2    0 


1    3    8    21    55....    II. 


2    4    6      8    10 


findet  man  för  y  und  für  w  folgende  Reihen: 


^...  —29  —11  —4—1 
....    _7    —5  —3  — I 


18 


3    2 


,..,  -6  —4  —2    0 


1  4  11  29  56  199  . . 

1  3    5    7    9    11  .. 

3    7    18    47    123  .. . 

2  4      6      8      m... 


II. 


-       f.  12. 

Setzen  wir  1/^5  =2  7,  so  haben  wir,  wenn  m  irgend  eine  ganze 
Zähl  bedentet  und  p  irgend  eine  andere  ganze  Zahl  ist,  die  zwi- 
schen 1  nnd  n  Hegt: 

"^  1.2  ^  I  1.2.«  '^^ 

.    (2it-l).-(2ii-4)  ^._        I  (2ii— l)....(2ii— 5)     _   ^ 

1mm4    V  ■  1.W.0  ' 


(2n— l)....(2fi— 2;>)         ^^ 
1  ••..?«  T^ 


(2n~lM2i»^a»i4,l)) 


(2ii-l)....(2>t--(2if^2)) 
l...(2jt-^2)     , 


k..,(2jt-.i) -^^ 


Bs  wird  alw,  iPtt«  ttai  UrfMaiehtigt,  40M 

vDd  wenn  man  dieWertbe  von  ^,  welche  «nr  1,3,5....  (*«i—l)ten 
PoteMjjebäfen,  mAi  Jt,,  a:^,  JC,  ....  dt^  U»^kB«,  der  allge. 
meine  Weitb  fiir  of  gefiinden»  als: 

"*"  1.2....!^ 

9»  dmi,  wenn  man  den  Coeficieaten  [^ uzTTZTm  J 

der  üten  Potenz  eines  Binomiums  durcih  den  Ausdruck  tCj  h^ 
xeichnet,  die  Gleicbiittg  giU:  ^ 


14)  ^,.  =  15^1+ C  5^ 
Zngleicll  erfciebt  sich: 

SM— 1  Sifrol  Sm-"1 

15)  j^  =  [C.  5— >  +  C.  »^»-t-C  5«^.... 

^^5»-(i^i).-..-l-^5*-^S5**"""*- 

f.  13. 

Andenraeito  ist 

•••        1.2      ^^  l.2,J  ^         ^ 

211(21»^ l)(y^2j(2l»-l)^^.   211(211^1) >.>y-4) 

•^— -       TTOTi  •^'^  1,2.. ..5 


1.2.... 2;»  ^'  1.2....(2;»-Hl)    '^  '^ 


2i»(2»— lMg>i-*(2»--^))^^^_Q^^_^2ii--l).^2»^(ai»^ 


1.2.. ..(2»— 2) 

2it(2»>>l)....<2«— (2ü— 1)) 
l,2....2ii 


1.2. ...(an — 1) 


f«»-^. 


Bezeichnet  also  r»  den  Wertk  von  v,  weleher  zur  2»ten  Potenz 
von  \/5  —  1  gehört,  so  ist     ' 

16)    r«=:[C.  5—i+C.  5»-«H-C.  5»-r«.... 

1  t  8 

t 

^P+i 


Wahrend,  wenn  Wn  den  Werth  von  u  bezeichnet »  der  zur  2jiten 
Potenz  gehört,  dieser  Werth  gefunden- wird  als 

17)    #,.  =  [5«  +  ?.  5«-i+C.  5«-«+?.  5»-t.... 

S  4  6 

•4-  C  .  5«-^  ....  -f-^7  .  5*-«l :  2»^i. 

^  In 


f.   14- 

Sollen  nun  wirklich  die  Reihen  djBr  Werthe  von  ap  und  von  er 
(in  f.  11.)  den  Reihen  der  Coeffieienten  von  ji  und  von  a  in  f.  6. 
entsprechen  und  nicht  etwa  bloss  zufällig  innerhalb  gewisser  Grän- 
zen  damit  übereinstimmen ,  so  muss  allffemein  nach  I)  JCn^i  —  Jt» 
=  Vn  und  nach  2)  Vn^i  —  er»  =  j;»  sein.  (Vergleiche  oben  in  §•  2. 
die  Gleichungen  1.  und  2.). 

Es  ist  aber,  wenn 

ist,  auch 


SO  dass 


«a?ii+i  =  i*»«'*  +  \^n  +  iy»  =  ioT»  -h  4jr«  +  jy» 
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wcibatb 


d.  b. 


r 


ar„+i — ^»  =  (1^« -*- iy»)  —  ^«  =  4(^1»  +  y«)> 


«I»— 1  211—1 

5»-i  -I-  c  .  5*-«+  C  .  5«-a 

2  4 


s^s  ^  •  l  zsrT'^n  J 


^.    -  2>i— I 


C7.  5«^i+  C  .  5«-«H-C.  5»-«.... 

1  t  5 


asp+i  2«— 1 

so   dass   ant   der    allffemein  bekooDten  Bigenscbaft  der  BiDomial- 

2»— 1      2i»— 1     2»  . 

Coefficieoten,  gemäss  welcber  C  H-  C  =  C  ist,  folgt: 

1^  Ijp-M,     ^^4"l 


^iH-1 


1  2»  2f»  2m  • 

•*!•  ——  a«M I  *  .  ■       -  » 


2f» 

1 


2m 

V 

5 


2IM-1  2»— 1 

und  es  ist  hiemacb  bewiesen,  dass  allgemeiu 

ist    Ebenso  lisat  si^b  der  Beweis  fdbren,  dass  allgemeio  gültig 

ist 


♦•  15. 

Da  nnn,  wenn  wir^ßr  die  Coefficienten  von  A  nod  a  die  Zäb- 
luDgsweise  der  Glieder  von  4*  ^-  und  4*  '7*  beibebalten. 


und 


/  / 

18)    oTsi  =  a  (in  f.  7.)  also  a  =  arn-i 

Ji-l-l  n 


il  ii 

19)    fff«  =  o  (in  f.  7.)  also  a  =c  9n^\^ 


so   ist   das   itt^  Glied  in  der  Reibe  f.  6.  1.,  welcbes  N  beissen 
möge: 

20)    A^  =  Xn^i .  ^  -4-  »M^i .  », 


\ 
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während  ebenso  das  «te  Glied  in  der  Reibe  f  •  6,  IL.  weichet 

JV  bezeichnet  werden  nuigei 

// 
21)    A^  =  tf«.  1 .  ^  +  «M  .  «r» 

ist;  mithin 


S  4 


S(if-1)  8(11-1)  «f«-l) 

1  S  5 

a(»-i)  s(»-i) 

n  2(11-1)  2(1^-1)  S(«-l) 

23)    iV=^[C.  5«-2+C?.  5«--»H-€7.  5«-^.... 

1  3  5 

««— 1)  *0>-^l 

^P+i 


2«— 1  _ 

a[5ii-i  ^-  c  .  5»^-«  4-  ^  .  5»-» .... 

2  4 


Es  sind  sonach  die  allgemeineii  Glieder  l«k  der  gensetosehnftli- 
cben  Form  {%.  6.)  der  fraglichen  Reihen  1.  nnd  II.  gefunden. 

«.  16. 

Aus  den  Gleichnngen  4)  und  3)  folgt: 

/      n       rtt     /v 
84)    :^i=^9^-^{u^a\ 

n         n  VI  .      !• 

Fi        i         t 

'   25)    S^=ia  -««, 

n         n-¥i     1 
//       / 

so  dass,  wenn  a  =  o  iist,  sich  ergiebt:   v 

1       1 

tu  il       i       i 

24,1)    2  =  a    und    25,1)    2  =  o— a, 

«  M  •  M^t       I 

oder  wenn  der'Werth  a  =  0  ist: 

1 


-  IL      //    //  Ä      / 

«4,2)    2=^u^a    und    25,4)  2  =  a. 

n  M  l  A  iM-l 

So  ist  s.  B.  für  die  fceihcta 

I)    1    i    5    13    34 
II)       1    3    8     21 
nach 

24^1)     1+2+5+13  =21 
nadi 

25,1)     1+3  +  8  +  21=34-1^33 

und  bei  deu  Reiben 

1)    #    1    3    8    21    55    144 
n)      1    2    5  T3    34    89 
ist  nach 

24,2)    0+l+3+8+2l  +  K(ss80— 1 
und  nacb 

25,2)    1+2  +  5  +  13+34  +  894=144. 


f 

17. 

1 

Nacb  der  GleicbuDg  3) 

ist: 

/ 
a 

n 

/        // 
=  #  +  ^ 

1        «-1 

/          / 

a  ^a 

*  t 

/ 
a 

/ 

II 
+2 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

a  SSO 

/ 

/ 

m 

m-^» 

a?o 
-1)  I 

,  / 


t      t      I        /       /  ^     . 

Hieraus  fokrt  durch  Addition ,   daa  +  o  +  a....a  =  J?i8t,  fii 
2  der  folgende  Werth: 

26)    :S=ii.a+|:?+2+2.,..  +  2    I 
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t  f  t 

\ 

und  auf  ähnlieli^  Weise   erhält  man  dah^h  Anwenduag  der  Glet* 
choDg  4)  den  Werth 

27)    ^=i»|a  — a|  +  |:?  +  :?+2   ...+^| 

ft         \ii/        Li       s       s  »J 

f.  18. 

'  1        II       £11       t\ 

Ana  26)  folgt ,  weoii  man  gem&sa  4)  setst  J?=a  —  \a  —  ol: 


oder 


28)    a-a  =  («-l)aTf-|i+2^+Z....+5     1 

«1  1         LI  3  t  ii-lJ 

t 

//    //        I     r^/    //    n  ii-m 

Ji-l-l     1  1  '       Li  2  B  fij 


•  ^  //     /      r 

und  ebenso  folget  aus  27)»  wenn  man  gemäss  4)  setzt  2=ia  — o: 

n         «-Kl     1 

/      /        /ii    i\       ri      I      I  /i 

29)    a--a  =  H\a'^a\  +  lS+S+S....  +  2l 

w+l      1  \1         1/  Li  2  S  J.J 

Es  gilt  daher  s.  B.  fnr  die  in  f.  8.  dargestellten  Reiben,  fdr  wel- 

/  // 

che  a  =  0  und  a  =  l  ist,  die  merkwürdige  Eigenscbafti 

//  rll     II     II  in 

m-i  Li       3       t  mJ 

iH-i  Li        s       t  fiJ    ' 

«.  lÖ. 

Ans  §.  1.  wissen  wir,  dass,  wenn  man  aberbanpt  eine  Reihe 
von  Rei)leD,  deren  jede  die  Reihe  der  ersten  Differenzen  fdr  die  ihr 
vorhergehende  ist,  mit  I,  II,  III  ,IV, . . . .  Q  nnmerirt,  die  wichtigste 
Eigenschaft  der  bisher  betrachteten  Reihen  von  Reihen  darin  be- 
steht, dass  bei  ihnen  die  Gleichung  gilt: 

IHese  GleichoDff  ist  aber  nur  ein  specieller  Fall  der  allgemeineren 
Gleichung,   welche   fdr  gewisse  Reihen  von  Reihen  gilt  und  die 
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vod  worin  d  feine  beliebige  constante  2iabl  iat,  m  und  Q  aber  die 
bisberigen  Bedeutungen  baben.  ^ 


§.20. 

Bin  Beispiel   für  das   im  vorigen  Paragraphen  erwähnte  all- 
gemeinere  Gesetz   (31.)   bietet    folgende   Beihe   toq  Beiben,   fiir 

I  li 

welche  ^=4  und  a  =  0  und  a  =  l  ist,  dar. 
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§.  23. 

Die  iD  f.  20.  und  f .21.  anCHfefuhrteo  BebpieÜB  Holcher  Reihen  tod 
Reihen,  für  welche  das  in  der  Gleicbun^^  31.  eaagesprocbeoe  allge- 
meinere Gesetz  g^ilt  (von  welchem  das  lo  der  Gleichung  30.  ausge- 
sprochene Gesetz  für  die  tou  uns  specieller  betrachteten  Reihen 
nur  ein  besonderer  Fall  ist),  mögen  genügen,  und  es  soll  hier  nur 
noch  an  die  Aehnlichkeit  des  Gesetzes  Sh  mit  einem,  bei  mehr 
allgemein  bekannten  anderen  Reihen  von  Reihen  geltenden  erinnert 
werden,  nach  welchen  bei  diesen  anderen  Reihen  tou  Reihen,  wenn 
wir  die  im  f.  1.  angenommene  Bezeichnungsweise  auch  hier  1>eibe- 
halten : 

a  =  Iß\^a     1,  also  auch  a=zD*  Aa     1, 

mithin 


ist. 

Man  erhält  solche  Reihen  von  Reihen  bekanntlich,  wenn  man  ' 
für   die   Reihe   der  Potenzen   imnd  einer   constanten   Zahl,   als 
Reihe  I.,  die  dazu  gehörigen  Reiben  IL,  IIL,  IV.  u^  s.  w.  Q  ihrer 
iMen,  2ten,  3ten  u.  s.  w.  Qten  Differenzen  bildet. 

So  bat  man  z.  B.  fiir  die  Potenzen  der.Zahl  5  folgende  Reibe 
von  Reihen: 


• .  •  • 


I)  ....5-^      5-«      5-^      5»      5«      5»      5«      5*      5» 
11)       ....  4.5-»  4.5-»  4.5-* 4.5»  4.5»  4.5*  4.5«  4.5*  .... 
ID)  ....  4».5-»4».5-«4».5-»4».5«4».5'4».5»4».5«  .... 

IF)  ....  4«.5-»4«.5-«4».5-*4«.5M».5»4<5»  .... 

u.  s.  w. 

und  Sberbaupt  fdr  die  Potenzen  einer  beliebigen  constanten  Zahl 
%  das  Gesetz: 

(o)={«  — l)(a~  )  =  (*-!)».  (a*  )  u.  s.  w., 

n  n  n 

io  4aM 

/  a  )==(«  — l)«-i .  (i)  =5 (*  — 1)«-» .  *-, 
V  I«  ^  ff 

so  daes  in  den  Anadrlicken 


[^aj  =  D^a     J  und  a^0!a     ) 


BsssMr-l  und  da<««-.l)«  bt. 

TMIV.  20 
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Ebenso  wie  oben  die  Gleichung  30.  jenem  speciellen  Falle  von 
31.  ent0prach,  wo  d  =  l  war,  so  ist  auch  hier  der  Fall  möglich, 
wo  J=  1  wird.  Die  Werthe  D  und  i  und  deren  Potenzen  haben 
aber  hier  nafturlloh  nur  dftan  den  Werth  =s  1 ,  4.  h.  es  ist  nnr  dann 
jede  der  Reihen  IL,  111 Q  der  Hauptreihe  i.  gleich,  wena  % 

tu 

::^%  ist,  SO  dass  für  die  Reihe  der  Potenzen  der  Zahl  2  fle=:a 

t»t  4t 

«;...=  a  iat. 

n  n 

I)  ....  1    2    4    8    16    32  .... 
II)     ....1248     16  ... . 
III)        ....1    2    4     8.,... 

U.   8.  W. 


XXI. 

lieber  die  naturphilosophischen  Principien  der 

Bewegungslehre. 

Tob  dem 

Herrn'  Doctor  Barfass 

zu  Weimar. 


♦.1. 

1)  Da  jeder  Korper  einen  Raum  einnimmt,  so  kann  von  einer 
hestimmlen  Gestalt  der  Bahn,  welche  er  während  seiner  Bewegung 
heschreibt,  nicht  anders  die  Rede  x sein,  als  wenn  wir  die  Bewegung 
auf  hestimmte  Punkte  desselben  beziehen.  Der  Anfang  aller  Bo* 
wegUDgslebrc  beginnt  also  mit  der  Bewegung  von  PuoKten  in  ab- 
stracto, deren  Babnen  entwecler  gernde  oder  krumme  Linien  sind. 

2)  Durch  die  Vergleichung  des  Weges  mit  der  Zeit,  in  welcher 
jener  beschrieben  wurde,  gestaltet  sieb  uns  der  Begriff  von  Ge- 
scbwindigkeit.  Wenn  der  Körper  A  in  derselbe«  Zeit  einen  wdite* 
ren  Weg  gegangen  ist,  als  ein  anderer  ^,  so  sagen  wir,  A  habe 
sich  geschwinder  bewegt  als  ff.  Doch  giebt  dieses  nur  eine  durch- 
schnittliche  Vergleichung,  aus  welcher  noch  nichts  für  die  Zwi- 
schenzeiten geschlossen  werden  kann.  Denken  wi|r  uns  aber  dane- 
ben, dass  in  gleichen  Zeiträumen  nach.  (;leieiie  Wege  tiMefcgcIcgl 


\ 
/ 
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worden  sind,  so  haben  wir  die  gleieiif^rmige  Ueweguuf^  und 
verstehen  dann  unter  Geschwindigkeit  den  in  der  Zeiteinheit 
durchlaufenen  Raum.  Ist  nun  #  der  in  der  Zeit  t  mit  der  Geschwin- 
digkeit c  zurückgelegte  Weg,  so  ist  s=:ct. 

3)  Wenn  in  gleichen  Zeiten  nicht  gleiche  Wege  zurückgelegt 
werden,  so  heisst  die  Bewegung  ungleichförmig  oder  veräo* 
dert.  Logisch  genommen  kann  nun  die  Bewegung  nach  einem  all- 
gemeinen Gesetz;  stetig  veränderlich  sein  oder  die  Veränderung  kann 
ohne  Regel  erfolgen.  Der  zweite  Fall  ist  kein  Gegenstand  mathe- 
matischer Betrachtung,  im  ersten  aber  muss  der  zurückgelegte  Weff 
#  irgend  eine  Function  der  Zeit  $  sein.   Ist  nun  s  =/|^)  und  wird 

^  + A'  *u*  ^9  "®  w*"*^  Äf  ^Ä  "*"Ä»  *  T"^""    ^^  kleiner  uuq 

^t  und  folglich  auch  A'  wird,  desto  mehr  nähert  sick  tt  dem  -^ 
und  wenn  wir  uns  eine  gleichförmige  Bewegung  denken,  für  wel- 
che  die  Geschwindigkeit  ^7  >^^»    ^^   ^^^  ^n  derselben  genau  -r^ 

=  ^.  Die  veränderliche  Bewegung  lässt  sich  also  mit  der  gleich- 
formigen ,  deren  Geschwindigkeit  -^  ist,  um  so  mehr  vergleichen, 

je  kleiner  die  Zeitiutervalle  sind,  innerhalb  welcher  die  ¥ergleicfaung 
ABgetteflt  wird.    Man  nennt  daher  auch  den  Biflerentialquotienlen 

-^  die  Geteh windigkeit  der  veränderten  Bewegung  und  sagt,  dass 
die  letztere  in  ihren  Differentialen  gleichförmig  sei. 

Setzen  wir  also  die  veränderliche  Geschwindigkeit  g3  =  e^,  so 

wird  dszssvdt  und  9=s:/viU, 

4)  Bei  der  veränderten  Bewegung  ist  nun  der  einfachste  Fall 
der,  wo  die  Aenderungen  der  Geschwindigkeit  der  Zeit  proportio- 
nal  sind,  also  die  Geschwindigkeit  selbst  durch  a  +  60  ansgedrfickt 
werden  kann.  Hier  nennt  man  die  Bewegung  eine  gleichförmig 
beschleunigte,  wenn  &  pAsitiv  ist  und  die  Geschwindigkeit  daher 
mit  der  Zelt  wächst;  die  cons taute  Grösse  6  aber  heisst  das  Maass 
der  Beschleunigung. 

Hier  ist  also  v^a-^l^t,  also  (U  =ivdtz=zadt'\'btdiy  und 
folglich  M  ^  at  -\-  \öl^  +  Const.  Denken  wir  uns -sowohl  a  als 
amch  Const.  :=0,  so  wird  «  =  {-^/*  und  wir  haben^dann  den  ein- 
fticbsten  Fall  der  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung,  .bei  weU 
eher  die  Wege  den  Quadraten  der  Zeit  proportional  sind. 

5)  Wenn  die  Aendemngen  der  Geschwindigkeit  nicht  der  Zeit 
proportional  sind,  so  heisst  die  Bewegung  ungleichförmig  beschleu- 
nigt oder  verzögert,  je  nachdem  sie  mit  immer  grösserer  oder  mit 
immer  geringerer  Geschwiadigkeit  vor  sich  geht.  Wenn  wir  hier 
nach  der  Aenderuung  der  Geschwindigkeit  fragen,  so  haben  wir, 

weil  t^=:;y)(f)  eine  Function  von  t  ist,  f/-i-A*'=^+'^»A'"*-—.j 
also  Ai  ^^^  S  "^  rfZ»  •  'S"  "*"•'• '  ^®  kleiner  nun  hier  ßf  -und  mit- 
hin auch  A^  wird,  desto  mehr  nähert  sich  ^  dem  j^  und  desto 
genauer  könnes  wir  also  anch  innerlialb  des  Zeitintervallcs  A'  ^^^ 

■    20* 
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ODgleicbformig  bescbleiinigte  Bewegung  mit  einer  ffleichförmig  be- 
schleuDigteD  -vergleichen,    4ereD   constantes  BescbleanigUDgsiMuwf 

dt)  tttf 

=3  -^  ist.  Darum  nennen  wir  den  Differeotialquotienten  ^  eben- 
falls das  Ülaass  der  Beschleunigung  für  die  Bewegung  .«it  uogleich- 
förmig  veränderter  Geschwindigkeit. 

dv 
Wenn  'oun  rrz=:p  gesetzt  wird»  so  ist  dv^pdt  und  vr^/piU, 

ds  d4$ 

Weil  aber  vzrz-^  ist,  so  hat  ipun  auch/i  =  ^,  oA^r  dd9'=:p,dP, 

Natürlich  isjt  hierbei  das  Differential  der  Zeit  constant  genonmeD. 

Hier  ist  also  das  Beschleunigungsmaass  p  ein  veränderliches, 
aber  der  einfachste  Fall  wäre  wieder  der,  wo  die  Aenderuog  von 
p  der  Zeit  proportioüal  wäre,  also  p  z=z  6 -^  ßt  gesetzt  werden 
könnte.  Dann  hätte  man  .dv  =  pdtz=^  6  ,  dt -^-ßf.  dt ^  also  v=:^ 
+  4/?^'  +  '^  9  wo  Xr  eine  Constante  bedeutet.  Ferner  ds  =z  vd$ 
s=zlt.de  +  ißt^.dt+A:.df,  und  daher  ^ns^^t^  +  ^^^  +  i/S/'-hif. 
Nehmen  wir  aber  für  den  einfachsten  FalF  ^=^=:^'  =  0«  ao 
wird  s=zißt*y  welches  die  einfachste  Vergleichung  zwischen  Zeit 
und  Weg  bei  einer  Bewegung  mit  gleichförmig  wachsendem  Be- 
schleunigungsmaasse  gäbe.' 

6)  Nun  könnten  wir  aber  wieder  jenes  ß  veränderlich  setzen, 
und  indem  wir  eine  solche  Bewegung  mit  derjenigen  vergleickea, 
bei  welcher  ß  constant  ist,  würden  wir  für  den  Differentialqnotiea- 

ten  -J-  =Tj7;,  eine  Bedeutung  gewinnen.    Doch  gebt  unsere  Zer- 

d*s 

gliederung  der  Naturerscheinungen  nicht  so  weit^  dass  wir  für  ^n 

eine  physikalische  Analogie  anzugehen  wussten. 

'  7)  Dieses  bezieht  sich  zunächst  nur  auf  die  Bewegung  tod 
Punkten.  Bewegt  sich  aber  ein  Körper«  so  ist  der  einfachste  Fall 
der,  wo  alle  seine  Funkte  identische  Linien  beschreiben,  also  jede, 
dieselben  zwei  Punkte  Terbindende  Gerade  in  allen  Lagen  sich  |»»* 
rallel  bleibt.  Diese  Bewegung  nennen  wir  die  progressive,  nnd  es 
wird  dieselbe  vollständig  erkannt,  wenn  die  Bewegung  irgend  eines 
Punktes  am  Körper  erkannt  wird. 

§.2. 

1)  Jedwede  Bewegung  eines  Punktes  Jl  ist  relativ,  d**h,  sie 
wird  bezogen  und  gilt  nur  in  Bezug  auf  gewisse  Punkte,  welche 
sich  in  Rune  befinden  oder  als  ruhend  gedacht  werden.  Wenn  die 
Bewegung  in  derselben  Ebene  geschieht,  was  wir  hier  der  Einfach- 
heit wegen  zuerst  voraussetzen  wollen,  geoügen  bloss  zwei  Punkte 
jLßi  zur  Bestimmung  der  Lage  von  ^,  deren  einer  als  Anfangs- 
punkt der  Abscissen,  der  andere  zur  Bestimmung  der  Lage  der  Ab* 
scissenlinie  dient. 

Die  Punkte  £^ßf  können  sich  jedoch,  ohne  ihre  gegenseitige 
Lage  zu  ändern,  seihst  wieder  bewegen,  und  man  kann  die  Bewe- 
gung auf  die  als  ruhend  gedachten  Punkte  Z/JU'  beziehen.  In  Be- 
zug auf  diese  wird  die  Bewegung  von  ji  im  Allgemeinen  ganz  an- 
ders ausfallen,  als  in  Bezug  ii^f  jLM,  d.  h.  A  wird  eine  ganz  an- 
dere Linie  beschreiben,  wenn  man  die  Bewegung  aixi  UM'  bezieht, 
als  wenn  man  sie  auf  JL^  bezieht.    Die  Bewegung  des  Punktes 
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A  in  Beiog  ml{  IJJH*  nennen  wir  nun  zosamtnengesetzt  aus 
seiner  Bewegung  in  Besag  auf  die^Puiilcte  Ij^§  und  ans  der,  ihm 
in  Folge  der  Bewegung  von  JLM  sukommenden  Bewegung. 

2)  Für  die  Constniction  der  zasommengesefsten  Bewegung  gilt 
der  Grnndsati^  der  gegenseitigen  Unabhängigkeit  der  ein- 
lelnen  Bewegungen.  Sucht  man  den  Ort  von  A  in  Bezug  auf 
USf  zur  Zeit  t^  so  lasse  man  die  Ponkte  JLM  vorerst  ruhen  und 
bestioMne  in  Bezug  onf  sie  den  Ort  A'  von  A  nach  der  Zeit  /  in 
Folge  der  Bewegung,  welche  dem  A  ip  Qezug  Hut LeM  zukommt. 
Alsdann  lasse  mhn  die  Punkte  IjM  ^ie  Zeit  t  hindurch  sich  so  be- 
wegen, wie  es  ihnen  in  Bezug  nnt'  Ußf  zukommt^  ohne  jedoch  die 
L«agft  von  A'  gegen  JLJH  zu  ändern.  Hierdurch  kommt  A'  in  die 
Lage  A",  welches  der  richtige  Ort  von  A  in  Besag  auf  L/Itf  nach 
der  Zeit  t  sein  wird.  Man  kann  aber  aach  zuerst  LfM  sich  bewe« 
gen'nnd^  ruhen,  dann  aber  JLM  ruhen  und  A  sich  bewegen  las- 
sen, wenn  nur  jede  Bewegung  gleich  lange  dauert.  Dieses  ist  geo* 
metrisch  unmittelbar  klar,  da  einerseits  eine  bestimmte  Lage  von 
jLM  gcffen  UM\  anderseits  aber  aOch  eine  bestimmte  Lage  von  A 
gegen  l»M  am  Knde  der  Zeit  t  gefordert  wird. 

3)  Rinfacher  wird  die  Sache,  wenn  die  Bewegung  von  LM 
bloss  eine  progressive  ist,  so  dass  die  Linie  hM  in  allen  Lagen 
sich  parallel  bleibt.  Onnu  beschreibt  jeder  Punkt  von  LM  und 
auch  der  gegen  ItM  ruhend  gedachte*  Punkt  ^  dieselbe  Linie,  wel- 
cher Umstand  es  unnütz  macht,  dass  man  die  Linie  LtM  weiter  be- 
trachte. Denn  die  Linie,  welche  A  in  Folge  seiner  auf  die  Punkte 
LiM  bezogenen  Bewegung  beschreibt,  erbalten  wir  eben  so,  wenn 
wir  LM  ruhend  denken  und  die  Bewegung  auf  UM*  bezieben. 
Kennen  wir  nun  noch  die  Linie  ^  welche  das  gegen  LäM  ruhende 
A  in  Folge  der  nni  UM'  bezogenen  Bewegung  von  Xilf  beschreibt, 
so  ist  der  Ort  von  A  zu  jeder  Zeit  vollkommen  bestimmt.  Sind 
AA*  und  AA'  die  Linien,  welche  A  vermöge  einer  jeden  Bewe- 
gung, wenn  sie  allein  statt  hätte^  in  der  Zeit  t  beschreiben  würde, 
so  ziehe  man  durch  A  eine  mit  AA"  parallele  und  identische  Li- 
nie AA"\  oder  auch  durch  A"  eine  mit  AA'  parallele  ttnd  identi- 
sche Linie  A''A"'^  so  ist  A**  der  Ort  von  A  zur  Zeit  t.  Offenbar 
kann  man  «ber  auch  mit  den  geraden  f^inien  AA  und  AA**  und 
ihrem  Zwischen  wink  er  ^^^''  ein  Parallelogramm  AAA**'A*'  be- 
schreiben, da  dann  A"  ebenfalls  der  richtige  Ort  von  A  zur  Zeit 
$  sein  wird. 

4)  Hier  haben  wir  nun  die  Vorstellang  zweier  Bewegungen 
eines  and  desselben  Punktes  erhalten,  welche  ihm  beide  zu  gleicher 
Zeit  zakommen.  Er  bewegt  sich '  nfimlich  zwiefach  so ,  als  ob  er 
in  der  Linie  AA*  fortrücke,  diese  selbst  aber  wieder  eine  progres- 
sive Bewegung  nach  der  Linie  AA"  habe,  die  also  auch  dem  Punkte 
A  zukommt  Dabei  nennen  wir  nun  die  Linien  AA*  und  AA'  die 
8eitenbewegangen  oder  Componenten,  und  die  Construction ,  nach 
welcher  der  wahre  Ort  A**  fär  jede  Zeit  gefunden  wird,  beisst  das 
Parallelogramm  der  Bewegungen. 

Das  Parallelogramm  der  Bewegungen  wenden  wir  jedoch  im- 
mer nur  in  dem  Falle  an^  wo  die  Seitenhewegiingen  AA*  und  AA**' 
selbst    geradlinig  sind.     Wir  können  darnach   leicht  die  aus  zwei 

fegebenea  8oitenbeweffnngen  entstehende  mittlere  Punkt  für  Punkt 
estimmen,  auch  umgekehrt  jede  Bewegung  in  zwei  gerade  Seiten« 
bewegaugen  «erlegen,  von  denen  die  eine  ganz  willlkUhrlicb  ist. 
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5)  Wenn  die  SeUeobewfffttBgen  AA*  lind  AA'*  beide  gera4c 
and  einerlei  Function  der  Zelt  proportional  sind,  dara  also  so  je- 
der Zeit  AA^  und  AA^  einerlei  Verhältniss  haben,  eo  ist  das  Pa« 
rallelogramm  AAAl"A''  nicht  nur  die  Hälfsconstruetion,  um  dea 
Ort  des  Punktes  A  zur  Zeit  t  xu  finden,  sondern  derselbe  hat  in 
der  Zeit  t  die  Diagonale  AA*"  selbst  darcblanfen,  also  dass  die 
susammengesetste  Bewegung  selbst  aneb  eine  {[gerade  ist 

Ist  u  die  Function  von'^,  welcher  dict^eitenbewegangaa  A^ 
und  AA*'  proportional  sind,  so  (iat  man  AA  z=zfss:.ams  AA!*'s=l^ 
=  ^,  wenn  u  und-^  zwei  Constanten  bedeuten,  ist  ferner  A.der 
Winkel,  den  die  Seitenbewegnngfen  mit  einander  machen,  ao  iat 

die  Diagonale  AA'"  =  *"  =  «Kä»  +  ^*  +  2«Ä  cos  A^  woraas 
folgt,  dass  auch  di^  cusammengesetcte  Bewegung  derselben  FuDction 
Yon  t  proportional  ist.    Die  Geschwindigkeiten  der  Seitenbewegvn- 

gen  sind  -st  und  -rr,  und  die  der  zusammengesetzten  Bewegung  ist 

5f  =  3jK**  +  ^»+2«^cos^=^/3^ +^  +  2.^.^co.^, 

woraus  folgt,  dass  die  Geschwindigkeit  der  zusammenge- 
setzten Bewegung  aus  denen  der  Seitenbewegungen 
ebenfalls  nacn  dem  Parallelogramm  zusammengesetzt 
ist 

Aber  auch  das  Beschleupiguugsmaass  der  zusam- 
mengesetzten Bewegung  iat  aus  den  Beschleunigungs- 
maassen  der  Seitenbewegungen  nach  dem  Parallelo- 
gramm zusammengesetzt,  denn  man  hat 


J.  3. 

1)  Alle  diese  Sätse  sind  zunächst  nur  -von  mathematischer  Be- 
deutung; Anwendung  auf  die  Natur-  erhalten  sie  auerst  durch  das 
Gesetz  der  Trägheit.  Nach  diesem  kann  kein  Körper  oeioea 
Zustand  der  Ruhe  oder  der  Bewegung  tou  selbst  ändern,  soadarn 
hierzu  gehört  allemal  eine  Binwir£ung  von  Aussen  hier,  welch«  wir 
Kraft  nennen.  Um  aber  eine  bestimmtere  Sprache  zu  haben,  wal* 
len  wir  die  Ursache,  wodurch  eine  gleichförmige  Bewegung  erzeugt 
worden  ist,  einen  Eindruck  nennen.  Diese  einmal  erhaltene  gleich- 
förmige Bewegung  dauert  nach  dem  Gesetze  der  Trägheit  mit  un- 
veränderter  Richtung  und  Geschwindigkeit  sq  lange  fort, 
bis  durch  einen  neuen  Eindruck  dieser  Zuitand  geändert  wird*  Den 
Eindruck  haben  wir  ganz  nach  der  erzeugten  Bewegung  zu  beur- 
theilen;  er  ist  also  der  Geschwindigkeit  proportional  «nd  seine  Rieh* 
tung  ist  einerlei  rfhit  der  Richtung  der  Bewegung.  Er  ist  nur  ein 
anderer  Ausdruck  fiir  die  Bewegung  selbst,  und  die  veränderlidieB 
Zustäuüe  des  Körpers»  aus  welchen  zuletzt  die  gletehförmige  ge- 
radlinige Bewegung  hervorging,  kommen  hier  nicht  in  Betrach- 
tung. 

2)  Beben  wir  nun  eine  ungleichförmige  aber  stetige  Bewegong, 


,\ 
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4ifl  wir  BHBäcbat  aar  als  g(«*aiUiiHg'«ui6|ifiMui  wollen,,  «o  Ist  die- 
selbe nicht  «»ders  su  denkeo,  ols  dnrcb  eine  «jd  ulkt  er  brechen 
einwirkende  Ursaebe  oder  Kraft.  Denn  sobald  die  ELnwirkitng  auf<- 
gebör^  bat,  ist  auch  der  Eindruck  velleadet  uod  die  Bewegung  nun 
gleicbförmig.     Hieraiis   folgt   aber   sogleicb,    dass   bei   der   un- 

gleicbförnigen    Bewegung    der    Ausdruck    -n    diejenig« 

Gescbwindigkeit  bezeiclmet,  mit  welcher  der  Körper 
ffleicbförmig  fortgeben  würde,  wenn  am  Bude  der  Zeit  t 
die  Einwirkung  aufhörte  und  also  der  Gindruck  vollen- 
det wäre.  Denn  innerhalb  des  folgenden  Zeittbeiles  /^t  nähert 
sich  auch  bei  fortdauernder  Einwirkung  die  Bewegung  um  so  mehr 

der  gleiebfönnigen  mit  der  Geschwindigkeit  -n»  j^  kleiner  ^#  ist, 

d.  b«  je  mehr  wir  alle. fernere  Einwirkung  beschränken.    Die  Ge*^ 

scbwindigkeit  ^  ist  also  der  dnreh  die  vorhergegangene  Ekiwir« 

kung  hervorgebrachte  Eindru<;k,  und  es  dauert  dieselbe  unverändert 
fort,  wenn  alle  fernere  Einwirkung  aufhört. 

Aber  we8en|:lich  weiter  kann  das  Gesetz  der  Trägheit,  wie  es 
oben  ausgesprochen  wurde,  uns  nicht  fuhren,  weil  es  nur  sehr  un- 
bestimmte Auskunft  für  den  Fall  giebt,  wo  ein  Körper  mehrere  Ein- 
drucke zu  gleicher  Zeit  oder  auch  nach  einander  erhalt.  Daher 
sind  für  die  weitere  Entwickeluog  noch  andere  Sitze  nöthig,  wel« 
ehe  hauptsächlich,  zu  Folge  der  Darstellung  aller  Lehrbücher,  auf 
folgende,  drei  zurückkommen. 

A)  Wenn  ein  Körper  gleichzeitig  oder  auch  nach  einander  meh» 
rere  ^Eindrücke  flach  einerlei  Richtung  erhält,  deren  jeder  ihp  mit 
einer  bestimmten  Geschwindigkeit  c,  c',  c^  u.  s.  w.  bewegen  wurde, 
wenn  er  allein  vorhanden  wäre,  so  ist  das  Gesammtresultat  aller 
Eindrücke  eine  Gescbwindigkeit  nach  derselben  ilichtung,  welche 
der  Summe  jener  gleich  ist, 

B)  Wenn  ein  Körper  swei  Eindrücke  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  erhält,  vermöge  deren  er  sieh  mit  den  Gescbwmdigkei- 
ten  c  oder  ^  bewegen  wurde,  jennchdem  der  eine  oder  der  andere 
Eindruck  allein  vorhanden  wäre,  so  erfolgt  die  Bewegung  nach  der 
Richtung  desjenigen  Eindrucks«  welchem  die  grössere  Geschwindig<* 
keit  entspridit,  und  ^war  mit  einer  solchen  Geschwindigkeit,  welche 
dem  Dnfersehiede  jener  gleich  ist. 

C}  Wenn  ein /Körper  zwei  Eindrücke  nach  verschiedenen  Rieb- 
taugen  erhält ^  so  dass  er  also  nach  der  einen  Richtung'  mit  der 
Geschwindigkeit  e,  oder  nach  df*r  anderen-  mit  der  Geschwindigkeit 
e*  sich  bewegen  würde,  je  nachdem  der  eine  oder  der  andere  Ein- 
druck allein  vorhanden  wäre,  so  erfolgt  die  Bewegung  nach  der 
Diagonale  des  aus  den  Geschwindigkeiten  o  und  (/  und  ihrem  Rich- 
tungsunterscbiede  construirten  Parallelogramms,  und  zwar  mit  einer 
solenen  Geeebwindigkeit,  welche  durch  eben  diese  Diagonale  dar- 
gentellt  wJrd. 

Von  den  unter  A,  B,  C  aufgeführten  Sätzen  sind  nun  offenbar 
die  beiden  erste»  schon  im  dritten  enthalten,  und  sie  müssen  folg- 
lich aUe  drei  das  Ergehnifs  eines  allgemeineren  Grundsatzes  sein. 
Diesen  glaube  ich  nun  so  aussprechen  zu  können: 
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Wenn  ein  Körper  gleichseitig  mehrere  EiDdrücke 
erh&lt,  80  erfolgt  die  Bewegung  in  der  Weise,  als  ob 
jeder  BindrnckL  mit  nnveränderter  Riebtang  und  Inten- 
flität  fortbestände. 

Eigentlich  beweisen  lässt  sich  dieser  Satz  nicht,  wohl  aber 
kann  man  ihn  mehr  erläutern  und  zunächst  ^nur  auf  zwei  Eindrucke 
beschränken.  Gesetzt  also,  es  habe  ein  Körper  A  gleichzeitig  zwei 
Eindriiclie  nach  den  Richtungen  AB  und  AD  erhalten,  so  ist  da- 
mit gemeint,  dass  der  Körper  A  gleichförmig  in  einer  bestimmten 
Zeit  den  Weg  AD  zurücklegen  würde,  wenn  der  Eindruck  nach 
der  Richtung  AB  nicht  vorhanden  wäre;  oder  abpr  es  würde  der 
Körper  in  derselben  Zeit  gleichförmig,  und  geradlinig  von  .A  nach 
B  gehen,  wenn  er  den  Eindruck  naeh  der  Richtung  AD  nicht  er* 
halten  hätte.  Da  nun  nach  obigem  Grundsatze  beide  Eindrücke  mit 
unveränderter  Richtung  und  Geschwindigkeit  fortbestehen,  so  folgt, 
dass  der  Körper  A  eine  solche  Bewegung  macben  muss,  vermöge 
deren  er  sich  gleichförmig  aus  der  Linie  AD  nach  der  Richtung 
AB  und  ebenfalls  gleichförmig  aus  der  Linie  AB  nach  der  Rich- 
tung AD  entfernt,  und  daher  in  der  That  die  Diagonale  des  aus 
den  gleichzeitigen  Wegen  AB  und  AD  mit  ihrem  Richtungsanter' 
schiede  beschriebeneu  Parallelogramms  durchläuft. 

Es  ist  also  klar,  dass  in  dem  obigen  Grundsatze  das  Parallelo- 
gramm der  Bindrücke,  gewöhnlich  der  Kräfte  genannt,  unmittelbar 
enthalten  ist.  Um  sich  die  Bedeutunng  des.  obigen  Grundsatzes 
noch  auf  andere  Weise  zu  erläutern,  denke  man  sich,  ein  Körper 
habe  einen  solchen  Eindruck  P  erhalten,  vermöge  dessen  er  sich 
nach  der  Richtung  AB  gleichförmig  bewegt,  und  es  gehe  derselbe 
in  einer  bestimmten  Zeit  von  A  bis  B,  In  demselben  Augenblicke, 
wo  er  in  A  ist,  erhalte  er  einen  zweiten  Eindruck  0,  so  wird  er 
sich  dennoch '  nur  gleichförmig  und  {geradlinig  bewegen  köonen, 
weil  der  Voraussetzung  zu  Folge  alle  feroere  Einwirkung  sogleich 
aufhören  soll.  Er  mag  nun  in  derselben  Zeit,  in  welcher  er  ohne 
Znthun  des  zweiten  Eindrucks  von  A  nach  B  gegiingen  wäre, 
wirklich  von  A  bis  C  gelangt  sein.  Hier  kann  man.  sich  offenbar 
vorstellen ,  dass  jener  erste  Eiudruck  P  mit  unveränderter  Intensi* 
tat  und  seiner  anfänglichen  Richtung  beständig  parallel  fortbestan- 
den^ dass  aber  ein  zweiter  ebenfalls  unveränderlicher  und  mit  BC 
beständig  paralleler  Eindruck  B  den  Körper  aus  der  Linie  AB 
weggerückt  und  so  durch  die  Linie  AC  geführt  habe.  Dieser  Ein- 
druck H  war  in  demselben  Augenblicke,  als  der  Eindruck  Q  zu  P 
getreten  war,  also  schon  in  A  vorhanden,  und  die  Behauptung 
kommt  nun  darauf  zurück,  dass  B  mit  Q  identisch  sei,  oder  dass 
der  Eindruck  B  den  Körper  in  der  Linie  AD,  die  mit  BC  paraU 
lel  ist,  mit  noch  eben  derselben  Geschwindigkeit  bewegt  haben 
würde,  wenn  der  Eindruck  P  nicht  vorbanden  gewesen  wäre. 

Auf  diesen  Grundsatz  des  ungestörteq  Portbestehens  aller  B»- 
dröcke  nach  Intensität  und  Richtung  ist  das  Parallelogramm  der 
Kräfte  von  mehreren  Heroen  in  den  mathematischen  Wissenschaften, 
namentlich  auch  von  Newton  gestützt  worden,  und  es  folgt  daraas 
nnmittelbar  durch  die  Zusammensetzung  der  Bewegungen,  wofiir 
die  Regeln  in  §.  2.  entwickelt  worden  sind.  Dass  wenigstens  New- 
tons  Meinung  auf  diesen  Grundsatz  zurückkomme,  scheint  mir  ans 
seinen  Worten  unmittelbar  hervorsugeben,  welche  also' lauten: 
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Corpas  finlim  e^DJüDctiB  diagODaten  panllelogtiUMDi  eö'd«m 
teapore  detcribere,  quo  later»  «eparatis. 

Si  corpus  dato  tempore,  vi  sola  i#,  ferretor  ab  ^^  ad  i9,  et 
vi  sola  A,  ab  ^  ad  Cy  coai|ileatur  parallelograaiaiaai  ABCD^  et 
vi  -utraqoe  feretor  id  eodem  tempore  ab  A  ad  D.  Naai  qaoniaai 
via  H  agit  seeondoB  lineam  AC  ipsi  BD  parallelam,  haec  vis  ni- 
btl  BHitabit  'Velocitateni  accedendi  ad  liDeaBi  iliani  BD  a  vi  altera  ' 
fCeoitaai.  Aecedet  igitur  corpus  eoden  tempore  ad  liaeam  BD  sive 
via  A  Imprimatur,  sive  bdo,  arooe  adeo  in  fiae  illius  tenporia  re« 
perteinr  alicubi  io  linea  illa  BU.  Eodem  argumento  in  üne  tem- 
poris  eiusdem  reperietur  alicubi  in  lioea  CD^  et  idcirco  in  utriusque 
liaeae  coocursu  D  reperiri  necesse  est. 

Die  Worte:  aam  quouiam  vis  N  agit  a.  s.  w.  bis  genitam  apre* 
eben  docb  offenbar  dea  obigen  Grun&atz  ans.  Denselben  könnte 
man  vielleicht  dem  Gesetz  der  Trägheit  noch  aur  Venrollstfindigung 
biasufügen,  vrenigstens  scheint  er  mit  ihm  nahe  verirandt  xa  sein. 
Das  Trägheitsgesetz,  wie  es  oben  ausgesprochen  wnr^e,  ut  schon 
in  deih  allgemeineren  der  Naturnothweadigkeit- enthalten;  waä  ea 
aber  die  Bewegung  lehrt,  folg^  ans  dem  letzteren  unmittelbar  mit 
Hälfe  des  Satzes  vom  zureicbeaden  Grnirde.  Daher  kann  kein  Kor« 
per  durch  sich  selbst  in  Bewegung  kommen,  und  die  einmal  ent- 
standene Bewegung  kann  weder  in  Hinsicht  auf  Geschwindigkeit 
noch  auf  RichtUDg  von  selbst  eine  Aeademng  erleiden.  Weiter 
fuhrt  uns  das  Trägheitsgesetz  auch  keinen  Schritt,  wenn  wir  ihm 
nicht  einen  bestimmteren  Gehalt  geben.  Dieses  geschieht  nun  da- 
durch, dass  wir  e»  auf  das  gleichzeitige  Zusammenwirken  mehrerer 
Eindrücke  ausdehnen.  Der  Körper  genügt  jedem  Eindrucke 
gerade  durch  eben  so  viel  Bewegung;  wie  wenn  dieser 
Eiadruck  allein  vorhanden  wäre,  und  die  Regeln  für  die 
Zusammensetzung  der  Bewegung  geben  folglich  auch 
die  Normen  für  die  Beurtbeilung  lusammengesetzter' 
Eindrucke. 

f  5. 

In  der  neueren  Zeit  ist  man  jedoch  meist  von  dieser  Betrach- 
tungsweise für  das  Rräfteparallelogramm  abgekommen  uad  bat  da« 
für  andere  Deaioastrationen  ersonnen,  die  zum  Tbeil  weitläufig  und 
aehr  künstlich  geordnet  sind.  Ich  glaube  nicht,  dass  man  einen 
wirklichen  Vortheil  dadurch  erreicht  habe,  um  aber  die  Sache  in 
ihr  wahres  Licht  zu  setzen ,  will  ich  mich  beispielsweise  auf  Pois- 
aons  Darstellung  beziehen,  zumal  dieselbe  nach,  einigen  hier  und 
da  vorgekommenen  Aeusserungen  nicht  richtig  verstanden  worden 
zu  sein  scheint,  und  Poisson  allerdings  verdient^  g^fif^Q  ungerechte 
Vorwurfo  vertheidig^  zu  werdpu. 

Poisson  setzt  zuerst  zwei  gleiche  Seiteneindrücke  P  voraus,' 
in  welchem  Falle  durch  den  Shtz  des  zureichenden  Grundes  (eicht 
folgt,  dass  der  Körper  der  Linie  folgen  muss,  welche  den  Winkel 
der  Seiteneindrücke  halbirt.  Macht  also  jeder  Seiteoeindruck  mit 
der  Resultante /i  den  Winkel  or,  so  kann  man  setzen /tzs^/^tOr), 
und  die  erste  Aufgabe  ist  nun ,  dass  man  zeige ,  es  sei  9p  (/*,  Jc) 
:=zlhf)(a:).  Hierfür  nimmt  Poisson  nicht,  wie  manche  seiner  Tad« 
1er,  etwa  bloss  die  Willkubrlicbkeit  des  Maasses  von  P,  son* 
dem  mit  mehr  Tiefblick  ingleicb  auch  den  Umstand  in  Anspruch, 
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dass  in  ^iPfOF)  keine  andere  Grtf«ie  verkoniMt,  4ie  mit 
P  gleichartig  iit.  Da  Btelich  da«  Verhältniss  ü : P  bei  je4er 
Maasteiabeit  doch  dasselbe  bleiben  nuts,  so  kann  H  anr  =.l^ar) 
sein.  Wenn  aber  aar  Bildung  Ton  9(iP,ar)  noch  eise  mit  P  gleich- 
artige Constante  a  nöthig  sein  sollte,  so  wäre  aach  der  ganze 
Schloas  verfehlt,  und  dieser  UmsUnd  ist  es  gerade,  der  hier  als  ein 
Axion  hingestellt  werden  ainss;  denn  daraus,  dass  ich  nicht  wtiasle, 
wober  eine  solche  Constante  in  die  Rechaang  komaien  sollte,  kami 
ich  doch  nicht  auf  die  Abwesenheit  derselben  scbliessen.   So  könnte 

%,  B.  wohl  Ji=P(l'+-'^g>(a:))f(a:)  sein,  ohoe  dass  das  Verhält- 

niss  P:H  bei  verschiedenen  Maasseinheitea  conatant  au  sein  auf* 
hörte.  Daher  kommt  maa  auch  durch  diese  Betraehtang  nicht  we- 
sentlich weiter,  als  wenn  man  sogleich  die  Gleichung  A=P.9»(«) 
als  ein  Axiom  annimmt 

Nun  denkt  sieh  Poisaon  jede,  Seitenkraft  P  als  Resnltante 
iweier  gleiel^n  Seitenkr&fte  0,  welche  mit  P  den  Winkel  »  ma- 
chen und  hat  dann  Pssz  (lq>{»)*  Von  den  vier  Kräften  Q  fisllen 
swei  zwischen  P  und  R  und  machen  mit  A  den  Winkel  a:  —  a, 
geben  also  in  der  Resultante  das  Glied  d^^  —  a)$  die  beiden  an- 
deren Q  machen  mit  H  den  Winkel  ^H-a»  geben  also  in  Ji  ein 
aweites  Glied  Q9)(^+»),  so  dass  RsszQ^la:^»)^  Qf^ac — a) 

sein  muss»  Weil  aber  auch  il  =  /V(^)=s  Q^(x)9t^)'  >^  ^^^^ 
augenblicklich 

SP(*)  y<^)  =  9(^ -+- «)  +  SP(*  r- »), 

welche  Gleichung  nun  zur  Bfstimmaoff  der  Form  q>  dient. 

Hier  stossea  wir  aber  aaf  die  beiden  Axiome,  welche  d<>n 
eigentlidien  Nerv  des  Beweises  aasmacheo.  Das  erste  ist  das,  wel* 
dies  ich  oben  in  f.  3.  unter  A)  aussfirach,  nach  dem.  anderen 
bringt  jedes  Rräftepaar  in  der  Resultante  ein  eben  so 
grosses  Glied  hervor,  wie  wenn  es  allein  wirkte.  Sind 
denn  aber  diese  Axiome  so  unmittelbar  klar,  dass  man.  eine  solche 
Demonstration  der  Newtonscben  oder  einer  anderen  ähnlichen  vor- 
ziehen könnte?  Allerdings  mOfis  zugegeben  werden,  dass  der  ans 
mehreren  Bindräckea  hervorgehende  Gesammteindruck  auf  gleiche 
Weise  gefunden  wird,  man  mag  die  Combinatioaea  an  je  zwei  ma- 
chen, wie  man  will,  aber  bierana  ist  doch  noch  nicht  klar,  daos 
man  die  Resultante  jedes  Paares  als  niiabbäugig  von  allen  ttbrigea 
Bindrücken  lietrachten  darf*).  Muss  ich  aber  dieses  zugeben,  so  ache 
ich  nicht  ab ,  wie  ich ,  dadurch  gegen  das  Axiom  in  §•  ^«  ^b  Vor- 
theil  kommen  soll* 

Statt  der  naturphilosophischen  ßegriindong  hat  man  aber  die 
Analysis  Poissoos  angegriffen,  an  welcher  ich  ganz  und  gar  keinen 
Tadel  aufzufinden  weiss.    Denn  wenn  auch  die  Functionen  eoa  ap 
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')  in  diesen  beiden  Axioinen  liegt  auch  zugleich  der  vollständige  Grund 
für  die  Gleichung  7'(/',  or)  =:  P .    '   "     "^  ^      "  *   * 

p  ist,  so  sei  die  Resultante  pk. 


für  die  Gleichung jf>{Py  x)  =:  P -g^{a:\    Denn  wenn  der  Seiteneiodruck 

\    Erfolgt  dann  p  gleichzeitig  «mal,  so 
entsteht  der  Eindruck  9i;9pa\)er  in  der  Resultante  wird  auoh  der  Em- 


druck  pk,nmt^  erfolgen,  und  sie  wird  daher  np,k,  so  dass  sUo  k  von 
dem  Seiuneindrueke  unabbdngig  sein  muss. 
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und die  sjotaktiiche  Eigenscliafty  nach  welcher  ^{ai\^{%) 

r=  9(0: 4*  «)  +  9(^ -^  x)  ist,  gemeiB  faabeo,  so  Mhe  \t\k  doch  nicht 
•in,  wie  dadurch  Poissons  Deaoaatratton  Dttgeatoasen  werden  aolK 
Derselbe  spricht  ganz  heatiaiflit  die  Voransaetaung  aas,  daaa  in 
/2  =  J^^,  9P(ar)  eiDerlei  FanGtionsfarm  für  alle  Wertlie  von  jc 
sei,  und  wenu  man  auch  fiir  dieee  Behauptung  einen  Bewata  var« 
langen  möchte,  so  muss  man  doch  Poisbods  Demonstration  nur  aus 
diesem  Gesichtspmikte  beurthetleii.  Darnach  ahar  hat  Poisson  das 
Recht,,  die  Ausdrücke  9p(ar+JK)  und  u>{sc — %)  nach  dem  Tajiorschen 
Lchraatte  an&ulöaeö  und  fdr  die  beiden  daher  entaprinj^enden  ^{^)y 

ao  wie  auch  für  die  beiden  'V^  u.  s.  w.  ^(a:)^  2 .  j^  «•  «•  w. 
au  setzen,  und  die  CSIeichnng 

y  (or)  ^{%)  =  9(07  +  a)  •*-  5p(i  —  «) 

giebt  ihm  dann 

^^^        *^*^y(ar),«te»  •  1  .2  ^y(;r).ito*  '  1.2.S.4*'    ''• 

Daraus  geht  denn  hervor,  dass  flie  Quotienten  j.  ^jLz  *"•  ^'  ^• 
Ton  ^  gar  nicht  mehr  abhängen  können.  Wenn  daher  i  \7,  ■  = 
—  d*gt{a:)  gesetzt  wird,  so  folgt  sogleich       \^l^  =  4-  ^*9P( ,•«:), 

aip%a^ 

^—jj-^ —  ==  —  6*f(a:)  u.  8.  w„  und  mithin 

Dieses  darf  nun  immerhin  =2cos^a  gesetzt  werden,  denn  es 

bleibt  ja  die  Freiheit ,  für  ö  auch  einen  inuiginären  Werth  gV^-^l 
zu  denken,  ao  dasa  also  in  der  Edit Wickelung  von  caä  ifx  alle  Glie-^ 


der  positiy  werden  und  somit  auch  die  Function  — -^ —  berück- 
sichtigt wird.  Weil  aber  fiir  «rr:-»-  die  Resultante  /t  und  daher 
auch  ^(a)  =s  0  sein  mnss,  so  sieht  man  sogleich,  daaa  9>(a)  darcb 
die  Function  r —  nicht  dargestellt  werden  kann;  denn  die  Bnt- 

wickelung  derselben  hat  fiir  reelle  Wertbe  von  jp  nurpoaitive  Glia* 
der  und  kann  daher,  weil  sie  immer  coavargirt,  für  solche  Wt-rthe 
die  0  tticbt  vorstellen.  Also  muas  in  der  Bntwickelunff  von  <jp(s) 
dar  Coefificient  ^  reell  sein.  Nach  bekannten  analvtiacaen  Princi- 
inen  könnte  nun  ^  =  1,  ^sssS,  ^  =  5  u.  s.  w.  sein,  alkrin  wenn 
man  6"^!  nehmen  wollte,  ao  würde  man  ein  Gleichgewicht  der 
ILrüfte  in  solchen  Fällen  erhalten,  wo  es  angenadieiniiM  nicht  statt 
haben  kann.  Es  ist  abo  ^(s)  =  2coa  a  und  daher  Il=s^P,  eou  ar. 
Herr  Doctor  Dippe  hat  in  diesem  Archive  (Tbl.  111.  S.  3».)  den 
Baweia  sa  geordnati  daas  er  van  dar  VoransaataMing  einer  glaichca 
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FoDetioDBform  für  alle  Werthe  des  Winkels,  welchen  die  Seitenkr«ft 
mit  der  Resultante  macht,  frei  ist,  wodurch  seine  Demonstratioö 
allerdings  ein  Uebargewicht  über  die  von  Poisson  bekommt.  Nur 
bin  ich  der  Meinung,  dass  von  den  0  Grandsätzen,  welche  Herr  Or. 
Dippe  dem  Beweise  unterlegt,  nur  die  beiden  ersten  und  der  fünfte 
nöthig  sind,  abgesehen  von  dem,  was  ich  oben  in  Hinsicht  «vf 
Poissons  Vortrag  hervorhob.    In  der  Gleichang 

9(0?)  9{»)  =s  f{a? -^  m)  +  f{af  ^  %) 

sind  bei  Herrn  Doctor  Dippe  die  Ausdrücke  9>(^),  9(«)  v.  a  w. 
nichts  anderes,  als  eine  Art  uobestimmter  CoefBcienteo ,  für  welche 
eben  jene  Gleichnng  die  Relation  ausdröckt.  Setzen  wir  »  =  ^, 
so  findet'Sich,  da  9)(0):^2  sein  muss,  augenblicklicb 

7»(;r)  =  1/2  —  9(2^). 

Ifun  ist  aber  auch,  wenn  a?:^45®^  9(2ar)=i0,  also  9(45^)  =  ^^2 
=  2co8  45%  daher  dann  9p(^)*  =  \/2Vl  —  cos  45<>  =  2cos(^)*, 

— J    =:2cosr^)  .  Die  Allgemeinheit 

der  Gleichung  q>(a:)  =  2co8  a?  kann  nun  wohl  auf  eben  die  Weise 
dargethan  werdeir,  wie  Herr  Doctor  Dippe.  es  gezeigt  hat. 

f.  6. 

Streng  genommen  würde  nni  nicht  einmal  das  Parallelogramm 
zweier  Eindrucke,  auch  wenn  es  noch  so  streng  bewiesen  wäre, 
zu  eider  vollständigen  Begründung  der  Bewegungslehre  fuhren, 
denn  es  giebt  ja  noch  gar  keine  Ausführung  für  den  Pull,  wo  mehr 
als  zwei  Eindrucke  zusammenwirken,  wenn  man  nicht  annimmt, 
dass  jedes  beliebige  Paar  durch  eben  deli  Gesammteindruck  sich 
ersetzen  lasse,  wenn  es  allein  vorhanden  wäre.  Dieser  Satz  ist 
aber  eine  noth wendige  Folffe  von  dem  In  §•  4.  aufgestellten  Axiom, 
so  dass  also  durch  dieses  £e  vollständige  fintwiekeluog  der  BeWe* 
gungslebre  vermittelt  wird. 

Die  meisten  Beweise  für  das  Kräftefiarallelogramm  oder  viel- 
mehr alle,  die  von  dem  Poissooschen  sich  nur  in  der  analytischen 
Bebaodlungsweise  unterscheiden,  machen  jenen  ersten  Satz  zur 
Voraussetzung.  Hier  meine  ich  aber  diese  Dnrstellungen  vorsiglieh 
desshalb  tadeln  zu  müssen,  dass  sie  gar  keine  Auskunft  darüber 
geben,  wie  weit  denn  jener  Grundsatz  für  die  Demonstrationen  des 
Kräfiteparallegrammes  ausreiche,  und  dass  man  nicht  ins  Klare 
darüber  kommt,  ob  die  zu  Hülfe  genommenen  Axiome  auch  säarait* 
lieh  nothwendig  waren.  Der  aus  mehreren  Bindrneken  hervorge» 
heode  Gesammteindruck  muss  nach  dem  Gesetz  der  Nataraotliwen  • 
digkeit  vollkommen  bestimmt  sein,  sowohl  nach' Intensität  als  aoek 
nach  der  Richtung.  Indem  ich  nun  annehme,  dass  für  zwei  belie* 
btge  Eindrucke  derjenige  Gesammteindruck  sich  setzen  laitse,  den 
sie  hervorbringen  müssten,  wenn  sie  allein  wirkten,  so  genügt  al» 
lerding^  das  Parallelogramm  der  Bedingung,  das«  bei  jeder  Gömbi- 
nation  derselbe  Totaleiadrack  erhalten  wird,  aber  es  wäre  ja  aaeh 
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wohl  »öglicb,  dMB  nur  dbw  PfirdlelograNim  dieser  Bedngong  ge* 
nigtc,  uod  hierüber  erhält  nan  keine  Aiiflkttfift. 

N«D  ist  aber  gleich  klar,  dass  jenes  Axiom  nicht  nnsiittelbar 
xum  Kräfteparallelogramm  führen  kann,  denn  es  wäre  wohl  ntög- 
lich,  dass  nicht  der  Totaleindruck  seihst,  sondern  eine  gewisse 
Function  desselbem  aus  eben  solchen  Functionen  der  einselnen  Bin* 
drücke  ^ach  dem  Parallelogramm  sich  ableiten  liesse,  ^  wie  wenn 
man  s.  B.  die  Mte  Potenz  der  Resultante  aus  den  Mten  Poteaaen 
der  CompODenten  durch  das  Parallelogramm  finden  roüsste.  Wenn 
aber  der  Satz  von  der  Summirunff  gleich  gerichteter  Eindrücke  noch 
zu  Hülfe  genommen  T^ird,  so  ist  auch  das  Kräfteparallelogramm 
TollstäDdig  begründet.  Man  muss  nämKch  das  Princip  des  §.  4. 
wenigstens  für  einen  besondern  Fall  haben.  Ich  ordne  nun  den 
Beweis  so: 

1)  Wenn  mehr  als  zwei  Eindrücke  auf  einen  Körper  wirken, 
so  kann  man,  um  den  Gesammteindruck  zu  erhalten,  rar  jede  be- 
liebige zwei  denjenigen  Totaleindruck  setzen,  d^n  sie  erzengen 
würden^  wenn  sie  allein  wirkten. 

2)  Zwei  gleiche  entgegengesetzte  Eindrucke  heben  sich  ver- 
möge des  Satzes  vom  zureichenden  Grunde  auf^  wenn  sie  allein 
wirken,  also  auch  nach  1)  in  der  Zusammenwirkung  mit  beliebigen 
anderen  Eindrücken. 

Wenn  zwei /Ein  drücke  eine«  Winkel  mit  einander  machen,  s« 
folgt  der  Totaleindruck  der  Richtung  keines  von  beiden,  aber  seine 
Richtung  fällt  immer  in  die  Ebene  der  Seiteneindrücke. 

Hieraus  folgt  mit  Nothwendigkeit,  dass  wenn  zwei  Eindrücke 
i^uf  einen  Körper  wirken,  deren  Hichtungen  in  dieselbe  Gerade  fal- 
len, die  Richtung  des  Gesammteindruckes  sauteh  noch  in  diese  Gerade 
fallen  muss.  Denn  wenn  die  Bindrücke  lar,  —  ar  und  b  nach  derael* 
ben  Geraden  wirken,  so  ist  der  Gesammteindruck  b  und  fällt  in 
dieselbe  Gerade,  da  m  und  — a  sich  heben.  Verbindet  man  nqn 
erst  &  mit  —  a,  so  sei  %  der  Totaleindfuck  uod  es  mache  derselbe 
mit  der  ersten  Richtung  den  Winkel  9),  wenn  er  mit  ihr  nicht  zu- 
sammenfallt. Indem  man  nun  wie^ler  «  mit  a  verbindet,  entsteht 
nach  \)  der  Eindruck  b;  dessen  Richtung  mit  der  von  a  zusammen^ 
fällt.  Daher  kann  auch  nach  3)  %  mit  a  keinen  Winkel  machen,, 
oder  es  ist  9=0. 

4)  Wenn  zwei  gleiche  Eindrücke  unter,  einem  beliebigen  Win- 
kel gegeben  werden,  so  .fällt  die  Richtung  der  Resultante  alle« 
mal  in  die  Linie,  welche  den  Winkel  der  Componenten  halbirt,  ent* 
weder  nach  der  einen  oder  nach  der  anderen  Seite  vom  Scheitel. 
Dieses  isf  schon  durch  den  Satz  des  zureichenden  Grundes  klar, 
obscbon  sich  noch  eine  Art  Beweis  geben  liesse. 

5)  Wenn  zwei  Eindrücke  nach  einerlei  Richtung  gegeben  wer? 
den.  so  ist  der 'Totaleindruck  der  Summe  beider  gleich  und  folgt 
derselben  Richtung. 

Daher  muss  nothwendiff  die  Resultante  zweier  Eindrücke',  die 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  gegeben  werden,  der  Differenz 
beider  gleich  sein  und  der  Richtung  des  Grösseren  folgen.  Denn 
hat  man  die  Eiodrü<ike  by  a  nnd  — a,  so  ist  b  die  Resultante.  Ver- 
bindet man  aber  erst  b  und  a,  so  entsteht  d  +  ar,  und  wenn  noch 
—  ar  dazu  kommt,  so  entsteht  wieder  b^  d.  h.  (^  +  a)  —  ar. 

Nach  dieser  logischen  Spielerei  komme  ich  znr  Demonstration 
des  Paralielögrammes   dar -Eindrücke.    Man  . habe  drei  Eindrücke 
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a,  ^,  e  ttsd  tfl  Bei  ^  4«r  Winkel  swieebea  a  und  ^,  y  der  swi- 
scben  6  und  c.  Welehe  Grösse  und  Richtung  nun  der  ans  a  und  6 
unter  dem  Winliel  or  entstehende  Kindmck  r  auch  haben  nag,  so 
lüsst  sich  doch  beides  immer  durch  die  Diagonale  eines  Pftrallelo* 
grammes  erhalten,  wenn  man  nur  die  Componenten  a  und  6  gehö- 
rig abändert,  ohne  dass  man  desskalb  anch  statt  des  Winkels  Jt 
einen  andern  zu  setxen  genöthigt  ist.  Gesetzt  man  srasae  sms 
statt  0  und  m^6  statt  d  setzen  und  es  mache  r  mit  6  den  Winkd 
/,  so  ist 

ir  sin  lz=ma  sin  jf 

(r  eos/=«Mi  cos  ^  +  imi^» 


Indem  wir  ferner  r  und  c  unter  dem  Winkel  i-\-y  verbinden,  um 
den  Totaleindrnck  H  fnr  alle  drei.  fDomponenten  zu  Erhalten,  müsse 
man,  um  nach  dem  Parallelogramm  zu  rechnen .  m^r  statt  r  und 
n»«c  statt  c  setzen.    Macht  R  mit  c  den  Winkel  g^  so  hat  man 

R  sin  g^=  m^r  8iD(/+y) 

R  cosg-asnv^r  cos(/+y)-t-M,<^ 

oder  wenn  man  8in(/+y)  und  cos(/+y)  auflöst  und  statt  r  sin  / 
und  r  cos  /  ihre  Werthe  aus  .6)  setzt: 


7) 


R  sin  gzszmm^a  8in(.2r  +  y) 
R  eoBg^^mm^a  co8(;r  +  y) 


m^m^A  sin  y 


Wir  ändern  nun  die  Ordnung  der  Verbindung.  Indem  e  vnd  6 
unter  dem  Winkel  y  verbunden  werden,  entstehe  der  Eindruck  q 
und  es  mache  derselbe  mit  6  den  Winkel  X.  Mass  nun  fte  und  /i,^ 
statt  c  und  ^  gesetzt  werden,  um  uacb  dem  Parallelogramm  zu 
rechneU)  so  ist 


8) 


Q  iiu  k^=:  fM!  sin  y 

Q  cosA  =  /tir  cos  y  +  /^i^, 


und  indem  wir  wieder^  und  a  unter  dem  Winkel  X  +  ^  verbinden 
nnd,  um  nach  dem  Parallelogramm  zu  reebnen,  fi^q  und  ft^a  statt 
Q  und  a  setzen,' erbalten  wir,  wenn  R  mit  a  den  Winkel  ^^  macht: 

R  sin  yssft^Q  8in(X  +  a^) 

Ä  cos/'zz:/!*,^  cos(X  +  ^)  +  ffrta> 

woraus  mit  Hülfe  von  8)  folgt: 

R  sin  y  =  fA(*iC  ,9\n(jP't-y)^Pifi^&  sin  ^ 

R  cos  /"  =;  /(i/^«&  •  C0B(a7  +  y)  +  /»i  ^t^  ^^^  «^  +  f'^t^* 


«) 


Weil  aber  fz=:za:  +  p  —  g^  so.  findet  men  aus  9)  nach  dem  bekann- 
ten Eliminationsverfahren : 


10) 


R  sib  g=:(A^a  Bin  {a:  +  y)  +  (i^fi^i  sin  y 
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Aus  7)  ond  10)  folgen  nmi  die  beiden  Gleiohan^ea,  weleke  die  Be^ 
dingUDff  ansdräcken,  dast  nach  beiden  Combinatiottsfolg^n'  docb 
einerlei  9rHeete  nnd  Ricbftntog  d^  Resnlhmte  befauskommen  noMT, 
nänlieb! 

Die  weiteren  Bestimmungen  aber  gehen  aus  der  anderen  Bedingung 
in  Grnndeatc  1.  hervor,  dass  nSmiieh  die  Grösse  und  Richtung  der 
Resultante  zweier  fiindrficke  von  allen  noeb  gegebenen  Eindrucken 
tinabbängt|^  sein  soll.  Dieser  Bedingung  wird  nur  dndtfrch  genügt, 
wenn  in  den  Glekbnngen  11)  die  Coemcienten '  gleiefaer  Sinns  und 
CosinuH  gleich  sind«  nämlich  wenn  «m»,  =s/i»,,  mtM^i^ft^fA^  und 
M,  =s  /»/i»,  ist.  Om  aber  dieses  nu  beweisen ,  nrilssen  wir  noch 
einen  vierten  Bindruck  ä  sageben,  welcher  mit  e  den  Winkel  % 
machen  mag  *).  Um  für  diesen  Fall  den  Totaleindrüek  P  %n  er« 
halten ,  hat  man  A  und  d  unter  dem  l¥inkel  %^g  zu  verbinden. 
Es  mache  P  mit  d  den  Winkel  A  nnd  man  mtifse^  um  nach  dem 
Parallelogramm  zu  rechnen,  m^R  statt  /t  nnd  m^d  statt  d  setzen, 
so  hat  man 

P  sin  A  35  «4/1  ain  («  +  ^). 
■\  • 

Löst  man  hier  sin(«-|*- j^)  «uf  und, setzt  statt  Asin^  und^jRcos^ 

einmal  die  Werthe  ans  7),  dann  aber  auch  aus  10),  so  findet  »ich; 

# 

und    , 

Darum  hat  man  aber 

«  ■ 

imm^a  sinf^  +  y-h«)  +  «ijiw,^  sin(y+«)  +  m^c  sin  3$ 
)  =  /*9asin(a7  +  y  +  «)+  f*i/i*jÄ  sin(y-f-a)    H-  M^tcmmm 

nnd  diese  Gleichung  gilt  für  jeden  Werth  von  i^.  Da  aber  kein  m 
und  fA  nach  Grundsatz  1.  von  »  abbäogt,  so  müssen  die  Coefficien- 
ten  gleicher  Sinus  nothwendig  gleich  sein.  Denn  wenn  man  auch 
annehmen  wollte,  es  wäre  dem  nicht  so,  so  könnte  man  doch  %  so 
wählen,  dass  z.  B. 

mm^a  sin(ar-f-$f-|-^)*t-«i|M,^  sin(y  +  ») 
=  /u^.a    sin(.r  +  y  +  «)  +  M,M.^  sin(y-|-«) 


*)  Es  würde  hinreichen,  die  erste  der  Gleichunffen  7)  mit  cos  z,  die  an- 
dere mit  sin  %  zu  multipliciren  und  die  Producte  zu  sddiren  und  das» 
selbe  Verfahren  such  bei  den  Gleichungen  10)  anzuwenden.  Ich  wählte 
statt  dieses  Calculs  die  obige  Darstellung,  um  zugleich  seine  Beiiehung 
zur  Sache  nachzuweisen. 


würde;  aaii  biasehte  nur 


tg% 


SU  oehnfeD.  Aber  daen  wurde  doch  /*/ift,  ^/a,  werden «  uod  de 
der  Werlh  von  %  auf  alle  m  nud  A4  keineu  Eioflnis  hat,  so  ist  die 
GleicbuDg  fkfjk^  =c  M,  aUgemeio.    Darum  ist  nun 


13) 


f*fl    *»|«'i  ^A*lM«»    *■! 


A*Mj 


und  dieses  sind  die  Gieiebongen,  welcbe  der  Grandsats  1.  bedingt, 
leb  verlasse  aber  jetzt  die  ailgeineinevBetracbtung,  weil  es  «eue 
Absiebt  nicbt  ist,  diesen  Au&ats  nit  weitlftufigen  Recbnungen  so 
füllen,  leb  bringe  vielmebr  sogleicb  den  Gründsata  5,  io  Anwendanff» 
und  setze  zu  dem  Bebufe  den  Winkel  4?= 0,  um  ^  in  die  Rico« 
von  a  vk  bringen.  Alsdann,  ist  a^^b  die  Resultante  von  a  und^^ 
und  es  ist  dessbalb  iisssns,  =1,  so^  dasa  die  Gieicbungen  13)  in 
folgende  übergeben: 


.  14)    M,  =/!.,,  «,  =f*i/»i>  m.  =M/*«- 


nadi 


Darnacb  ist  --^  =^.    Nebme  ich  aber  nocb  c  =  6,  so 

Grundsatz  4.  notbwendig  f;kj=fA  und  daber  m,  ^e»,.  Davon  ist 
der  Sinn  folgender:  Bringt  man  an  den  beliebigen  Bin- 
drücken  m  +  6  und  6,  die  unter  dem  beliebigen  Winkel 
y  wirken,  die  Pactoren  es,  and  ef,  an,  um  die  Resultante 
nacb  dem  Parallelogramm  zu  berecbnen,  so  ist  allemal 
M,  =  M,.  Darum  ist  ancb  fut^  In  allen  Fällen  =  ^  und /»,  =/»,> 
und  die  Gieicbungen  14)  liefern  folgende: 

M,  =ji*,  und  M» =/»/«„ 

woraus  ji*,  =  «•,  = /t*  ^  1  fol^t  Hiermit  ist  aber  das  Parallelo- 
gramm der  Eindrücke  "Vollständig  bewiesen. 

Ich  habe  diesen  Beweis  nicbt  in  der.  Meinung .  abgefasst ,  um 
damit  meinen  Vorgängern  den  Rang  abzulaufen;  meine  Absicht  gebt 
Torz^gücb  mir  anf  die  Erdrternn^  der  Prineipien'  der  Wissenschaft. 
Für  diessmal  schliesse  ich  aber  die  Betrachtungen,  um  sie  bei  der 
nächsten  Gelegenheit  weiter  fortzuführen. 
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xxn. 

L6siiiig  einer  interessanten  geometrischen 

Aufgabe. 

Von  d^ni 

Herrn  Professor  Hessel 

in  Marburg. 


Aufgabe, 

Es  ist  gegeben  ein  Winkel  A  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  und  ein 
Punkt  0,  der  zwischen  dessen  Schenkeln  irgendwo  liegt; 
man  soll  die  gerade  Linie  «la»  ziehen,  welche  die  klein- 
ste der  Linien  ist,  die  durch  den  Punkt  a  so  gesogen 
werden  können,  dass  kie  ihre  finden,  wie  m  und  «,  in 
den  Schenkeln  von  A  haben. 

Auflösung. 

Es  sei,  in  Taf.  IV.  Fig.  4.,  A  der  gegebene  Winkel  und  a  der 
geg4sbene  Punkt,  wie  in  Taf.  IV.  Fig.  3.  Man  ziehe  zuerst  dnrek 
«die  K'mK  so,  dass  L  AK'a  =  AKa  =:  k(^  ^"^  —\A)  ist 
Hierdurch  wird  AK-  =  AK,  Man  ziehe  femer  durch  a  die  iap 
senkrecht  zu  nK  und  die  laq  senkrecht  zu  AK\  Der <  Winkel 
JKm,  den  diia  gesuchte  Linie  man  mit  K'aK  macht,  heisse  9,  und 
die  Winkel  Anm  und  Awtn  mögen  mit  n  und  m  bezeichnet  wer- 
den.   Es  ist  dann  «1  =  ^  +  9  und  m's=zk  —  9,  und  man  hatr 

^x  oq fg 

i)    am  —  -r-—  —  .;„  //.  Ji 


«) 


sin  m        sin  (k^ff>Y 
*"*  sin  ft         sin  {k^q>Y 


also 


i) 


sin  (« — 7)        sin  (Jb-i-7) 


3L 


Dl»  Diff»r«nisl  vw  mm,  wesn  tf  rerttnderlick  iit,  ^rird  aln  sei« 

Setzen  wir  den  DifferentiaIq[Uotienten  -  V     =;sO,  so  ist 
Tbdl?.  '21 


i) 


892 


tfy .  CO«  <w  mp.coB  n 


sin  m*  •in  M* 

ofier 


siii  m  810  n 


»  ■ 


und  man  erhält,  wenn  man  «tBtt  —^  und  statt  -—-  deren  Wer- 

'  sin  01  sm  H 

the  aus  1.  und  2.   setzt  (während  man  ohne  diesen  Knnst^iff  zn 
verwickelten  Ausdrücken  kommt),  die  äusserst  ein&che  Gleichnng: 

7)      #M.0Ot  MSXtfm.COt  M 

oder 

8)    am :  an  =  cot  n  :  cot  m. 

Wird    nun    ^«    senkrecht    zu    m»   angenommen,    so    ist   s»r  :  iw 
=cot  «sicot  is;  es  muss  also 

9)    «M:M^  =  «Jf:0M, 
ako 

{ms  +  ns)  :  ns  =  {am  +  a»)  :  amj 

%hi,  da  mi  +  n*z=  am  -f-  an  =  mn  ist,  auch 

10)    am  =  if#, 
mithin  auch 

ansszns 

aem.  Haa  hat  sonaeh  zur  Bestimmung  des  Pnvkten  #,  mitUn«  d« 
•Sf  gegeben  ist,  zur  BestimAung  der  Lage  dar .  fpesMilcn  Linie 
«•0##h  M^onifte  zwei  Bestionnun^töcke : 

1)  s  liegt  se,  dasB  La%A  ein  rechter  Winkel  tat; 

li)  #  liegt  in  der  durah  4S.  ^gehenden  geanoktett  Linie  mmm  ao, 
dnea  *#  =  ««•  ist. 

Der  ersten  Bedingung  entsprechen  die  Punkte  des  Halb- 
kreises aspA  über  dem-Durchmesser  Aa. 

Der  zweiten  Bedingung  genägen.die  Punkte  der  Hyperbel 
&"as^G''MCif) ,  welcbe  AK  und  AK'  zn  Asymptoten  hat  and 
durch  deb  Punkt  a  geht;  und  diese  ist  gemäss  der  Gleichung 
nf=zam\  in  wacher  oft'  tted  aei'  die  betreffenden  Stucke  jeder 
willkührlichen ,  durch  a  gelegten,  die  Hyperbel  a*s  in  den  zwei 
Punkten  a  und  #'  schneidenden  Linie  esV  oedeuten,  sehr  lei^t  za 
construiren. 

Der  Punkt  #  in  der  gesacb^ten  Liaie  mafn  ist  also  der 
Durchschnittspunkt  jenes  Kreises  mit  dieser  Hyperbel. 

Da  "aua  aflgemela  rar  jede  daieb  m  .gehende  Liaie  ml^  aaeb 
dea  Gleichungen  L  und  2. 


*)  Vergleiche  Burg  Artikel  Hyperbel. 


M  ist  4eff  ^rorbid^rttcke  Udiw  uuf  der  Mir  •nrSliMteii  tl|f|»^M 
bestinnt  durch  die  Gleitknog 


__ffl_  _ 


m 


11)    «^— ^(/p^y')      «n(*— 7>T 

WA  9^'  den  tefäfidi^licbeii  Winkel  bedeute!,  den  «rt'  nit  der  BaeiB 
KK'  de^  gleicbiicbenkU^ben  Orei^ck^  AK*K  mnckt. 
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Zur  Theorie  der  H^egelschnitte. 


Von 


Herrn  CJ.  Adams, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Gewerl^chale  su  WintertliBr. 


.  Herr  Dr.«  SeblöMileb  m  Jen»  bei^eiBt'im  3teii  Bande  de«  Ar- 
cbivB .  S«  386.  einige  tsHUxe  yon  Seoiieeeken ,  welebe  in  oder  ttm 
einen  Kereltcknitt  beschrieben  tied.  Seine  Beweise  sttttzen  sich 
anf  die  Theori«  der  projektivisehen  Gebilde,  auf  jene  schönen  Sätie, 
welche  Slelmer  in  seiner  „  AbbUngi^^it  geometrischer  G^sltal- 
teii'^  in  etreng^r  systematischer  Folgerichtigkeit  entwickelt  hat.  — 
B»  dimfte.  nun  fnr  die  Leser  des  ^ohtrs  nicht  uninteressant  sein, 
snr  Fergleichung  der  verschiedenen  Melhoden  in  der  Beweisffih- 
rong  dieselbeB  »ät«e  anf  andere  Weise,  oimlicb  mit  Hfilfe  der 
Trninnvonalen  bewiesen  cu  sehen,  sei  es  anoh  nur,  «m  anf  die 
Wichtigkeit  dieser  Lehre  von  Nenem  aufmerksam  su  werden.  — 
IHe  Sätie,  die  i^h  aU  bekannt  Toraussetsci  und  deren  Beweise  in 
Carnot',  Poncelet,  Steiner,  Plückers  analjtisch  geometrischen  Itnt. 
wickelongen  oder  euch  in  ineiner  jelgenea  »»Lehie  von  den  Trans- 
versalen^'^ nachgesehen  werden  können,  sind  folgende: 

1)  Wenn  die  Seiten  «Ines  Dreiecks  oder  auch  ihre  Verlange- 
rangen  to9  einer  beliebigen  ger^dUnigen  Transversale  masehiiittem 
werden,  so  theilt  diese  Transversale  jede  Seite  des  Dreiecks  in 
zwei  solche  Abschnitt«« .  dMs  das  ProdQbt  ens  drei  nicht  an  einBtt<* 
der^liegen4e|i  Absch|iitteii  gleich  ist  dem  .Producte  der  drei  anderen. 

%\  cJmgekehrt  werden  auf  zwei  Seiten  eines  -Dreiecks  und  der 
Yerlängernng-der  dritten  Seite  oder  auch  anf  deq  VerHUigernofleD 
aller  drei  Seiten  drei  Punkte  so  angenommen,  dass  das  Product 
aus  drei  nicht  an  einiiiider  üegesdeii. Abschnitten  der  Seiten  gleich 


Mi 

\ni  dem  Prodtcte  der  dnfi  eiidevoe,  lö  li%eii'  dieie  Pmikte  in  fpeni* 

der  Linie» 

'3)  Wenn  zwei  Dreiecke  eiue  solcbe  Lage  beben,  dass  die  Ver- 
bindungslinien ihrer  Bcken  je  zwei  und  zwei  in  demselben  Punkte 
zusammenlaufen ,  00  liegen  die  QercbscbniUdpunkie  ihrer  entspre- 
chenden Seiten  in  gerader  Linie.      , 

4)  Umgekehrt,'  Wenn  zwei  llretecke  eiiie  solche  'Lage  haben, 
dass  die  Ourcli^chniltspuBkte  ven  Je  zwei  entsprecbeurden  Seiten  in 
gerader  Linie  liegen,  ao  schneiden  sich  die  Verbindungslinien  ihrer 
entsprechenden  Ecken  in  einem  und  demselben  Punkte. 

5)  Wenn  die  Seiten  einea.  fkeiecks  von  eine»  beliebigen  Ke* 
gelschnitte  geschnitten  werden,  so  entstehen  auf  jeder  Seite  vier 
Abschnitte^  welche  eine  solche  Beziehung  zu  einander  haben,  diiss 
das  Product  der  einen  Hälfte  gleich  ist  dem  Producte  der  anderen 
Hälfte,  vorausgesetzt,  dass  in  einem  und  demselben  Pmducte  niciit 
solche  Abschnitte  vorkommen,  welche  einen  Punkt  des  Kegelschnitts 
zum  gemeinsamen  Endpunkt  haben, 

^  Der  Durchschnitt  zweier  Polaren  in  Bezug  auf  irgend  einen 
Kegelschnitt  ist  der  Pjol  für  die  Verbindungslifiie  der  Pole  jener 
Polaren. 

7)  Liegen>,mehrere  Punkte  in  gerader  Linie,  so  schneiden  sidi 
ihre  Polaren  für  irgend  einen  belieligen  Kegelschnitt  in  einem  und 
demselben  Punkte,  dem  Pol  jener  Geraden. 

8)  In  jedem  einem  Kegelschnitte  einbeschriebenen  Sechaeeke 
liegen  die  drei  Durchschnittßpunkte  der  gegeniiber  liegenden  Sei« 
ten  in  ffenuler  Linie. 

9)  In  jedem  einem  Kegelschnitte  umschriebenen  Sechsecke  achnei- 
den eich  die  drei  Diagonalen,  welche  die  gegenüber  liegenden  E^ken 
verbinden,  in  einem  .und  demselben  Punkte.- 

Die  Lehrsätze  des  Herrn  Dr.  Schlömilch  sind  nun  folgende: 
I)  Wenn    man   in   einem   dem  Kegelschnitte  ehibeecnftebeneB 
Sechsecke  ABCDEF  die  drei  HMptdiagonalett  AD,  BE,   CF 
zieht,  von  welclian  eine  jede  das  Secnaeck  in  zwei 'Vierecke  tkeiltf 


und  sodapD  in  diesen-  Vierecken  die  der  Hauptfdla^nale  des  Sechs* 
ecks  gegenüber  liegende  Seite  bis  zum  Durchschnitt  aul  dieser  Din- 

fonale  verlängert,  so  erbäh.  man  sechs. Dnrebsebnittspnnkte  Jlt^H^n 
^,  ßi\  A'\  /^»  ,voit  denen  ■  sowohl  die  drei  ersten  als  die  drei 
letzten  in  gerader  Linie  liegen» 

Beweis.  Taf.  IV;  Fig.  5.  Man  betrachte  drei  nicht  an  einaa- 
dei*  aastQssende  Seiten  JB^  CD^  JßJ^.einaeln  als  Trans^fsaieB 
des  Preieeks  «^^»  so.  bat  suin  naek  Lehrsatz  1.:  ■ 

ol^.bA  .cB  z;=^aB,.bH\cA 
aC  .bD.eP^'srmP'.tC  .tO 

aF  .hN[.eE^aE  .IF  .cS\ 

Hultiplicfrt  man  diese  drei  Gleichungen  In  einander,  so  erUUl^  man: 

(1)  uM* .'ÄA ' •  eP* .  «C- uF\  hA i hBf.  eB:cBy  -^^ 

'  =aI^.6M::cA',aJi\a^.6C.AF:4fA.cB. 

Nun  ist  aber  nach  Lehrsatz  5::       '  ' 

(II)  mC.aF.iJ.bJi.eB.tJB^mB.mE.iC.tF.eJ.eß. 
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mvMrt  mmH  (I)  dirch  (II),  «o  erhalt  «nni: 

«    : 

D&  DttB  die  PuiAte  M\  N\  F^-  eioMln  nwf  den  Seiteif  des 
Dreiecks«^  liegen,  cm.  ySird  dieteib^a  ,iiaph  Lekf9«tB  %,  \n  gerader 
Linie.  KbeDso  wird  bewiesen,  dass  die  Punkte  J#",  N'\  /*"  in  ge- 
rader Linie  liegen. 

II)  Me  Gerade  MX^  welche  nach  Lehrsatz  6.  die  Durch schnitts- 
punkte  der  drei  Paare  gegeniHyMP'  Hegender  Seiten  verbindet^  gebt 
zugleich  durch  dep  Durchschnitt  der  im  vorigen  Lehrsatze  erwähnten 
Geraden  iH'A'  und  M''N'\ 

Beweis.  Bezeichnet  man  die  Durchschnitte  yo^i  BE  und  CF^ 
AF  und  DE^  AB  und  CD  einzeln  mit  a^  r/,  /*,  so  sind  wegen 
des  einbeschriebenen  Sechsecks  AFCDEB  diese  Punkte  in  ffera* 
der  Linie  (Lehrsatz  6.)«  In  d^«plbeu  drei  Punkten  «r,  </,  f  scnnei- 
den  sich  zugleich  die  Seiten  der  t)re1ecke  M^M'^M  und  FP"P\ 
mithin  geben  nach  Lehrsatz  4^  die  jk^rbinduQgislinienr  ihi:er  ficfaen, 
d.h.  die  Geraden  3rP\  3/"/^,  Jl/P/ durch  ^«iieö^  AtA^deosptbeo 
Punkt  Dedkt  man  skh  du»h:ili»  Bfeken  Äm^lSKAhMMAJtBqDEF 
Tangenten  an  den  Keffelscbiiitt  tges^ogen»  so  erhält  man  ein  nm- 
Bcbriebenes  Sechseck,  das  init  dem  einhedcbriebenen  im  Verhältniss 
der  polaren  Reciprocität  steht;  die  Anwendung  der  Sätze  6.  und  7. 
auf  die  beiden  letzten  Sätze  führt  demnach  zu  folgendem  Satze: 
'  111)  Wenn  man  in  einem  dem  Kegelschnitte,  umscbriebeneii 
Sechsecke  die  sfegeniiber  liegenden  Seiten  v^rläagerl,  bis  sie  sieb 
einzeln  in  drei  Puniiten  durchschneiden ,  und  man  zieht  Ton  jedem 
dieser  Durchschnittspunkte  Gerade  nach  den  beiden'  übrigen  facken 
des  Sechsecks,  so  schneiden  sich  von  diesen  sechs.  Geraden  drei 
und  drei  in  einem  und  demselben  Punkte,  und  diese  beiden  neuen 
Punkte  liegen  mit  dem  Durchschnitte  der  drei  Hauptdiagonalen  des 
Sechsecks  (Lehrsatz  9.)  in  einer  und  derselhen  Geraden^ 

iV)  Verlängert  man  in  einem  dem  Regelschnitte  einbescb riebe* 
neu  Sechsecke  diejenigen  Diagonalen,  wefche  von  demselben  ein 
Preieck  abschneiden^  und:  bestimmt  die  Durchschnitte  Q,  By' S  je 
zweier  gegenüber  liegenden  Piagonalen  dieser  Art ,'  so  liegen  je 
zwei  dieser  Durchschnitte  mit  einem  ^er  Durchschnitte  M^  N^  P 
der  Gegenseiten  des  Sechsecks  in  einer  und  demselben  Geraden. 

Beweis.'  Da  die  Durchschnitte  g^  a^  h  der  Gegenseiten  des 
Sechsecks  ACFDBE  in  gerader  Linie  liegen,  so  haben  die  Drei- 
ecke EFk  und  BCg  die  Tu  Lehrsatz  3.  bezeichnetf»  Lage;  mithin 
liegefi  nach  demselben  Satze  die  Durcbscbpitte  ^,  B^  Q  .ihrer  ent- 
«ir^kb^toden  Seiten  in  geradef  Linie.'  -^  'Eben  so  wird  bewiesen, 
dass.die  Pbnkle 

\ . . . .  '  •  ßfy   C"  fS 

einzeln  in  gferader  Linie  liegen.  ■ 

Die  Anwtstodung  der  Sfitie  6.  und  -7.  auf  IV)  fdiirt  noeh  tu  fol- 
geadam«  Satt«: 

V)  Vtirlä0gert  van  in  einen  dem  Kegelschnitte  umschriebeneii 
Seohifeck«  die  erste ,  dritte  und  fünfte  Seite ,  bis  sie  unter  sich  /tAn 
Dreieck  bilden,  ieben  so  die  zweite',  vierte  und  sechste  Seite,  bis 


auch  diese  ein  Dreieck  bilde«,  bo  sdiBeMen  mtk  die  Veibiad^ags- 
liDien  der  geg^niiber  liegenden  Ecken  dieser  Dreiecke  je  swei  und 
zwei  auf  den  drei  Diagonalen  des  •Socksecks. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  kann  auch  direkt  ans  den  Britta* 
cken'scben  Satze  (Lebrsalv  9.)  hergeleitet  werden.  Siehe  neine 
Lebre  der  Trans? ersalen ;  Lebrsata  LXXXIH. 


XXIV. 

lieber  die  Reihen,  welche  den  Cosinus  und 
Sinus  darch  Potenzen  des  Bogens 

ausdrUcIcen. 

Von 

Herrn   Doctor  O.   Schlömilch, 

PriTatdocenten  an  der  Universität  zu  Jena. 


in  den  Supplementen  zu  KIQgels  mathematiscben  Wörterbuche 
gründet  der  flerr  Herausgeber  des  Arcbivs  den  Beweis  der  Reihen: 


coe^ 


sm  X 


\  — 


1.2 


jr* 


X 

i 


1.2.3.4 


•  •  •» 


1.2.3 


i. 2. 3. 4.5 


auf  die  folgenden  rein  goniometriscben  Sätze: 

cos  j»@  =  it«  —  ii,(2sin  )ßY  cos|0+«4(2sini0)*  cos  «@— .. .. 


—  i»,(2sini0)  «ini® 


i4lZ8in4ürj''cosjer— ...,i 
,(2sini®)»sin4ö— ....r  ^ 


sin  nQ  =  if,(^sin  ^0)  cos  {&  —  i»,(tbin  ^0)*  cos  i@ 


.... 


—  i»,(2«ia  ^@)*siD|@  +i»«(!Nin  {0)*  siD  $9  — . . . . 


(«) 


in  welchen  #»  eine  positive  ganze  Zahl  sein  nlusa  und  m^,  js,,  m^ 
u.  B.  w.  die  Binoniaksoefficieuten  des  Bxponenten  #  hedeiitefi.  Die- 
ser Beweis  der  Cosinus-  und  Sinnsreihen  bat  die  grossen  Voiftige^ 
abensowohl  von  der  Anweaduut  i«agioafer  Ocöaae»»  alA  von  der 
Methode  der  unbestimmten  CoefficienUn  frei  an  sein,  soWd  mn 
^  Gitltigkeit  der  Gleicbui^en  (1)  «nd  (^  auf  eleaMtftuei»  Wege 
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nacbgewief^il  bat«  Di«se  aeadrieht  •.  ««  OL  mUtefai  4ea  Schlostet 
von  m  auf  it+l,  welcherlei  aller  Evidenz  doch  das  Übangeiiehne 
hat,  daM  nan  nicht  weit«,  wie  man  «n  jenen  Glcicbtnig«n  gelangt 
ist.  Es  dfirfte  daher  nicht  überflSpsig  .aeia,.  ein^  ^leneniarie  Ablei- 
tung derselben  mitzutbeileD. 

In  einesi  früheren  Aufsatte  Ober  die  BTnonrialcoefficieiiCen,  Ar- 
chiv L  Tbeily  S.  431.  n.  f.  habe  ieb  gezeigt,  daas  pian-  auf  elemen- 
tarem Wege,  durch  ein  Verfahren,  welches  mit  dem  der  PüFeren- 
zenrechniaig-  Aehnlichkeit  bat«  zu  folgenden  Gleichungen  gelangen 
kann: 

(2co8  or)" .  cos  mjc  =  stp  cos  tma:  +  m^  cos  (fm  —  2)^ 

+  «i,  cos(2fli  —  4)^ -I- .... ' 

■ 

oder,  weil  m^^mmy  m^  =«•««— 1>  m^:^mw^%  u.  s.  w.  ist: 

<2eos  xY^  cos  mjc  =  m^  +  m^  coa2^  -f- «,  cos  4ar  4- .  i . ,    (S) 
and  ebenso: 
(2co8a:)*'  sin  mjc  r=  m,  sin  2a?  +  sv,  sin  44r  +  «•,  sin  &ar  + . . . .  (4) 

welche  für  ^  =  ^ —  in  die  folgenden  Übergehen : 

(gsin  -l")!»  cos  *"  ^^  *^  =  aso  —  <w,  cos  •!  -4-  eil  cps  2s>  — . . , .    (^) 
(2sin|-)««lttJ2^^iZ-!Ö  — ^^ri^  («) 

In  der  Reibe  (5)  setaen  wir  nun  m  fuecessive  =0,  1,2,3....  bis 
zu  einer  beliebigen  Zahl  n  und  multipliciren  die  entstehenden  Glei- 
chuDgea  mit  +iio»  "^^n  +.^f)  — ^»  ^  *•  ^o  '^  kommt: 


—  iS|(2sin^)   sin|w=: — «•,(lo  —  1,  cosw) 

—  18,(2810  iuy  cosln  =  +  ii,(2p  --  2,  cQS  w  +  2,  cos  2tf) 
-I-  if,(2sin  i#)'  sin  1«  =  —  i8,(3o  *—  3,  cos «  +  3,  cos 2m 

-*t,  eosSü) 
-f-  ii4i(2$in i«)* jcos jti  =  + if«(4o  ~4|  co8ii-|-4,  co8  2lf 

—  4,  ^os3«"f-4^  C08  4flf) 

±  i8i»(3sia  iw)»  COB       r**^  =  ±  ii»(<»^  —  »^  cos  81  +  «,  cos  2m 

— . . . . :!:  übi  cos  msp). 

Wenn  wir  jetzt  Alles  addiren  und  die  Glieder  auf  der  rechten  Seite 
nach  den  doauiaa  ordoeo,  so  wird: 


I 


•     * 
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V 

— * i»i(2Bio  im)  «ia.|«^  +  «,(28111  j»)'  sin  |fi  — .... 

^^"  Äq   ^■"  «1    ■  I       «^   """^  «g     "1    '    •   •    •  • 

+  C08  «(«1.1,1  —  «, .2i  +  if,.3,—- «4,44 +....Jf  ^ 
-f-  co83«(ii,  .2,  —  «,  .3,  +  «4.4,  -—  », .  6,  -4- . .  .•)! 
+  coB3tr(«,  .3,  —  »4 .4,  +  üg  .5,  —  »« .6,  -|- ....)' 

+  cos  M  .  Mm  .  «M 

Der  Coefficient  eioes  Coiinos  cos  pu,  wo  p  eioe  positive  gaose  Zaiil 
ist,*  würde  sein 

f;'-F;»""*;»+i(;^H-l);»  +  «;H-s(/'  +  2)p  — (8) 

Die  Sijmime  dieser  Reihe  ist  sehr  leicht  tu  finden.  Man  beoierlte 
zunächst^  dass  für  ganze  positive  m  ond  r  immer  wh-^^  mm—n  b*^* 
hin  die  obige  Reihe  auch  gleich  der  folgenden  ist: 

«^.;9o— «p+i(f'+l)i+s»)B44(;'  +  2),  — 

Drüiskt  man  hier  isp-t-t,  *»p-^  n.  s.  w.  durch  §$p  ans  und  setxt  für 
Po9  (/'+l)i>  (f^  +  ^)i  u-  *•  ^«  i^>*®  Werthe,  so  ist  unsere  Reibe 
auch 

n        *»^y    P-^^  j.  (fi  — y)(ii— y  — 1)    (y-f-2)(y»-|^l)  • 

Die  Grössen  innerhalb  def  Klammer  sind  aber  nichts  Anderes,  als 
die  successiven  Rinomialcoefficienten  des  Exponenten  m — /?.  Das 
Aggregat  derselben  mit  wechselnden  Zeichen  oenommen  ist  Null, 
sobald  n>p  ist.    Wir  haben  daher  auch  in  ($): 

0  =  «;, . y;,  —  jf;,4_i(;» H- l)p -H «;h^  +  2);,  — ,  •>/F. 

Substitdiren  wir  diess  Resultat  in  die  Gleichung  (7)  für  |i  =  0, 
ly  ^,  3, . . .  •,.m —  1,  80  findet  sich,  dass  die  Coefficienten  von  cos  0», 
cos  Ui  cos  2«,  ....  cos  \n  —  1)«  Jämmtlich  =  0  sind.  Der  Coeffi- 
cient des  letzten  Gliedes  dageffen,  worin  m=p  ist,  wird  1«  und 
folglicb  geht  die  Gleichung  (7f  in  die  einfachere  über: 

j»o  **  i»t(^iB  T^)*  ^^9 1^  +  Ü4(2sin  i^y  cos  1«  —  • . . .  } 
•-. is,(2sin  im)  sin  |«  +  »,(2sin  |fli)"  sin  j«  —  . . . .  |  (9) 

=  cos  mm  / 

Behandelt  man  ebenso  die  Gleichung  (4),  so  ergiebt'sich: 
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m^(SUln  {«)  cos iu  — *  «,(2aiB  ^)'  cm|«  -^  . .  <. . 
—  «^2810  \my  sin  |ir+  «^2810  ^m)«  aiii  j«  —  . . . .  ^  (10) 

ss;  sio 


Diese  GleichoDgen  sind  es,  deren  Ableitung  gegeben  werden  sollte 
und  welche  für  m=z9  in  die  a.  a.  0.  gebrauchten  übergeben» 

Die  Eniwickeluttg  der  Cosinns  >nnd  Sinnsreibe»  aus  denselben 
ist  in  knner  Andeutung  folgeude.    Man   nehme  in  Formel  (9)  im» 


a: 


mofy  als»  m  ss  — ,  und  setie  diess.  in  die  WerUie  von 

«1  —  1  >  <»3  —     1,2     '  *•  —  1.2.3         »••••     . 

so  wird:  .      .   i 

> 

d;(x  — «)/2siD  jif\ 

cos  ^ = 1  — L__^j^_jr; » cos  1» 

,    xjx — u){j;  —  2u)  (a:  ~  tu)(  28in  iu\  *         ^ 
"*  1.2.3.4  V     •*     /    ««»^»-•••- 

a7/2siDit^\    .     , 

Dabei  sind  or  und  u  im  Ganzen  beliebig  und  nur  der  Bedingung  unter- 
worfen, dass  —  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  welche  aber  von  wttt- 
köhrlicher  Grösse  sein  kann.  Zugleich  ist  klar>  dass  die  Reihe  |im 
so  mehr  Glieder  haben  wird^  je  kleiner  ü,  d.  h.  je  grösser  -~  ist 

Die  Reibe  (9)  hat  nämlich  #»  +  1  Glieder,  folglich  die  obige —  +  1 

Glieder,  ein^  Anzahl,  die  -immer  zunimmt,  je  kleiner  ff  wird.  Las- 
sen wir  endlieh  m  zur  Gränze  0  übergeben,  so  ist   . 

,  .     2810  4«        .  .     sin  '|«f        , 

i 

folglich  auch 

Lim  r^laüfV  =  1 , 

.  •      ^        i^        •> 

ferner  haben  wir  dann 

♦ 

cos  |«i  =sr  cos  jif  ü.  8.  w =1 

sin  ^m  =  sin  |«  u.  s.  w •  =  9. 

und  wenn  wir  auch  in  den  Coeflicienten  »  =  0  nehmen: 
coi'*i=l^^+j^^-....     (11) 


sao 

■nd  dieae  Reilw  ist  j«<Bt  eiM  MMadUclM,  wwl  die  flliedcnBrnakl 
—  -1-1  anendlich  geworden  iet. 

Durch  Anwendung  des  niailichett  Verftthrens  auf  die  GleichnDg 
(10)  erhält  man  ebenso  leicht: 

Im  sjstematiecheB  Vortrage  der  Analysb  hietet  die  Tonge  Dar- 
stellung den  Vortheil  dar,  dass  sie  den  natürlichsten  CehergaDg^- 
punkt  in  das  Gebiet  der  imaginären  Grossen  bildet«  Mae  kennt 
schon  die  Reihen 


«ax 

2 

=  1 

1.2 

+ 

1.2.S.4 

eft* 

2a 

1 

a*a:* 

+ 

«*«• 

1.2.S 

1.2.3.4.$ 

•  •  • 


und  brancbt  in  denselben  nur  0  =  1/" — 1  zu  nehmen,  um  sogleich 
zu  den  Formern  zu  gelangen: 


e^^l  ^  r-^^~i 


cos  jr,  .  ^-= 

2K  — I 


sin^. 


am  welchen  man  wieder  die  folgenden]: 
e**^"~i  =  cos  or  -I-  V^ —  1  sin  o?,  ^^•«^--1  =  cos  jr  —  1/ —  1  «in  :c 


t    I 


ableitet.    Setzt  man  hierauf /i*^  für  f»,  so  ergiebt  sich  ganz  allge- 
mein für  jedes  /i  die  Gleichung: 


(coSijFdbV^ — 1  sin  as^  =  cos ^x db  l/— 1  8in/i*.r, 

von  der  man  gewöhnlich  auszugehen  pflegt,  um  die  Cosinus  uyd 
Sinusreihe  aufzufinden. 


MI 


XXV. 

Nachtrag  zu  der  Abbandlnng  TM.  V.  No.  XYIII. 

>  * 

VOD 

Herra  Fr«  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gylnnasium  lu  Heiligeiuiadu 


Ifaebdem  die  Abliandlang  Th.  V.  Ifö.  XVIII.  schon  abfttfdrackt 
war,  bat  mir  der  Herr  TerfaMer  dieser  Abbaadfunff  deo  folg^ndoD, 
nach  seiner  eigenen  Aenssernng  ,,swei  wesentliche  Verbesserungen** 
enthaltenden.  Nachfrag  zu  derselben  gesandt,  nnd  rficksichtllch  der- 
selben die  BesiioiDiang  gegeben ^  dass  die  mit  A.  bezeichnete  Ver- 
bessemng  die  Stelle  von  f.  6.  1^^  (excius.).  und  die  mit  B'.  be- 
seiehiiete  Verbesserung  die  Stelle  der  unmittelbar  auf  §.  7.  3.  fol- 
genden Betrachtung  nnd  der  Sätze  4.  und  5.  einnehmen  soll. 

G. 


1.  Wenn  in  einer  Ebeae 
swei  Involationen  von 
Paukten  nsd  ausserdem 
ein  beliebiger  Funkt  gege- 
ben, sind,  eiipen,  Kef;el- 
scbnitt  an  finden,,  welcher 
durch  diesen  Punkt  geht, 
und  tör  welchen  die  zuge- 
ordneten Pnnktenpanre  je- 
ner beiden  Ittvolvtionen  tn- 
geordnete  harmonische 

Pole  Bind. 


Anfldsnng.  Sind  die  Gebilde 
beider  InToIntionen  nn gleichlie- 
gend, so  suche  man  deren  Haupt- 
pnaktie  und  sofort  einen  Kegel- 
schnitt 8,  wekher  durch  diese 
vier  und  durch  den  gegebenen 
Punkt  geht;  so  ist  Sl  der  verlangte. 
la  jedem  anderen  Falle  dagegen 
verbinde  man  den  gegebenen 
Fnnkt  B  mit  swei  sugeordnetcn 
Fnakienpaaren    6,  a';    hyV   mtA 

^M  ^i;  ^n  ^1    ^iM'  jeden   der 
zwei     gn^pabenen     Involationen 


1.  Wenn  in  einer  Ebene 
zwei  Involutionen  '  von 
Strahlen^  und  ausserdem 
eine  beliebige  Gerade  ge« 
gehen  sind,  einen  Kegel- 
acbnitt  zu  finden,  welcher 
diese  Gerade  berührt,  und 
für  welcbeii  die  angeprdne« 
ten  Strablenpaare  jener 
beiden  Involutionen  nuffe« 
ordnete  harmenisehe  Pola» 
reu  sind. 

Anflösnng«  »Sind  die  Gebilde 
beider  Involutionen  nngleichUe« 
gend»  so  anebe  man  deren  Hao|ll- 
strahlen  und  sofort  einen  Kefpu* 
schnitt  9[>  welcher  diese  vier  nnd 
die  gegebene  Gerade  berührt;  so 
ist  %  der  verlangte,  in  jedem 
anderen  Falle  dagegen  suche  man 
auf.  der  gegebenen  Geraden  A 
das  ffemeinacbaClIiohe  Fear  an* 
geordneter  Funkle  sweier  Invo^ 
Intionen^  wekbe  durch  die  Dnrchsr 
•chnitte  «,  4\  i,  M  «nd  an  a', ; 


an 


durch    die  Geraden   a,  a^\  by  6' 
und  a,  „  o'i ;  ^, ,  lf\    aod   riache ' 
das    ffemeinflcbaftliche   Paar   zu- 
geordnetef*  Strahlen  «,  e'.  ii^eier^ 
Involutionen,  welche  durch  a, «';; 
b^  V  unjd  0|t  jv'i  1  ^if  b'x  hestimnit 
werden;    so   sind  diese  Stroblen 
tf,  ^   nach  %.  3«  5.  nothwendig 
vorhanden.     Sodann   ^uche    mao 
in    den    gegehenen    Involutionen 
diejenigen  Punkte  q«  q, ,%  welche 
ileni  Durchschnitte  p  ihrer  Rich- 
tungslinien    Sy  8^      zugeordnet 
sind»  verbinde  diese  Punkte  mit 
einander   durch    eine   Gerade   P 
und  die  Punkte  B^ ,  B^ ,  wo  P 
von  e^e    geschnitten,  wird«  mit 
j.e   zwei   zugeordneten    Punkten- ' 

paaren  a,  a';  (,  V\  c,  C^  b,  b' 

irgebd  einer  der  gegebenen  In- 
volutiooen     durch    die    Geraden 

«H»««;*.!»  ^a;fi>^a5  ^1.«^«..-.; 

so  schneiden  sich  die  letzteren 
paarweise,  auf  dem  Dmfanj^e  des 
verlangten  Regelscbnittes  SI. 


h, ,  h'i  der  Geraden'^  mit  zwei 
zugeordneten  Strahlen  paaren  «, 
ilf\  Jb^b*  und  0, ,  a\  \b^ ,  ^,  ei- 
noe'  jeden  der  zwei '  gegebenea 
Involutionen  bestimmt  werden: 
so  siod  diese  Pii^te  e»  e'  nach 
9*  3.  5.  nothwendig  vorbandeo. 
Sodann  suche  man  in  den  gege- 
henen Involuiiopen  diejenigeB 
Strahlen  g^  q^ ,  welche  der  ver- 
bindongMliiie  P  ihrer  Mittelpunkte 
'«  'i  zugeordnet  sind,  verbinde 
den  Durcliöchnitt  p  dieser  Strab. 
len  q^qx  mit  den  Punkten  e,  c' 
durch  die'  Geraden  A^ ,  A^  und 
endlich  die  Punkte  a,,bi,c,,b,^. 
ä'i»  ^'»1  Co  b\  ...•,  wo  ./fg-  von 
den  Strahlen  ar»  Ä,  r»  ^.•.«  «', 
^\  c\tf ,,,.  irgend  einer  der  ge- 
gebenen Involutionen  geschoitteo 
wird,  mit  den  entsprecheodeD 
puukten  a,,  h,,  c,,  b, .  • . .  a'»,  h',, 
c'a«b'i««*«i  WO  A^  von  den  zu- 
geordneten Strahlen  «K,  ^^  c',  i;^. .. 
a,  ^.  <7,  d ,,.\  derselben  Involu- 
tion geschnitten  wird,  durch  ge- 
rade Linien ,  so  sind  diese  die 
Tangenten  des  verlangten  Ke- 
l^elsrliiittea'Sl; 


Beweis  0*^*)-  ^^^A^u  ^i>  ^{s^i  •.•.)s^<K9^>  e,  b....) 
=s S'(a\  h\  c',  b' . . .  •) 5  B^(m^^  ^,,  «r«,  tf, : . .  •)  ist,  so  ist 

•  / 

also  liegen  die  Punkte  B^yB^  und  die  DurehschBilCie- von  «,,<»,; 
/k  ,  ^^  . . .- .  auf  'einem:  Kegelodmitte  Sl;.  «nd  dot  ioeh  >die  Garmdea 
B^B^B^p\  B{fy  B^B\\^'€^^  entsprtefaende  Sirmllanpaara  vao 
Bjy  B^'  sind,  a#  «hms'  S  dia. Geraden  B^p  und  ^i/i  in-  dea  Punk- 
ten B^ ,  ^1  berühren  «nti  aneh  durch  den  Punkt  B  gebaa.  Be« 
dient  man  sich  zur  Construction  von  91  der  Punktenpaare  a, ,  a', ; 
ti9^'r;  C|,  d^,;  bifb',  ...M  eo  fällt  ddr'neue  Kegelsdinkt  mit  dem 
vorigen  susammeii,  mdem  beide  den  Pinnkt  B^  die  Taageatien  B^p^ 
B^p  nad  deren- Berühr ungspnakte  gemein  haben.:  Da  aiift  ^.  der 
harmoniaeh«  Pol  von  P  für  9  ist,  also  jPduPch<dre  harmoniaehao 
P»le  von  8^  S,-  f&r  9  geht,  so  sind  nach  §w  4.  i.*  diePunklettpaare 
a,  a';  6, ft'^  c,  c';  b, b'..,.  «nd  «,,  «\;  h»,  h',;  c,  yC'i;'b|,  b'.,  — 

augeordnete  harmonische  Pole  fiir  9. 

Vertauscht  man  den  Punkt  B  links  und  die  Gerade  A  rechts 
nach  nad  nach  mit  aadereö  Punkten  und  Geraden,  obaa  die  gege« 
bpeaen  Invohitioaen  sv  ändern,  ao  arhittt  man  links  eiaSyklem  von 
Kegelseboitten  mit  zwei  zugeordnete«  gemeinsohaftliehe»  Sekairtsa 
ßy  S^y  und  reehta  eines-  mit  zwei  zogcordnetea  genfeinaeliaftflchea 
TangenteaAirehachoitteii  #,  #,,  welche  reell  oder  idaaJ  aiad^  jeuaoh- 


^bm  'ilaa.  g«t Aesito  -  lii|r!e)uliotHBn  4iImi  äfaglckbliflgea^eD  i  oii«r  «ö« 
||^leiifMieff«MeD  Gebiltteai  iMteirfin.-  liader  PboIlI  oder  je4e  Gemd# 
in.  der  Eitto*  dtoei  sedbbni)  iSytteiief|>  gebÖvti  «iient  der  daam-  ^« 
köf^floi  K«9elMbDkte«o^'lii#ni«8  und  «a^f.  5*  ergiefat  »ch:    •     • 


'»   I  ■  j 


.,  ,    ,.  ., 


2. 


''   •    \    t 


(I 


»  '  I.  I 


1  J. 


)    I 


B. 


tüire  beliebige  Gerade  A  .werde  vou  der  .geineioschaftlicben  Se* 
kante  'S  ()er  Wegelsctinitte  ^).8»  %  ^  .....iip  Puokte  d.  und.  von 
den  harmoDiseben  PelureDvir/^f,V.  ^'i. .'.  ibf^s  gf^meinscbaftlichen 
Tangen tenüurcliscbnittes.  #  ip  den  Punktcop'  CL  0|  C,  b  •  - . .  gescboit« 
ten,  wobei  vorausgesetzt  ^in],  class  ft%  ISi  ^  c^  tt ,,  ^ ,,  Aurch  einerlei 
Punkt  |r  geben;  e?  .Aeiep  a,,'^^c,ä ,^/,  die  barmb.nischen  Polaren 
der  Ppnkte  a^  b«  'c,  t)  • « . ..  für  .9,  S9.~  £,  !C . .' . ,  wel^be  (i,lso  sämmlt-l 
lieb  durch  s  geben  miisseo'/  ün'dap  ^^Cx*  <"/(•«..  seien  die  Strab-i 
len;  welcbe  von  #  uacb  a/^/c,  b  .«..  gjßben;  endlich  seien  ^\  6^% 
t^y,(f\.\.,  die  barmoniscnen- Polaren  des  Punktes^  für  9,  fdt  (T« 
2)....,  welche  also  sämmtjicb  durch  einerlei  Funkt  JB"^  .derae-- 
meinschaftlicben  Sekunte  S  und  einzeln  durch  die  barmpaisclen 
Pole  «, /?,  ^^,d . . . .  von  5  fiirS^S,^)^  . . ..  geben  müssen,  ^jess 
Toräüs^esetzt»  so  acbneiden  sich  je  zwei  Strahlen. a^  ^;  ^,  ^;  e^c"i 
dfd".,..  }m  härmoni^cbep.^Pple  der  fiek'äden  A  für  9(>93»^i!t) v«- 
Aber  d]e  Strahlen  0,  ^^  <?,'«., ..  bTlden  einen  Strablbüscbel  #'oder 
i?,  welcher,  mit' dem  von  «Fj,  ^n  ^,,  </,  ....  gebildeten  Strahlbiischel 
S^  inypiutorisch  fst,  indem  je  zwei  .ft»trah len  a,4V|';  d\d^  ..••  zU' 
geordnete  barmoniscbe  Polaren  von  9  für  sämmtlicbe  Kegehcbniite 
sind ;  der  letztere  mßier  ist  mit  denk  vpn  it'y  6',  c',  et ,,, .  gebilde- 
ten >  //  oder  ß'f  perspectiviseh ,.  und  dieser  zuFoJgef  des  vorigen 
Satzes  mit  dem  von  0'^,  6",  c^\  tt ,,..  gebildeten,  o*\  projectivisch; 
also  ist  auch  B{a,ö;c,d.,. .)  =i:  B"Xd',  //',  c'\  ff... .).  Bedenkt 
man  nun  noeb^  indem  man  die  Durchschnitte  von  S  und  derjenigen 
Strahlen  von'  ß^  welche  den  Strahlen  sp^s^  des  Strabibusch^ls' i?^ 
entsprechen..' mit  f^,' d,.  bezeichnet,  dass  in  den  Strabibtischeln  ß^ 
ß^^  B\  i^der  Reihe  dach' sich  die  Strahlen  «^,  9p^  $p^  ß^  und 
jdi  I  sf^pfyß^^  entsprechen j  so  erhält  man  links,  und  abnlicber 
Weise  rechts,  den  Satz: 

'  4.  Hat  ejn<  Seh  aar  v'on,Kegelschn'i^€ten  eine  reelle^ 
oder'ideale  Sekante  und  eiu0n  reellen  oder  idealep  Tan-' 
gentendurcb'scbai^t'  gemein'/ 

so    liegen  '^d)*'  die.  Irariiio- 
nisben   Pole  einer   beliebi- 


gen Geraden  ihrer  Ebene 
in  Bezug  auf  alle  diese 
Regelscbpitte  anf  den  Um- 
fangen zweier  Kegel» 
aebnitte»  welche  die  ge- 
meinschaftliche Sekante  in 
den  nämlichen  zwei^Punk- 
ten  fcbneiden,  und  welche 
beide  durch  den  gemein- 
■  chaft  lieben  Tang  en  ten - 
dnrchicbDitt    gehen.       Der 


ab  uaifhfillen'  n)  die  barmo- 
uischen  Polaren  ein««  be- 
liebigen Punktei  ihrer 
Ebene  in  Bezug  unf  alle 
diese  Keffelscbnitte  iwei 
A««e  Kegelschnitte,  welebe 
die  nämlichen  zwei  Strah- 
len des  gemeinschaftlichen 
Tangen  tendurchsehnittea 
nnd  beide  die  gemeinschaft- 
liche Sekante  Derühren.  Der 
eine  ¥on  jenen  zwei  Strah- 
len ist  die  derl^erbindungs- 


linie  jeii48  Psaktti  nid  4es 
geaeiDSchaftliebeD  Taa- 
gentesdvrch^obDittes       sn. 

f;eordDet6  bar'aosMiche  Pa- 
are; der  andere. geht  nach 
demjeaigen  Punkte  der  Ke- 
rn ein  tchaftl  ich  en  Sekaote, 
dessen  angeordneter  bar- 
monischer  Pol  auf  jener 
Verbindungslinie  Hegt  Der 
eine  dieser  beiden  Keg'el- 
schnitte  berührt  die  ge- 
meinschaftlicbe  Sekante  in 
dem  einen,  der  andere  in 
dem  anderen  der  beiden 
Punkte,  In  welchen  die  har- 
monischen Polaren  des  ge- 
meinschaftlichen Tangen- 
tendurchschnittes für  die 
betreffenden  Gruppen  von 
Kegelschnitten  convergi- 
ren.  Daher  haben  b)  alle 
Kegelschnitte,  welche  den 
verschiedenen  Punkten  in 
der  Ebene  der  ersten  Schaar 
entsprechen,  eine  und  die- 
selbe Tangente  gemein  und 
berühren  die^ielbe  in  den 
einen  oder  dem  anderen  von 
awei  festen  Punkten,  c)  un- 
ter diesen  befinden  sich  auf 
selche,  welche  paarweise 
von  den,  einerlei  Richtung 
zugeordneten  Durchmessern 
aller  Kegelschnitte  der  er* 
sten  Schaar  umhüllt  wer- 
den, indem  sie  den  nnend- 
lich-entfernten  Punkten  der 
verschiedenen  Geraden  der 
[Ebene  entsprechen. 

(Der  nun  folgende  Sats  5.  nebst  der  beigefügten  Note  ist  weg- 
anlassen.) 


eine  von  jenen  swei  JPnnk« 
ten  ist  der  dem  Dureh- 
sebnitte  jener  Geraden  und 
der  gemeinsehaftlichea  Se- 
kante zugeordnete  harmo- 
nische Pol;  der  andere  liegt 
auf  demjenigen  Strahle  des 
gemeinschaulichen  Tan- 
gentendurchschnittes, des- 
sen zugeordnete  harmoni- 
sche Polare  nach  jenem 
Durehschnitte  geht.'  Der 
eine  dieser  beiden  Kegel- 
schnitte berührt  im  gemein- 
schaftlichen Tangettten- 
durchschnitte  die  eine,  der 
andere  die  andere  der  bei- 
den Geraden,  welche  die 
harmonischen  Pole  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante 
für  die  betreffenden  Grup- 
pen von  Kegelschnitten  ent- 
halten. Daher  haben  b)  alle 
Kegelschnitte«  welche  den 
verschiedenen  Geraden  in 
der  Ebene  der  ersten  Schaar 
entsprechen,  einen  und  den- 
selben Punl^t  gemein  und 
berühret!  in  diesem  Punkte 
die  eine  oder  die  andere 
von  zwei  festen  Geraden, 
c)  Unter  diesen  befinden 
sich  auch  zwei  Kegel- 
schnitte, welche,  indem  sie 
der  unendlich  •  entfernten 
Geraden  d'cr  Ebene  ent. 
sprechen,  die  Mittelpunkte 
aller  Kegelschnitte  der  er- 
sten Schaar  enthalten. 
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UebuDgsäofgabaa  fttr  SchOler. 


Tod  dem  Herrn  Doetor' Schlömilch,  Prlratdocenten  an 

der  DDiyersität  zu  Jen«, 

1)  Sei  das  gleichscbeokliche  Dreieck  MI^O  (Taf.  IV.  Fig.  6.) 
das  Profil  eioes  geraden  Kegels»  AR  das  einer  ihn  schneidenden 
Ebene.  Der  Schnitt  sei  so  geführt,  dass  die  entstehende  Durch- 
schnittfignr  eine  Ellipse  bildet,  von  welcher  AB  die  grosse  Achse 
darstellt  Die  inr  Gonstmction  der  Cllipae  noch  nrnbige  kleine 
Achse  findet  man  darch  fslgeades  Verfahren:  Maa  batbire  AB  in 
C  und  siebe  durch  diesen  Punkt  eine  Gerade  parallel  OP^  und  eine 
zweite  parallel  MX^  welche  letttere  die  Gerade  OP  in  Q  und  MO 
in  H  «cbneidet.  Mit  QU  alt  HaUMuesser  beschreibe  man  an>  Q 
als  Mittelpunkt  einen  'Kreisbogen,  der  die  durch  C  gesogene  Senk- 
rechte in  K  schneidet;  CK  ist  dann  die  kleine  Ualbacbse  der  El- 
lipse. Nimmt  man  also  Cüacc  C!fif £3  CÜT  senkrecht  auf  .^i^,  sa 
bat  man  in  AB  die  grosse,  in  DB  die  kleine  Achse  der  eatstaa* 
denen  Ellipse,  die  nun  leicht  gezeichnet  werden  kann. 

Wie  lässt  steh  die  Richtiirkeit  dieses  Verfahrens  beweisen f 
Welche  lllod^ation  tritt  ein,  wenn  der  Kegel  ein  schiefer  ist! 

2)  In  fTaf.  IV.  Fig.  7.)  stelle  die''  gezeichnete  Cnrve  eine  ifteicb« 
seitige  Hyperbel  dar;  von  einem  Punkte  P  derselben  sind  nach  den 
Endpunkten  ' A  und  B  der  Achse  die  Geraden  AP^  BP  gesogen. 
Errichtet  man  in  einem  beliebigea  Paukte  M^er  ?erl&Dgerteo  Aehsa,. 
welcher  aber  zwisch(>n  B  «ad  Q  liegt,  eine  Senkrechte  MJV^  wel- 
che von  AP  und  BP  in  B  und  C  geschnitten  wird,  so  ist  ^  PCD 
^=LP^B  und  fblftlieb  aaeh  LPDCtsiLPBA.  Wie  liisat  eich 
diess  zeigen?  (Beide  Satze  sind  sehr  leicht  zu  beweisen,  wenn 
qiatt  ihnen  eine  projectivische  Bedeatnng  abgewiiint.) 


Algebraische  Sätze,  welche  zu  beweisen  sind. 

Für  jede  nngerade  Zahl  ^  1  ist 


ttod  für  jede  gerade  Zahl  ^0: 


*- 


1 

T 


S».5^ 


••»  — 1 


Beide  Reiben  werden  so  weit  fortgesetxt,  bis  lie  von  lelbi^  ab. 
Srecben. 


Einige  Bericlitigungeii  zu  Theil  lY. 


S.  187.  Z.  1.  statt  cos  /i^  a.  ■•  cos  /. 

S.  191.  Z.  6.     ,)     Relekion  s.  m.  Rafiraotioo. 


Bericbtif^nngen  zu  der  Abhondlang  No.  XXXII.  ▼o.n 

Herrn  Dr.  B.  G.  Björling. 

B»  203.  Z.    1.  V.  u.  statt  i/,f  und   F,,  s.  ai.  m,,  nnd  r,^. 
„  29d.  Z.    1.  T.  n.    „    (1  +  V,^,)*  s.  Bi.  (I+Vi^'i)'- 

*i|l— 4a»)9>''  s.  au  i|(l— 4»»)y". 
lIl+iieMtp"  s.  m.  i|{l-f-4a*X. 
da  s.  ai.  M. 


9» 


298.  Z.    5.  V.  o.    „ 

),  299«  K.  10.  V»  o.   '^, 

„    .,  „    12.  V.  o. 

,)  Wk  Z.    5.  V.  o. 

t»    w  «^    **•  ▼•  ^* 

94  301.  Z.    7.  V.  n. 

,»  304.  Z.  13.  V.  o« 

,9  300.  Z.    6.  f.  o« 

,»  313.  Z.  18.  y.  o. 

^y  314.  Z.    4.  T.  n. 


»9 


2v^  s.  Bi.  2Uf'^ 

f ,    ff.  s,  m.  V,  —ff,. 

=  c,  s.  m.  ssO» 

«0=  s«  m.  §9 sc-*. 

(44)  s.  m.  (42). 

or^r-plaao  s..ni«  ^ea.» piano. 


XXVII. 

Ueber  die  Theorie  des  Diplddosoops. 

Von 

Herrn  Gastav  Schmidt 

2U  Wien« 

(Von  Herrn  Director  C.  L.  v.  Littrow  in  Wien  dem  Herausgeber  xqr 

Aufnahme  in  das  Archiv  mitgetheilt.) 


Dias  vott  B»  Dent  in  London  (82,  Strand)  angegebene  Di- 
pleidoseop  ist  ao  einfach  in  seiner  Anwendung  uod  verspricht  se 
genaue  Resultate,  da^s  man  eine  allgemeine  EinfuhruDg  dieses  Mit- 
tels, die.  Zeit  su  bestimmen,  mit  Zuversicht  erwarten  kann.  Es 
besteht  dasselbe  belcanntlich  in  einem  von  drei  plan  -  parallelen 
Glasplatten  gebildeten  gleichschenkligen  Prisma,  das  wir  hier  der 
Einfachheit  wegen  suglc^ich  als  rechtwinklig  annehmen  wollen;  es 
bilden  sich  so  voii  jedem  leuchtenden  Punkte,  der  vor  der  Hypo- 
teousen- Fläche  sich  befindet,  zwei  reflectirte  Bilder,  deren  eines  von 
dieser  Hjpotennsenfläcbe  des  Frisma's  zurückgeworfen  wird,  und 
deren  anderes  durch  doppelte  Reflexion  an^  den  Kathetenfli^chen 
entsteht  Diese  beiden  Bilder  werdeti,  wie  aus  der  Natur  der  Sa- 
che hervorgeht,  sich  bei  einer  gewissen  Bewe^ng  des  leuchtenden 
Gegenstandes  immer  geg^en  einander  bewegen  oder  sich  von  einan- 
der entfernen,  und  somit  auch  in  einer  gewissen  Lage  dieses  Ge- 
genstandes sieb  decken.  Ist  nun  ein  solches  Prisma  einmal  z.  B. 
m  Bezug  auf  den  Meridian  richtig  aufgestellt,  so  erfolgt  die 
Deckuuff  auch  immer  wieder  zur  Sfeit  des  wahren  Hittags.  Oa 
eine  aelclie  Deckung  mit  grosser  Schärfe  beobachtet  werden  Kann, 
und  selbst  die  Bewaffnung  des  Auges  mit  einem  Fernrohre  erlaubt, 
da  ferner  die  Vorrichtung  bei  ihrer  Kleinheit  durchaus  keinem 
scbädUchen  Einflüsse  der  Temperatur  unterliegt,  so  kommen  dem 
Dipleidoscope  die  Vorzfigfe  eines  Gnompns  in  erhöhtem  ttaassstabe 
20,  ohne  daaa  es  deshalb  seine  Naehtheile  besässe. 

Thdi  ?•  22 
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Uoter  diesen  UmständeD,  (claabteo  wir^  würde  ein  analytischer 
Beweis  Tür  die  Theorie  dieses  Instrumentes^  die  sich  ührisrens  aoch 
auf  elementarem  Wege  entwickeln  lässt,  nicht  ohne  Interesse  sein. 
Es  handelt  sich  aher  hier  um  folgendea 

i 

Lehrsatz. 

Bei  einem  geraden  Prisma  von  gleichschenkliger 
rechtwinkliger  Basis  decken  sich  die  heiden  Sonnen- 
bilder  zur  wahren  Mittagszeit,  nnahhängig  von  der  Höhe 
der  Sonne,  wenn  die  Hypotennsenfläche  senkrecht  auf 
dem  Meridian  steht,  und  die  Seitenkanten  parallel  zn 
der  Ebene  desselben  liegen. 

Beweis. 

Es  sei  (Taf.  IV.  Ü^.  1.)  die  Ebene  XI^  pwBlIel  zum  Mertdian. 
Das  Prisma,  dessen  Basis  ABC  sei,  stehe  senkrecht  auf  der  Eb'ene 
Xy,  und  so,  dass  die  Vorderfläche  AB  AB  mit  der  Ebene  YX^ 
und  die  Kante  AA^  mit  der  Axe  AX  zusammenfalle.  Man  hat  nnn 
aus  Taf.  IV.  Fig.  2.  die  Gleichung 

IAB a:==0 
BC ...,  a?"f-y=« 
AC  . , . .  ^  —  y = 0. 

Die  zur  Ebene  XZ  parallelen  Licbtstiahleii,  welche  die  Sonne  im 
Meridian  auf  das  Prisma  wirft,  sollen  unter  dem  Winkel  a  gegen 
die  Halbaxe  der  posiliven  sp  geneigt  sein.^  Führen  wir  einen  der- 
selben durch  den  willküfarlichen  Punkt  {fyiC)^  so  sind  seine  Glei- 
chungen: 

Dieser  Lichtstrahl  1)  schneidet  die  Ebene  orssO  in  dem  Punkte 

a?,  =0 

yi  —n 

*i  =t— Stg«, 

Die  Linie  1)  kann  daher  auch  so  ausgedrückt  werden: 

y— yi=o 


•  • .  • 


«-— »j  =ar  tg  a 


Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  dieser  LichtsU:;ahl  1)  in  der  Linie 

y-y'=*      \....t) 

Ton  der  Ebene  YZ  oder  ^=0  reflectirt  werde;  aomit  wird  audi 


U9 

ein  so  Ij  iiaralleler  Lichtstrahl,,  der  die  Ebene  ^  =  0  im  Poiikte 
i^x'^  trifft,  von  dieser  spiegelnden  Fläche  in  der  Linie 

reflectirt. 

.  Es  sind  nnn  'die  folgenden  allgemeinen  Anfgahen  einsnschalten. 
I.    Auf  die  dnrch  den  PnniLt  {x'^%')  gelegte  fihene 

Jf(*-ar')  +  iV(y-.y')  +  P(«-s')  =  0 

im  Punkte  (^^«0  ^^u  Perpendikel  zu  errichten. 
Hen  erhält  leicht 

als  Gleichungen  des  verlangten  Lothe§. 

IL     Den   Neigungswinkel   d  zweier   sich   im   Punkte 
(o^if^xO  schneidender  Geraden 

und 

anzusehen. 

Dieser  wird  gegeben  dnreh 

cosa=: 


III.     Dnrch  zwiii  sich  schneidende  Gerade  L  und  L' 
eine  Khene  zu  legen 
Dieie  ist: 

(^Ä-— ^Ä)(a7-a?')+(Ä-Ä')(y-y^=M-^)(«^«'). 

Verfolgen  wir  nnn  den  Lichtstrahl  1)  weiter,  so  finden  wir, 
dass  er  die  Ebene  ^  +  jr==0  trifft,  wenn  nur  If,  17,  C  B<^icl^Uch 
gewählt  sind,  und  zwar  im  Punkte: 

^=0  — 17, 
»'=J;+(si-J-il)tga. 


Wir  können  die  Gleidinngen  1)^  nnd  Jf^fsma  den  Pemoln  L^ 
IL,  III.  heiser  anpassen,  wenn  wir  ihnen  die  Gestalt  geben: 

22* 
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—  %'  =  {a:  —  ^')  tg  o ) 


und  der  Ebene 


(^«a/)  +  (y-y')  =  0. 


Im  DurcbacbDittopunkte  (ory«')  erricbten  wir  ein  Lotb  auf  die  Ebene 
BC.    Dieses  ist  nacb  I. 

Oarcb  dieses  Lotb  und  die  Linie  1)  legen  wir  eine  Ebene.     Dns 
der  Formel  III.  bedienend»  erbalten  wir  als.  Gleichung  derselben: 

—  (4?  — ar')tgtt+(y  —  y')tga-*-(*  — *0  =  O....    4) 

Wir  müssen  nun  nocb  den  Neigungswinkel  des  Lotbes  gegen  die 
Linie  1)  Rennen  lernen.    Dieser  wird  gemessen  durch 


cös  d= 


cos  a 


'■ 


1/2(1  H-tg«»)  ~"PT' 


Mau  musB  jetzt  eine  Linie  durch  (j/yx')  in  der  Ebene  4)  sieben, 
welche  mit  dem  Einfallslothe  den  Winkel  360<*  —  3  einschlieast.' 
Diese  Linie  sei: 


y— y'=^(^— ^')j .      5) 


Zur  Bestimmung  von  A  und  ß  hat  man 

—  tga  +  .^tga-^i7=0 
und 

cos  a  ^^ 1  ~^A 

woraus 


und 


l  +  ui»— 2^sina»  =  H-2u<  +  ^» 


folgt.    Man  bat  also  entweder 

B=zi^a 


oder 


B  =  ^Atga 


Die  beiden  ersten  Wertbe.  verwandeln  5)  in  1),  alsojgeboren  die 
letiteren  dem  aniftiHenden  Strahle  an,  und  seine  vleichungen 
sind  somit: 
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»-V=-^(^-.^)tgo(  ....     5) 

.^  =  00  ) 

I 

mithiD  auch 

«  —  »'=—•  (y  — sO  *g  «, 

QDil  da  y — y  nicht  oo  ist,  mnss  of-r-a:  ^=0  sein.  Die  endlichen 
Gleichungen  des  von  dem  Spiegel  BC  reflectirt^n  Strahls  sind 
daher: 

*-^=\         ■  }....    5) 

«— »'=  — (y— y')tga» 

Dieser  Strahl  5)  triffi  die  Ebene  AC  oder  a:^pss:0  im  Punkte: 

y"  =.^  [     oder    y"  =  a  — 17 

<=*'-(^-y^)tga5  »''=f-(r-i2)tga. 

Cm  anzuseigen,  dass  dieser  Punkt  (o^'^y^x")  der  Linie  5)  und  der 
Ebene  jc  —  y=0  angehöre,  geben  wir  den  Gleichungen  folgende 
Form: 


"^      ~  ,       .       j....  5)  und^r....(Är-d/')-(y-y')=o. 

«— «"=— (y-y^)tgal 

Das  Binfallsloth  im  Punkte  {a/y'»")  ist: 


^  —  o:^  =  —  (y  —  y ') 

Legt  man  durch  dieses  Loth  und  die  Linie  5)  eine  Ebene,  so  er- 
hält 


(^-^tgo  +  (y-y")tgÄ-|.(«--»")  =  0....    6) 

Der  Neignngawinkel  des  EinfalUlotbB  gegen  5)  ist  gegeben  durch: 

•       ^ cos  a 

co.«»=v^2(H-tg««)=T^- 

I 

Es  ist  jetzt  nur  noch  übrig,  eine  in  der  Ebene  6)  liegende  Gerade 

y-y"=^(*-ar")|  7) 

zu  ziehen,  deiren  Winkel  mit  dem  Lothe  durch 

.        cos  a 
COS  0  =  -pY 
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V 

beBÜmmt  ist.    Mao  erhält 

*M  rt      ,       ^  ^  CO«  O  1  —  J 

also 

i+^*-|-Ä^  siD  o'ssl— Ä^H-^»„ 

woraas  zwei  Anflösnngen : 

A=;  — Igal  i?  =  — ^tga 

folgen,  TOD  weUbeii  die  sweite  dem  eiofaUeoden,  soait  die  erste 
dem  ansfalloDden  Strahle  angehört.  Die  Gleichungen  des  ?om  Spie- 
gel ^C  das  sweite  Mal  reiectirten  Strahles  sind  daher: 

»'-y"^»  ^        I....    7) 

»  —  «"  =  — (;r  —  ät")  tg  a  i 

Dieser  trHK  die  Glasfläche  dr  =  0  im  Punkte 

»'*' =«"  +  ;r"tga. 

Fuhrt  man  in  7)  die  «rossen  ar'",  f"',  %"  sUtt  xT,  y,  %"  ein ,  so 
erhält  man 


^-^  =  ^  j....    7) 

«  —  »'*'  =  —  ortga) 


Dieser  sweisuil  refiectirte  Strahl  7)  fällt  daher  mit  dem  einmal  re- 
flectirten  Strahle  3): 

*  — »"  =  — jptga 
genau  susammen,  was  lu  heweisen  war. 
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XXVIII. 

lieber  die  Theorie  des  Dipleidoscops. 

VOD 

dem  Herausgeber. 


Die  in  der  vorbergeheaden  Abhandlnog^')  gegebene  sehr  ein* 
fache  Analysis  bat  micli  zu  eioigen  allgemeiDereD  BetracbtUDffen 
über  das  Dipleidoscop  veranlasst,  welche  ich,  üb  zugleich  dem  Hrn. 
Verfasser  dieser  Abhandlung  das  Interesse  zu  beweisen,  mit  dem 
ich  dieselbe  gelesen  habe,  und  denselben  zu  weiteren  Mittbeilungen 
zu  ermuntern,  in  dem  vorliag euden  Aiibatze  mittbeilen  werde. 

I. 

Wir  -wollen,  allen  unseren  folgrenden  Untersuchungen  ein  reebt- 
winkliges  Coordinatensjstem  der  a?y%  zum  Grunde  legend,  zuerst 
einige  aUgejneine  Betrachtungen  über  Strahlen  anstellen,  welche 
auf  eine  auf  der  Kbene  der  ory  senkrecht  stehende  Ebene  fallen 
und  von  derselben  r^flectirt  werden. 

Die  Gleichung  einer  jeden  auf  der  Ebene  der  jcy  senkrecht  ste- 
henden Ebene  hat  bekanntlich  die  Form 

1)    ^ar+^y+r=0. 

Die  Gleichungen  eines  diese  Ebene  in  dem  Punkte  (pgr)  treffenden 
Strahls,  wo  also 

istj  seien 

^     cos  a  cos/J  co*y' 

wo  o,  ß,  y  die  180**  nicht  übersteigenden  Winkel  bezeichnen  sol- 
len, welche  der  als  von  dem  Punkte  {p^)  ausgehend  gedachte 
einfallende  Strahl  mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch  den  Punkt 
0?^)  geles^er,  den  primitiven  Azen  paralleler  Azen  einschliesst. 

Die  G^ichung  der  durch  den  einrallendea  Strahl  gelegrten,  also 
durch  den  Punkt  ipjT)  gehenden,  auf  der  gegebenen  Ebene  1) 
senkrecht  stehenden  Ebene  sei 

4)    A'{a;-^p)-hB'(y^9)-hC'{%^r)  =  0. 

*)  Ohne  diese  Abhandlung  vorher  gelesen  zu  haben,  wird  die  vorliegende 
nicht  f  am  verständlich  sein. 
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Da  in  dieser  Ebene  der  einfallende  StrabI  liegt,  so  ist  wegen  der 
Gleicbnngen  3)  für  jedes  4? 


also 


(JC  cos  a+  i^  CÄi  /J-h  C*  oos  y)  {^  ^P)  =  ^* 


5)    J'  cos  a  +  B'  cos  ß-^C*  cos  /  =  0. 


Da  ferner  die  Bbene  4)  anf  der  Ebene  1)  senkrecht  steht^  so  ist 
nach  den  Principien  der  analytiscben  Geometrie 

Um  also  die  Gleichung  der  durch  den  einfallenden  Strahl  3)  geleg- 
ten, auf  der  gegebenen  Ebene  1)  senkrecht  stehenden  Ebene  xn 
finden,  muss  man  die  Grössen  ji\  B^^  C  aus  den  drei  Gleichungen 

A*  cos  a  H-  JBT  cos  /S  +  C  cos  y  =  0, 

> 

.  etiminiren. 

Multiplicirt  man  zu  dem  Ende  diese  drei  Gleichungen  nach  der 
Reiiie  mit 

(y  —  ^)  cos  a  —  (;2^ -*  ^)  cos /}, 
£r(;r  — ;i)  — -4(y  — y), 
*A  cos  /}  -^B  cos  a; 

und  addirt  dieselben  dann  zu  einander,  so  erhält  man 

■« 

f+(^cos/J— i?co8a)(»  — r)     \ 
und  folglich,  wenn  nicht  C  =  0  ist: 

7)       \B(wp)'^A{y^q)\  cosyj  ^^ 
-f-  M  cos  ^  —  B  cos  a)  (»  —  r)     I 

Wenn  C"  =  0  ist,  so  hat  man  nach  dem  Obigen  die  drei  Glei- 
chungen 

AA'^BB-^^ 

A'  cos  aH-  Ä'  cos  /?  =  0, 

^'(a?-^)+il'(y-^)c=0; 

aus  denen  man  leicht  die  beiden  Gleichungen 

|Ä(*-p)-^(y-flr)U'  =  0; 

1 

80  wie  auch  die  beiden  Gleichungen 
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erliält    lit  min  nicht  kn^Ieich  ^=0  und  ir  =  0,  so  ist 

Ä(ar  — /?)  — ^(y  — y)=:0; 
also  nach  '  ^ 

+  (Jl  cot  ß^B  cos  a) («  —  r)     ) 

welches  daher  wieder  die  Gleichung  der -durch  den  einfallenden 
Strahl  3). gelegten,  anf  der  gegebenen  Ebene  1)  senkrecht  stehen- 
den Bbene  ist. 

,  Wäre  znffleich  jr'  =  0  und  ^  =  0,  so  hätte,  da  auch  C'=fi 
ist,  die  Gleiehong  der  durch  de»  einfallenden  Strahl  3)  gelegten, 
auf  der  gegebenen  Bbene  1)  senkrecht  stehenden  Ebene  nach  4)  die 
ganz  unbestimmte  Form  0  =  0,  welches  offenbar  nur  dann  der  Fall 
sein  könnte,  wenn  der  einfallende  Strahl  3)  auf  der  gegebenen 
Ebene  1)  senkrecht  stände,  in  diesem  Falle  wäre,  da  die  gegebene 
Bbene  1)  auf  der  Bbene  der  a:y  senkrecht  steht,  wie  sogleich  er- 
hellet, cos  ;^  =  0,  nnd  wegen  der  beiden  Gleichungen 

-df^-+-^y+C=0, 
.  {a?  —  p)eoHßz={y — ^)cosa 

wäre  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 

A  eo%^  —  J9cosa  =  0, 
also  wieder    . 

H-  {A.  cos  ß  —  B  cos  a){%  —  r)  j 

die  Gleichung  der  durch  den  eiDfalleoden  Strahl  3)  gelegten,  aef 
der  sregebenen  Ebene  1)  senkrecht  stehenden  Bbene. 
Nach  7),  8),  9)  ^st  daher  immer 

10)      {Ä(a;-;i)^^(y-y)jcosr|_^     ^ 

die  Gleichung  der  durch  den  einfallenden  Strahl  3)  gelegten,  anf 
der  gegebenen  Bbene  1)  senkrecht  stehenden  Ebene. 

Die  Gleichnngen  des  von  dem  Punkte  {pgr)  ausgehenden  re- 
flectirten  Strahls  seien  nun 

11)  £z::£  — r  8Lzi£  —  inl 

r     COS  9)         cos  yf  *~  ^^X* 

wo  ^^  fftf  X  ^'®  ^^*  nicht  übersteigenden  Winkel  leseSchnen  sol- 
len, welche  der  reflectirte  Strahl  mit  den  positiven  Theileii  dreier 
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durcb  den, Punkt  (p^)  g«1^6r,  deo  priaiitiven  Axeo  paralleler 
Azen  einschliesst 

Weil  dieser  Strahl, ji^anz  in  der  Ebene  10)  liegt,  so  ist  we^ea 
der  ▼orb^rgebenden  Cleicbungen  fir  jedes  JC 

{ß  eoB^-^J  C08  y)cosy>(a?— '/^)|       ^ 
+  {ji  cos  ß  —  ß  cos  «)  cos jjr .  (o?  —  /r) ) 
also 

12)   (udf cos  /?  —  B  cos  a)co8;t  —  (^  cos  ^  —  A  cos  f>)  cos  ;^  =  0, 

oder 

,9V     Aco8  ß  —  B  t09a        cos  y 
13)     -= — r-^ 5 S= *•; 

'    Aeos^  —  iycos^        cos/ 
oder 

14)   ^(cos/?cos;f  —  coB^^cos^)^  if(cesaco8;i;  —  cos ^ cos ^)  =  0., 

oder 

l^\  CO»  »  ^^^X  ""  ^p^  y  *^^^  9  ...  -^ 
'  cos  ß  Cos  jf  —  cos  y  cos  ^  *"^  "7 ' 


oder  aacb 

16)    ^  CQS  y  cos  ^'^  A  cos  ;'  cos  ^  +  (^ cos  /?  —  B  cos  a)cos ;t  =  0. 


Bezeichnen    wir   den   Neigunffswinl^el   des   einfallenden  Strahls  3) 

Segen ,  die  gegebene  Bbene  1 J  durch  i ,  so  ist  nach  den  Principien 
er  analytischen  Geometrre 

^cos  a    .     aCOs  ß 
A '  +  mM ^ 

,   •  cos  y  cos  y 


sin  • 


|/(^.+Ä.),i+(^>.+(^).j 


cos  y        'COS  y 


und  folglich,  weil  bekaniitlich 

cos  a*  -f-  cos  />•  -f-  eoa  y*  r^  I 
ist:  . 

g-v  ,    if cos g  -t-  i? COS ^ 

17)  sin  •  =s  ±      -  y-u-L.     j   '    * 

Ganz  eben  so  hat  man,  weil  s  auch  der  Neigungswinkel  des  re- 
flectirten  Strahls  11)  gegen  die  gegebene  Bbene  1)  ist,  ohne  Be- 
ziehung der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander: 

io\      •  _,    ii cos op -f. Ä cos t^ 

18)  «n.=±      VA^^h^'-' 

ond  ans  16),  17),  18)  ergaben  sich  daher  die  beiden  folgeadta  GM- 
ohmigcii: 


347 

^  * 

B  cos;"  cos  9)  —  A  cos  f  cos  ip  ^  (^  cos  a^A  cos  /?)  cos  j|^. 
Daher  haben  wir  jetit  die  drei  folgeaden  GleichnngeD : . 

{A^  +  if')  cos/  cos  9>  =  db  A{A  cos  a  +  ff  cos  ß)  cos  y 

-H  B{Beoii  m^A  cos  /})  cos;^« 

(^*  +  ff*)  cos  ^^  cos  ^  =  =b  B{A  cos  a  +  ff  cos  /?)  cos  y 

—  A{B  cos  a  —  A  cos  /?)  cos  Xi 

{A^  -♦-  ff»)  cos  y  cos  X  =3       (-^^  +  ff*)  feos  y  cos  z* 

Qaadrirt  man  diese  drei  Gleichungen  und  addirt  sie  dann  su  einan« 
der,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass 

cos  9*  +  cos  ^»  +  cos  ;t*  =^  ^ 
ist,  die.  Gleichung 

(A*  +  ff' )  cos  y*  =      (A  cos  a  +  ff  cos  ß)*  cos ;"» 

-+-j(^»+ff»)cosy»-f-(ffco8a— ^co8/J)»jco§;t't 

und  folglich  •  - 

j i#*-Hir— (Jcogtt-|-i?cog/>)*  , 

cos  ;f   —  (^t ^. ^) CO« y«  -f.(^c<w«-ilcö««**®*^  ' 

also,  weil 

cos  ß*  -f-  cos  y*  =  1  —  cos  o»  =■  sin  a», 
cos  a*  -h  cos  y»  =  1  —  cos  /?»  =  sin  ß* 

ist,  wie  Bian^  leicht  findet : 

s  -«.  ^'  g'P  g*  -f*  ff*  »in  /! »  —  2iiiy  CO«  a  cos  ß  ^ 

^"  ^   r-  J*g]na*^B*a\nß*-^2ABtMmz(mß^^^  ^  ' 

d.  i.  cos  j|fss±CQB  /. 

Setxt  nan  nnn  mit  Beaiehung  der  obem  und  untern  deichen 
auf  einander 

cos  jif  =  dz  cos  y, 

A  cos  9P  +  ff  cos  ^  =5  db  (^  cos  a  +  ff  cos  /?), 

ff  cos  f  cos  y  —  ^  cos ;"  cos  ^  =  (ff  cos  u-^A  cos  /?)  cos  jp; 


also 


^cos  jpH-  ff  cosy  =  it(^cos  a  +  ff  cos/?), 
MtoB^^A  cos  fr  SS  ±  ( ff  cos  a  ^  ^  cos  /?) ; 


so  ist,  wie  sian  hieraus  leicht  findet,  mit  Bexiehnng  der  obem  und 
nntem  Zeichen  auf  einander: 


coa  9 


ssdscoa  tt,  cos  y  =  ±«os  ^,  cos  ;|f=sdbcoa  /; 
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UQd  die  GleicfauDgen  dei*  rfsAacttrten  Strfttits  wären  also  iimch  II) 

£zi£  =  IL:::!  =  IzZ 

cos  a  €08  ß  cos  y* 

i 
/ 

d.  h.  der  re^ectirte  Strahl  fiele  mit  dem  einfalleDdeii  Strahle  3)  su- 
•amnen,  was  ofienbar,  weDiffstens  im  Allgemeine^,  nngereimt  ist. 
Daher  müssen  wir  mit  Besiehjing  der  obäru  and  nntera  Zeichen 
auf  einander 

cos  ^  =  :pcos  yj 
A  cos  g>  +  B  cos  ^  =  db  (^  cos  a+  B  cos  ß), 
Bco»yeo»q>  —  jit coa ycoB tff  =      {Bcosa  —  ^ cos/?) cos  ^; 

d^  i.  ' 

^cosy>+  ^cos^  =  =k(^cosa+  if  cos/Q, 
i9cos9  -^^cos^  =  ::|=(iff cosa  —  ^cos/?) 

setzen,  und  erhalten  hieraas  ohne  Schwierigkeit: 

_,   M*  —  i?*)  cos  « -f.  2.^i?  cos  Ä 
eos  y  =  ± L—^^ ~^> 

(i^*  —  i?*)  cos  k  —  2^£P  cos  a 

cos^==F j,^^, . 

cos  JT  =  =p  COS  y. 

•  Weil  aber  nach  der  oben  den  Winkeln  a,  ß^  y  und  9),  ^,  ;|^  bei- 
gelegten Bedeutung  offenbar  nicht  % '=^  Y  ^^^^  kann,  sondern 
;^  =  180'* — y  sein  muss,  so  nuiss  man  in  den  vorhergehenden  Glei* 
chungen  die  obern  Zeichen  nehmen,  und  daher 

(A^  —  B^)  cos  u  —  ^JB  eos  ß 
cos  f)  =&      J^  +  B* ' 

10)     /  (ä*  —  ß*)eosß--2dBcoia 

'    IcosV'Ä h^zriR > 


cos  x  =  —  COS.  y 


setzen. 

Setzt  man 


B 

20)    tang  Ol  =  -jj-y 


so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

Icos  gp:^  cos  a  cos,  So»  +  cos  ß  sia  toi, 
cos  ffß  =  cos  a  sin  2a>  —  cos  ß  cos  2a>, 
cos  j|f  =  —  cos  y; 

und  folgKch,  wenn  man  nun  noch,  was  offenbar  yersiattet  ist: 
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CM  OSSCM  k  COB  (iky 

tSt)     |co8  ß=:n\n  X  cos  /», 
cos  ;^'=:8in  fit 


setit: 


cos  9=:C08(2lll  —  %)CP8  ft^ 

^T    {cos  ^  =  siii(2ar  — ;i)eoa /», 
cos  jif  =  —  sin'  f*. 

Also  sind  nach  11)  die  Gleichnngen  des  refiectirten  Strahls: 

a:  —  ;>  =  —  (*  —  r)  co8(2<tf  —  X)  cot  /», 


24)     i^-P  —  -{»- 


7=  —  (x  —  r)  sin  (2(0  —  X)  cot  /*. 


II. 


Indem  wir  der  eigrenÜtchen  Theorie  des  Dipleidoscopes  jetst 
näher  treten,  wollen  wir,  was  offenbar  Tcrstättet  ist,  das  System 
der  OTffx  so  annehmen,  dass  die  Ebene  der  jcy  auf  den  'drei  Sei- 
tenflächen des  Prismas  senkrecht  steht,,  und  dieser  Annahme  infolge 
die  Gleichungen  der  drei  Seitenflächen  des  Prismas,  die  wir  nach 
der  Ordnung,  in  welcher  die  drei  folgenden  Gleichungen  geschrie- 
ben sind,  die  erste,  zweite,  dritte  Seitenfläche  nennen  wollen,  durch 

iJa:  -^By  +  C  =0, 

bezeichnen.  Die  Gleichnngen  des  einfallenden,  dje  erste  Seiten- 
fläche in  dem  Punkte  ip^)  treffenden  Strahls  seien  wie  vorher 

'^     cosa  eoaß  cos/' 

wo  a,  /},  /  ganz  dieselbe  Bedeutung'  haben  wie  oben ;  so  ist,  wenn 
fiir  den  von  der  ersten  Seitenfläche  refleclirten  Strahl  auch  %^fX 
ganz  'dieselbe  Bedeutung  wie  vorher  behalten,  und 

27)    tangc^s-^*» 
so  wie 

Icos  a  =  co8  X  cos  /», 
cos  /?==:8in  X  cos  /•, 
cos  jr  =  Bin  §1 

gesetzt  wird,  nach  33) 

cos  9  =      co8(2cki  —  X)  cos  ^, 
29)    {co8^=      sin (2« » i) C08 /t», ' 
CO0  x^^  —  ^^  i*9 
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und  die  GleichoDgeD  des  v^d  d«r  erate^'SeiteiillStthe  reflectiiten 
Strahls  sind  nach  24): 

jÄ?— /!==  — («  —  r)  cofl(3a»  — ^)eot  fft, 
ly  — y;=  — (a  — r)  sin  (2ctf-r-A)cot  f». 

Die  Glelchaoffen  eines  dem  Strahle  26)  parallelea,  die  erste  S^- 
tenfläche  io  aem  Poakte  {f^^f')  treflendeD  Strahls  sind 

31)  £=2:=,^=«r:r:. 

^     COS  a  cos/f  cosy 

Trifft  II1ID  dieser  Strahl  die  sweite  SeiteDÜäche  in  desi  Pankte 
ip'\^y%)i  so  hat  man  zur  Bestimmnng  der  Coordinaten  p\,  ^j, 
r^i  die  Gleiehnngen 

cos  a  cos  ß  cos  y 

oder 

COS  «  cos  /f  cos  ^  7 

ans  denen  sich 

■  ^iCosa-f-^iCOs/l         '^ 

oder 

■ 

oder,  wenn  der  Kurze  wegen 

^^^^    '*»  "  ^,  cos  X+.4?,  sin  Jl 
gesetzt  wird, 

//>',=!>'  — ^,  cos  l, 
35)     j/,  =  /-.^,  sUl, 
'/^iSÄf'  — *t  tang  /» 
ergiebt 


S6t 

Beieichneo  wir  die  ISO^xoiebl  iibcntai^B^Mi  Winkel,  weiehe 
der  von  dem  Punlite  {p'i^^r^i)  ausgehende,  von  der  sweiten  Sei- 
tenfläche reflectirte  Strahl  mit  den  positiveti  TheiJen  dNier  durch 
den  Pnnkt  (/y',^'i^i)  gelegter ,  den  primitiven  Axen  paralleler 
Azen  einechlieMt,  dnrch  91,,  ^1,  ;|f, ;  lo  ist,  wenn 

36)    tang  «^  =  -p- 

geaetit  wird,  nbch  ^) 

Icoa  ^1  s=      cm(3i»i  — *  X)  com  /*, 
cos  ^,  =      sin  (2a»i  —  X)  cos  fky 

nnd  die  Gleichnnffen  dieses  von  der  zweiten  Seitenfläche  reflectir- 
ten  Strahls  sind  folglich 

38^     j-a^  — /''i=  —  (*  —  ^i)  ^«(^i-^*)  «»*/*! 
^     }sf-f'.=-(*-r.)sin(2io,--i)cot^,. 

d.  i.  nach  35) 

I 

I 

^^.   l  JP— ;>'+^i  cosl=t-*^^(«— r'+^j  tang/u)  co8(3a>|— X)  cot  f*, 
ly— y'+^i  ain;i  =  — («— r'+^i  tangf*)  8in(2a»i— 1)  cot /i». 

Ist  nun  (p'%^^r\)  der  Dorchschnittspunkt  dieses  reflectirten  Strahls 
mit  der  dritten  Seitenfläche,  so  hat  mau  tur  Bestimmung  der  Coor- 
dinaten  /i',,  f',»  r^,  die  Gleichungen 

J^p\  +  ^./.  +  C',  ==  0, 
/!',—;>' -4-^i  coe;i  =  — (r,— r'  +  it,  tangf*)cos^2i«,  — A)  cetf», 
^,  — /+*,  sini  =  — (r',  — r'  +  it,  tang/*)  sin (2«).  — ;i)  cot)*; 
oder 

+  ji^{^—Jk,  co8;L)-Hiy.(^  — >t,  sin;i)-|-C;  I         • 

p'^ — p'-h^i  cosA  =  -^(r',  — r +^,  tang /i*)  cos  (2ctf,  — A)  cotf*, 
^»—  y'+^^i  «n  ^  =  —  (r't  — r'  +  ^i  tang/*)  sin  (2ft>i  —  A)cotf*; 

ans  denen  sich  leicht 

//,— ;i'-Hiti  cos  iL 

—  ^«y-*.  CO«  X)-|-^,y-^,  sin  A)  +  C,  ^^  .2«        1^ 

—  J,  cos(3a»,  -X)-f.Ä,  8in(5to,  -X)  «»»l^i  -7  ^;» 

y',  —  ^+^1  sin  X 

^«)    (- ^.(P'-^.  cos  X)  +  i?>(^-^.  »in  ^H-C.  ^    .^    _^. 

r',— r'  +  ^i  tangf» 

_       Ä^W^k,  coBD^B^lg-^k,  sin  A)+fi  .    •     „. 
"  i#,co8(a»,— l)-f.i?,8in(a»,— 1)  »"»^» 


oder,  wenn  d«r  Kttve  w«gwi 

gesetzt  wird: 

i;?',  =;>'  — it,  cog  X  — ^,  co8(2itf,  —  X), 
/,=y  — it,  sin  X  — it,  siD(^, -^;i), 

•  • 

ergiebt 

Die  180®  Dicht  übersteigenden  Winkel,  welche  der  Fon  der 
zweiten  Seitenfläche  reflectirte  Strahl,  wenn  man  sich  denselben 
von  seinem  Durchschnittspunkte  (f^^tfi^x)  mit  der  dritten  Seiten- 
fläche ansgehend  denkt,  mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch 
den  Panlit  {rf%^^%S  g^l^R^r,  den  primitiven  Azen  paralleler  Axen 
einschliesst,  sind  offenbar  180«  — 9.,  180<»-^V^.,  \W^%^\  und 
nach  37)  ist  folglieh 

cos (180*  —  9i )  =  —  cos(2oii  —  it)  cos  f*^ 
cos  (180«  —  ^1 )  =  —  sin  (2a>,  —  XJ  co^  /», 

cos(180»  — jti)==«n  yT 

-  • 

oder 

cos  (180®  —  9  J  =  cos(180»  -I- 2a>,  —  A.)  cos  ^,  ^ 

cos(180<»--^i)  =  sin(l80<»+^i  —  ^)  cos  f«,     ^ 
cos(l80«  — ;ti)  =  «n  f*- 

Beaeicbnen .  Dna<  9),  ^,  x%  ^'*^  180<*  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welche  der  vpn  dem  rankte  O^t/9^1)  Ausgebeöde,  von  der  drit- 
ten Seitenfläche  reflectirte  Strahl  mit  den  positiyeii  Theilen  dreier, 
durch  den  Punkt  (p'tf'^f^t)  gelegter,  den  primitiven  paralleler  Azen 
einschliesst;  so  ist  für 

B 

43)    taug  w,  =  ;7* 

nach  23): 

cos  9,  =  cos(2a>,  _  2ci>,  +  ;i  — 180«)  cos  /u^ 
cos  ^,  e=  sin  (2w,  —  2o>i  +  X  — 180<»)  (os  f«, 
cos  ;|f,c3-— sin  I* 

oder 

Icos  9,  =  ^-  cos(2ai,  —  2aii  -|-  iL)  cos  /*, 
cos  ^,  =  —  sin  (2a>^|  —  2a>,  +  X)  cos  f», 
cos  jfa= — sin  /*; 


und  die  Gleicbun0«n  des  von  der  dritten  Seit^nflidhe  refleetirteB 
Strahls  sinä  folglick 


( ' 
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o:  —  p\=(%-^  r\)  cos(2a»,  —  2ai,  + 1)  cot  /», 
y  —/,==(«  —  r',)  sin  (2«,  *-  2w,  +  X)  cot  /»; 

ttlso,  wenn  man  die  aas  42^  bekannten  Ausdrücke  der  Coordinaten 

=  I«  —  r'  +  (k,  -•-*,)  tang /*!  cos  (2<ö,  —  2a>.  -f-  A)  cot  f*, 

y  ^  ff  ^k^  sin  ^  +  k^  sin  (2ctf,  —  X) 
=  I»  — #^  +  (^1  —  Xr,)  tang/u|  8iii(2a>,— Sil),  4-a,)  cot  /*. 

Die  Parallellität  der  von  der  e/8ten  und  dritten  Seitenfläche  re« 
flectirten  Strahlen  wird  vermöge  der  Gleichungen  30)  und  45)  die« 
ser  Strahlen  vollständig  durch  die  heiden  Gleichungen 

co8(2a),  —  2w,  +  X)  =  —  co8(26)  —  Ä),  ' 
8in  (2itf . -^  2a»,  +  ;i)  =  —  8in  (207  —  ;i) 

bedingt.   Diese  beiden  Gleichungen  bringt  man  leicht  auf  die  Form 

{cos  2(ai, — ctf,)  +  cos^}  cos  iL 
=  {sin  2(ai,  —  ci>|)  —  sin  2a>j  sin  X^ 
{sin  2(01, — ai,)  +  sin  2€tf{  cos  X 
=  —  {cos  2(«,  —  w,)  —  cos  2ai}  sin  X; 

d.  i.  nach  einer  bekannten  goniometriacben  Verwandinng  auf  die 
Form 

co8(cü,  —  «,-+-  w)  co6(a>y  —  0»,  —  «)  cos  X 
=:  co8(c(i,  —  0)j  -4-  w)  sin(o>,  —  w^  —  o;)  sin  X, 

8in((0s  —  Wi  -h  w)  co8(cü,  —  c»j  —  w)  cos  X 
1=  8in(iü,  —  «tfj  -H«)  shi(cö,  —  o>,  — w)  sin  A; 

and  unsere  beiden  Bedingungsgleicbongen  reduciren  sich  daher  auf 
die  eine  Gleichung 

'  cos(a»«  —  (tf ,  *~  o))  cos  k  =S2  sin(ciig  —  ck»,  —  o»)  sin  A 

oder 

cos(oi  +  ft*i — f^%)  008  A  +  8ia(iu«f-a>, — cd,)  sin  ^IssO, 

d.  i. 

4*>    co8(i»M-o»|  — Ol,  —  ;L)=rO, 

welches  also  die  Bedingvngaffleicbung  Ar  die  Parallellität  der  fon 
der  Cfsten  und  drillen  Seitenfläche  relleetirten  Strahleii  ist. 

Tfcdiv.      ^  23 


SS4 


oder 


Nach  95)  sind 

1 

» 

jia;  +ay  ^€  =0. 

% 

J,ar+ß,fj+C\=0, 

J^a;  +  B^y  -f-  C,  =  0 

B            C 

1 

Bx           C, 

B^          C» 

die  GleiohuBgeD  der  drei  Seiten  der  Grondfläclie  des  Prismas.    IFeil 
DUD  nacli  dem  ObtgeQ 

^  B  B  B 

tang  Cü  =  -^,  taog  w^  =  -5^,^05  w,  =  -^^; 

also 

taog  (360<»  —  Cd)   =  — -^j 

taDg(360•-c«l,)  =  -^^ 

t«.,f(360«-.«,)  =  — f- 

ist;  SO  kaoD  man  nach  den  Principien  der  anälytiacbeo  Geometrie 
iSr  SM""  — CO,  3^*  — ctf,,  SaO«"  ^ oi, 'die  Winicel  setien,  die  der 
eine  der  beiden  Theile,  in  welcbe  die  Seiteb  der  Grundflache  des 
JPfismis  durch  beliebige  in  denselben  angenommene  Panlcle  getheüt 
werden,  mit  dem  positiven  Theile  der  zweiten  Axe  eines  dnreb 
einen  jeden-  dieser  Punkte  gelegten,  dem  primitiven  Systeme  paral- 
lelen Systems  einschliesst,  indem  man  diese  Winkel  von  den  poai- 
tiven  Tbeilen  der  zweiten  Ai^eu  der  in  Rede  stehenden  Systeme  an 
nach  den  positiven /Tbeilen  der  ersten  Azen  hin  von  0  bis  3M® 
zählt;  und  Ar  oi,  6),,  cd,  kann  man  also  die  Ergänzungen  dieser 
Winkel  zi|  3A0^  setzen  9  welelie  von  den  positiven  Tbeilen  der 
zweiten  Axen  an  nach  den  negativen  Tbeilen  der  ersten  Azen  bin 
Ypn  0  bis  360®  gezählt  werden«  Leicht  wird  aber  erbeUen»  daas 
die  goniometrischen  Tangenten  dieser  Winkel  immer  4len  gonieaM« 
triscben  Tangenten  der  von  den  negativen  Tbeilen  der  zweiten  Azen 
an  nabb  den  nnaitivea  Tbeilen  der  ersten  Axen  bin  von  0  bis  360* 
bis  zu  denselben  Linien  gezählten  Winkel  gleich  sind^  weabalb 
man  also  auch  diese  letzteren  Winkel,  wie  vota-  nun  an  fortwäh- 
rend ffescheben  soll,  für  o),  (o,,  co,  »etzen  kann. 

Die  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Seile  der  Qmndfläcbe  des 
Prismas  gegenüberstehenden  inneren  Winkel  dieser  Grundfläche  wol- 
len wir  respective  durch  @,  9,,  0,  bezeichnen,  und  die  Spitze  des 
Winkels  @,  als  Ao^^Pg  der  ^rys  aan^baien«  Adwh  wollen  wir  uns 
die  positiven  Theile  der  Axen  der  ac  und  v  so  angenommen  den- 
1(09»  dasy  min  sieb,  nan  ven  dem  Winkel  #1  darcb  den  Winkel  % 
zu  dem  Winkel  &,  zn  gelangen,  naob  denieUien  Kobtnng  biv  be- 
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wrgen  moss,  nach  welcher  natt  sich  bewegen  mass,  um  von  dem 
nefi^tiven  Theile  der  Aze  drr  y  durck  den  von  dem  positiven  Thelle 
der  Axe  der  of  nnd  dem  neflcativen  Theile  der^  Äxe  der  y  einge- 
Bcblossenen  rechten  Winkel  hindorcb  2a  dem  positiven  Tbeile  der 
A>e  der  *  «.  gelange.. 

Alles  dieses  veraasgesetst,  wird  nmi  laiebt  erbelleo»  daas  im- 
mer entweder 

in  —  0,=:r9, 

oder 

w  — cii,.  =  0,  —  360^ 

ist;  Und  eben  so  letcbt  wird,  wenn  man  sieb  durcb  die  Spitse  des 
Winkels  6,  ein  dem  nrimitiven  Systeme  paralleles  Coordinat6nsy- 
steme' gelegt  denkt,  ernellen,  diiss  immer,  übrigens  obne  alle  Be- 
aiebuttg  %a  dem  Yorbergebenden,  entweder 

«, -(wcfcl80«V==©, 
oder 

w ,  —  (o»  db  180«)  =±  0,  —  360,*» 

ist.  Aus  diesen  und  den  vorliergehenden  Gleic bunten  ergiebt  sich 
nun  durch  Addition»  dass,  wenn  u  einff  gewisse  positive  oaer  aega- 
tive  ganze  Zahl  bezeichnet,  immer 

w  H-  (ü,  —  a>,  =  w  -I-  0,  H-  0,  +  »  .  iSö», 

•» 

ulso^  weil 

0^  +  0,  =  180»  —  0 
ist«  immer 

ci^  +  o^i— a»j=a^--0  +  («+l).  180* 

ist.  Daher  ist  mit  Beziehung  der  obern  nnd  antem  Zeichen  auf 
einander 

cos(ctf-f-a>,  — <0,)  =  dbcos((u  —  0), 

sin  (o;  +  ctf  1  ^  oi,)  =  ±  sin  {ta  —  0); 

also  ehen&lls  mit  Beziehung  der  obern  nnd  nntem  Zeichen  auf 
einander 

cos(cii  +  <(»i  -^c^i)  cos  Xs±cos(io  —  0)  cos  X, 
sin(ii>-|-tt»i —- ft^i)  sin  %=srhsin(ai  —  0)  sin  X\      - 

and  folglich 

cos(a^  +  f»i — ctf»)  cos  X  +  Sin(6iH-tt»i — a»«)  sin  Jl 
sd=ieo»(a»T-^  cos  A-f-sinCoi  — 0)  sin  If» 

d.  l 

C(M(is  -4»«ri-*^«>t-^l)ss^  eoa(s»  ^  0  «-  A). 

23* 
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Daher  verwandelt  sifib  die  BfsdiDguogsgMdittBg  46)  io  die  Be4io- 
gnogflgleicIiUDg 

47)    co«(ctf  — 0  — 1)  =  0. 
Für  sin  XzssOy  also  coa  Xs=zt:l|  wird  diese  BediugaagsgleieliaDg 

48)  C06(cu  — @)=rO. 

Weil  nach,  28)  io  diesem  Falle  cos  ß=:0,  also  ß  =  W  ist^  so 
sind  die  parallelen  einfallenden  Strahlen  .26)  und  31)  der  Ebene  der 
jc%  parallel.     Da  nun  die  Bedingungsgleichung 

co8(a;-r  0)  =  O 

von  allen  Elementen ,  durch  welche  die  Lage  der  parallelen  einfal- 
lenden Strahlen  bestimmt  wird,  ganz  nnahliängi<f  ist^  so  ergiebt 
sich  aus  dem  Vorbergehenden,  dass,  wenn  diese  Bedingungsglei- 
cbnng  erfüllt  Jst,  für  alle  unter  sieb   und  mit  der  Ebene  oer  ar% 

Sarallel  einfallende  Strahlen  die  von  der  ersten  und  dritten  Seiten- 
äche  des  Prismas  reQectirten  Strahlen  einander  parallel  sind. 
Nehmen  wir,  alle  im  Vorhergehenden  gemachten  Toraussetzun- 
gen auch  jetzt  fortwährend  festhaltend,  nun'  noch  an,  dass  die 
runkte,  von  denen  die  unter  sich  und  mit  der  Ebene  der  jc»  pa- 
rallel einfallenden  Strahlen  ausgeben,  auf  der  negativen  Seite  der 
Ebene  der  y%  liegen,  so  wird  leicht  erhellen,  dass  die  erste  Sei- 
tenfiäche  des  Prismas  von  diesen  Strahlen  unmittelbar,  d.  h.  "ohoe 
dass  vorher  eine  andere  Seitenfläche  des  Prismas  von  denselben  ge- 
schnitten 'wird,  nur  dann  getroffen  werden  kann,  wenn        * 

90*<«<270<>, 
also 

90«  — 0<w  — 0<27O«r-0 

ist.    Nun  ist  aber  immer  0  ^  180®,  also 

90»  — 0>  — dO®^  270«»  — 0<27O*; 

and  folglich.. 

—  »0»<co  — 0<27O»; 
also,  wdnn 

cas(«  — 0)=:O 

sein  soll,  notb'wendig 

49)  w  — ©  =  90», 

Für  0  =  9O<»  muss  felglich  ay=18(^  sein,  d.  h.  die  fljfioteDase 
der  rechtwinkligen  Grundfläche  des  Prismas  mass  mit  dem  positiven 
Tfaeile  der  Aze  der  y  zusammenfallen,  wenn  f&r  alle  unter  sich 
und  »it  der  Ebene  der  ap%  parallel  einfiillende  Stralifen  die  too 
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der  ersfeD  und  drittem  Seiteoflacbe  des  Priämas  reflectirten  JStnibleo 
einander  pariillet  sein  sollen  *). 

Wir  wollen  nun  noch  den  Fall  etwas  genauer  betrachten,  wenn 
die  Grundfläche  des  Prismas  ein  gleichschenkliges  rechtwinkliges 
Dreieck  ist,  dessen  Hypotenuse  mit 'dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  y  zuiammenfältt^  indem  wir  zngieich  annehmen,  dass  der  leuch- 
tende Punkt  der  Mittelpunkt  der  8onne  int.  In  diesem  Falle  kann 
offenbar  Ol  =  180^,  cii,=45®,  (ii^  =  135®  gesetzt  werden,  und  es 
ist  folglich 

co8(2ai  — il):=cos  51,  Bin(2iii  — X)  =  —  sin  X^ 
cos(2ii), — X)^sin  X,  sin(2ctf| — X)z=z  cos  X; 
cos(2iu,  —  2<i>,  +A)  =  — cos  X,  8in(2oi,  —  2w,  +>l)=:  —  sin  X; 

also  nach  29)  und  44) 

cos  y=      cos  X  i;us  /i*, 

cos  ^  =  —  sin  X  cos  ju,    ' 

cos  jt  =^  —  sin  fA 
und 

cos  9),  =      cos  X  cos  /u, 
C09  tff^  =      sin  X  cos  f», 
cos  ;|fa  =  —  sin  fi. 

Nehmen  wir  nun  tiie  Ebene  der  ory  horizontal  an,  denken  ans  durch 
den  Punkt  {pgr)  ein  dem  primitiven  Systeme  der  jcyx  paralleles  8y* 
stem  gelegt,  und  bezeichnen  iu  diesem  Systeme  die  Coordioaten  der 
Sdnne,  deren  Enlfernuag  von  dem  Punkte  Ip^)  durch  q  bezeichnet 
werden  mag,  durch  ^,  17,  C;  so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemein- 
heit 

^  =  ^  cos  tt,  17  =  ^  cos  ß,  C=^  €08  /' 

Bezeichnen  wir  aber  den  von  der  Projection  der  Entfernung  q  auf 
der  Ebene  der  ^  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^  einge- 
schlossenen Winkel,  indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  $  an  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  17 
hin  von  0  bis  360®  zählen,  durch  .Q,  und  die  Höhe  der  Sonne  durch 
Ü-^  so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 

$  =  ^  cos  12  cos  £f^  I 

17=^  sin  ß  cos  JI^ 

C  =  Q  sin  /f; 

also  nach  dem  Vorhergebenden 

cos  a  =  cos  ß  cos  //, 

«OB  /l?=8iD   ü  cos  //, 

cos  y  =  sin  ff. 

I ■ . .  I  ' 

*)  Dies  ist  der  im  vorhergehenden  Außstze  betrachtete  FaII,  wenn  zu» 
gleich  OissO,  ist. 


I 
I 
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Diih«r  kanu  m»A  wwen  der  Gleickaageo  22)  oiüeDbar  il  =  i2, 
/*  =  /^'  setzen ,  uod  hvX  also  nach  dem  Vorkergebcndea  die  Glei> 
«baagen 

cos  9=      cos  i2  cos  /f^ 

50)     {cot  ff  =  —  sio  i2  cos  /f, 

cos  jif  ks  —  sia  H 


und 


cos  9,  =      cos  Q  cos  ^, 
51)     |co8  V^,  :=      siQ  12  cos  H^ 
cos  Jts  ^^  —  ^^^ 


Legt  inan  nun  durcb  das  kun  ein  dem  primitiven  8jsteme  PiM«l- 
leles  System,  upd  bezeichnet  die  180^  nicht  iberstaigeadea  Winkel, 
welche  die  von  dem  Auge  nach  der  Seite  des  Prismas  bin  mit  den 
von  dessen  erster  und  dritter  Seitenfläche  reflectirten  Strahlen  pa- 
rallel gezogenen  Linien  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  des 
in  Rede  stehenden  Systems  eiaschliessen,  respective  durcb  9',  ^,  j^ 
und  9/,,  ^\,  j^^\  so  i^t  offenbar 

9' =  180«>  —  9,  V»  =  180*  —  ^,  X*  =  180«  —  ;t 
und 

fp\  =  180«  -  9„  t*.  =  180«»  -  V»,,  /,  =  180«  -  Xx  \ 
aUo  nach  dem  Vorhergehenden 

Icos  9'  =  —  cos  Q  cos  H^ 
cos  ^'=  sia  Q  (COS  //, 
cos  /=      «in  H 


und 


cos  ip\  =  ^  cos  12  cos  /f, 
53)     ^  cos  ^\  =  ->  sin  12  cos  U, 
cos  j(^  =3'     sin  //; 


also  immer 


SP-  =  f\,  t-  =5 180»  -  ^'.,  /  =/.. 

I 

Für  12=  180«  1«*^  =  ^**,  ^',=90*,  also 

y'=v',>  V''=^',.  ;r'=jr'.; 

und  die  beiden  von  dem  Auge  aus  dea  beiden  sefloctirUn  Stralüea 
parallel  gezogenen  Linien  fallen  daher  in  diesem  Falle  mit  einaa- 
der  zusammen. 

Der  Binfachbeit  wegen  woliea  wir  nun  den  positiven  Tbeil 
der  Axe  der  v  uns  so  angeiMunmen  denken,  dass  man  sieb,  um 
von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  a:  durch  den  CoordiDatea- 
winkel  hindurch  zu  dem  positivea  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelan- 
gen,   nach  derselben  Richtung  bin   bewegen   mosa»   nach  wekber 


3(^0 

Sieb  die  SoDiie  an  Hiniinel  bewegt,  nDÜ  die  Wertbe  von  ä  «imI  H 
für  die  sich  in   der  Ebeoe   der  jc%  beßadeode  Sonne  durcb  12  and- 
£f  selbst,   die  Wertbe  dieser  Grössen  fiir  die  Sonne  vor  und  nacb 
ihrem  Durchgänge  durch  die  Ebene  der  jc%  in  der  Nähe  derselben 
aber  respective  durch 

....  /rw,  m^\  Ar(«,  ^(d 

und 

*»|,     ^^9«     •*■•>     ••■«•    ••••» 
"l>    "»*    *»«♦    •"4>   •  •  •  • 

I 

bezeichnen. 

Ist,  dies  vorausgesetzt,  die  Ebene  der  a:%  die  Ebene  des  Meri- 
dians,  so  ui 

....  sin  iW)  >  sin  Ä(i)  >  sin  Ä  <  —  sin  ilj  <  -^  stn  XJ,  . . '. . 
....  cos  /?(*)  >►  cos  £f H)  ^  cos  Ar<      CQB  4fi  <      co;i  Af,  . . . . 

Ist   dagegen  die  Ebene  der  .a?»  nicht  die  Ebene  des  Merfditfts,   so  . 
ist  entweder 


—  sin  i2,  <  -^'sin  Ä,  .... 
cos  £f ,  ^      cos  Af,  .... 


....  sin  i3(3)  >  sin  12(i)  >  sin  i3  < 

.  .  :  .    cos  //(2I  >  cos  ^(1)  >  cos  iy  > 

oder  * 

....  sin  Sm  ^  sin  i2(i)  ^  sin  12  <  —  sin  X}|  <<  —  sin  i2,  . . . . 
....  cos  i/W  <  cos  /f(0  <  cos  H'^      cot  /f ,  <      cos  /f ,  . . . . 

flieruus  sieht  man,  dass  in  dem  ersten  FaHe,  wenn  nämlich  die 
Ebene  der  a:%  die  Ebene  des  Meridians  ist,  der  absolute  Werth  des 
Productes  sin  Q  cos  H  sich  nach  beiden  Seiten  der  Ebene 
der  ap%  bin  Von  Null  an  am  Stärksten  ändert,  so  dass  sich  also 
auch  in  diesem  Falle  die  beiden  einander  zu  180^  ergänzenden 
Winkel  i^'  und  ^\  nach  beiden  Seiten  d«r  Ebene  der  aex 
bin  von  90**  an  am  Stärksten  ändern  werden^  weshalb  also  offen- 
bar in  diesem  FaHe  die  Beobachtungen  die  grösste  Genauigkeit  ge* 
währen  werden. 

Wfr  wollen  nun  noch  die  primitiven  Coordinaten  p*\  ^,  r^  des 
von  der  dritten  Seitenfläche  des  Prismas  reflcctirten  Strahls  mit  der 
ersten  Seitenfläche  bestimmen.  Die  Gleichungen  der  drei  Seitenflä* 
cheo  sind,  wenn  wir  die  Bypotenuse  der  Grundfläche  des  Prismas 
durch  u  bezeichnen: 

^  =  0,  a:-+-y — «  =  0,  ^  —  y  =  0*). 


*)  M.  s«  den  vorhergehenden  Aufsatz. 
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Alio  ist 

A  =1,  B  =0,  C  =0; 

und  folglich 

'        sin  1  -I-  cos  1'      •  "^     ■       sin  1  -~  cos  X ' 
also 

h   ^k   = S!^ •i  • 

^1  •^'^»— gin  a  — cos  1   *• 

Hieraus  ergiebt  sich 

* 

Weil  nun  »''=0  ist,  so  ergiebt  sicb^ttelst  der  ersten  der  Glei- 
chnogen  45)  leicht 

r"  =  r +0  sec  'k  taog  f«, 

und  mittelst  der  zweiten  der  Gleichuogeo  45)  ergiebt  sich  dann 
ferner 

^*'  :=za  —  ^  —  a  tang  X. 
AUo  ist  nach  dem  Obigen 

54)     |/'  =  «-^^  — a  fang  ß, 
'r"  =  r'-|-Ä  sec  Q  tang  Ä 

För  ß  =  180«  ist  fz=ia^q\  Setit  man  ja +  7*,  i«4-^"  lur 
^',  ^',  d.  h.  nimmt  man  die  Mitte  der  Hypotenuse  der  Grundfläche 
des  Prismas  als  Anfang  der  Coordioaten  an,  so  wird  im  vorliegen* 
den  Falle  9^'  =  —  9^,  weiches  ein  leicht  zu  deutendes  Resultat  ist. 


*)  Man  hat  bierbe»  zu  bemerken,  dass  im  vorliegenden  Falle  p'taaO  ist. 
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Eine  Aufgabe  aus  der  analytischen  Oeametrie. 

Von  dem 

Hem.  P«.fe»».r  C.  G.  Wnd.r 

an 'der  KÖnigK  Sachs. •  Landesscfaule  St.  Afra  zu  M«is86n. 


1,  In  dem  4ten  Hefte  des  2ien  Theiles  des  Arcbives  befindet 
sich  (S.  419.  f.)  eine  Auflösung  der  Aufgabe:  Kb  ist  irgend  ein 
Kegelsch'nitt  und  ein  Punkt  gegeben..  Ziehet  map  durch 
den  Punkt  gerade  Linien,  welche  den  Kegelschnitt  i.n 
xwei  Punkten  durchschneiden;  so  fragt  es  sich,  auf  w.ei- 
cbem  ffeomer rkschen  Orte  die  Halbirungspunkte  der  von 
dem  Kegelschnitte  bekränzten  SÜtücke  der  letzteren  lie- 
geh?  Veranlasst  durch  die  von  dem  Herrn  Herausgeber  des  Ar* 
chives  am  Schlüsse  dieses  Aufsatzes  gegebene  Nachscnrift  habe  ich 
eine  andere  von  der  allgemeinen  Gleichung  der  Linien  des  zweiten 
Grades  ausgehende  Behandlung  dieser  Aufgabe  versucht,  welche  ich 
hier  mittheile.  Der  Kürze  und  Klarheit  wegen  halte  ich  für  nÖ- 
thig,  der  Auflösung  der  Aufgabe  selbst  folgende  allgemeine  Bemer- 
kungen über  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  vorauszuschicken. 

».  Wenn  p  der  Parameter  einer  Parabel,  2a  die  grosse  oder 
Hanpt-Axe,  26  die  kleine  oder  Neben -Axe  einer  Ellipse  oder  Hy- 
perbel bezeichnet)  und  aid^=:rt€  gesetzt  wird,  wo  nun  r  und  # 
'reine  Zahlen  bedeuten;  so  hat  man  bekanntlich  als  einfachste  Glei- 
chungen 

fiir  die  Parabel:  /  y* — pa:  =  0  ....  (|) 

für  die  Ellipse :         r»y«  -|-  #»ar*  —  r*d*  =  0  . , , .  (II) 
für  die  Hyperbel :    r»y»  —  #»Är»  +  rH*  =  0  . . , .  (HI) 

Die  senkrechten  Coordinaten  o:,  y  bezieben  sich  auf  die  Axen  des 
Kegelschnittes,  und  haben  als  Anfangspunkt  bei  der  Parabel  den 
Scheitel  der  Axe,  bei  der  Bllipse  nnd  Hyperbel  den  Mittelpunkt  des 
Kegelschnitles;  dieser  Anfangspunkt  sei  immer  durch  K  bezeichnet. 
Hieraus  erhalt  man  die  allgemeinste  Form  der  Gleichung  für  irgend 
einea  Kegehiehnitt  zwischen  senkrechten  Coordinaten  ^  nnd  ir,  wenn 
man' ^ sss t  cos  ^  —  u  sin  9  +  ß,  y  =  #  sin  9  +  » cos  9 «4- «•  snb- 
stitttirt,  wo  nämlich  die  Coordinaten  t  und  «  sich  bezieben  aaf 
einen  Anfangspunkt  «,  dessen  auf  die  ursprünglichen  (in  obiger. 
Gleichungen  voraudgesetzten )  Coordinatenaxen  sich  beziehenden 
Coordinaten   a^^szß  und  y  =  a  sind,   und  anfeine  Abscissenaxe 
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(Axe  der  ^),  welche  nut  der  Axe  der  ersteo  Abtcissen  je  eiDen 
WiDkel  =9  bildet;  (der  Winkel  9  ist  ?od  dea  positireo  Tbeile 
der  ersten  Abacissenaze  aus  nach  der  Seite  der  positiven  Ordinaten 
bin  gerechnet).  Die  Gleichung,  welche  man  dnrch  Ausfiifaruog'  die- 
ser Substitution  und  Ordnung  der  Glieder  nadi  den  Potenxeo  tob 
«  und  t  erhält,  soll  kurz  für  die  Parabel  durch  (P),  für  die  Ellipse 
durch  (E)^  für  die  Hyperbet  dtfrcjh  (/f)  angedeutet  werden. 

3.     Die  allgemeine  Gleichung  des  2teo  Grades  zwischen  zwei 
seakrecbteB  Coordioaten  w  umI  #  hat  die  Fern: 

Jm*  +  Btm-h  €i*  +  JDm-h  ßf+  ^"=0  ....  («). 

Insofern  nun  dieselbe  eine  Parabel,  oder  eine  Ellipse,  oder  eine 
Hyperbel  ausdrückt,  sind  ihre  Coefficieoten  gleich  zu  setze»  denen 
der  Gleichung  (P),  oder  der  Gleiohong  (j^,  oder  der  Gleichung 
(//).    Sieht  man  die  Gleichung  (J()  als  identisch  mit  der  Gleichung 


B^,  .   Setzt    man    endlich    die    CoefBcienteo    der 

ist   4jiC 

also  4^r 

Parmhel 


Gleichung  (9)    gleich    denen    der   Gleichung    (^),    so    i 
ä=(r*+0*  8in!8y*— 4r»#»,  Ä»  =  (r*  +  *•)•  sin  2y%  a 

•<  ß*.     Demnach  wird  die  Gleichung  (8)  nur  dann  eine 

vorstellen    können,    wenn  hAC^=^  iv*,    eine  KIlipse,    wenn  \AC 
>i^*,  eine  HyperWl,  wenn  hAC^^B^  ist. 

4.  in  der  VorauMctzuiig,  daaa  (9)  mit  {P)  identisch  Ist,  also 
(9)  eine  Parabel  brzcicknet,  iiudct  man  ferner  sin'^^ps^;  dage- 
gen ergiebt  sich  sin  2^  =  i//i      s^.i'      g;  ^  wenn  dio  Gleiehang 

(9)  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ausiirtickeo,  al^o  mit  (^)  oder  (//) 
identisch  kein  sull. 

Bezeichnet  i  die  Ordinate  (»),  k  die  Absrisse  (/)  des  ursprüng- 
lichen Aufaugspuuktes  Ky  bezogen  nuf  die  Cuordinatenaxen  des 
neuen  Systeme«;  s»  lindet  sich,  wenn  (9)  eine  Parabel  ausdruckt: 

^    ^. /?«(!  ^  Cnx^  — .^«Cy/yl  -♦-  CDBj/C—  kF\/ä 

Wenn  aber  (9)  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  bezeichnet,  ao  ist: 

.    .     . BE^^CD  BD^2AE 

f  üsrch  9i  i  und  k  wird  die  Lage  der  Axen  de»  RegelsdMiitiea  ge- 
gen die  Azen  der  Ccrordinttten  m  und  /,  und  filv  die  Paiwhel  die 
Lage  i.hres  Scheitels,'  fiir  die  filliiise  und  Hyperhd  die  Lag«  des 
Mittelpunktes  btttiuMit.  Ebenso  findet  man  durch  C>leiehsetz«»g 
der  eniapsechende»  Coeffictettten  die  ailgemeinen  Faemels  w  Be* 
stimmttiic  des  Parameters  oder  der  Axen  daa  K«g^Gh«4ttes  durch 
die  CoemcieBten  der  Gleichung  (9) , 


ttr  die  Pasabel:    (111)    p=.D\/C^  E\^A,, 
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die  Kllipie: 


(IV) 


'  7  yrf-l-r— V/(.^  — C)»-hÄ» 


C/»»  -H  JE*  -  2BDB  —  (*/#C  ^  ^»)F 

( \\)    b^  _  ^^^^ _  ^^j  j^^^ ^ C) -♦- i^(A—cy^B^\ 
für  die  Hjperbel: 

V/^«  -  kAC 


(VII)    ^=-y=3 


4(il4-C)+iV(^-C)'-|-Ä' 


(IX)    ^*  —  (^1  _  4^^)  (^-sT  4-  C)  -I-  iV/(2rrc;)»  ^  B^ 

5.  Iiidem  wir  uns  nun  zu  uuserpr  Aufgrabe  wendep,  setzen 
wir  für  iniiiirr  f«8t,  duss  der  gegebene  Punkt  durch  Z,  seine  auf 
die  Axeu  des  Kegelsehnitfes  und  bei  der  Pambel  auf  den  Scheitel 
der  Axe,  bei  der  Kllipse  und  Hjperbel  auf  den  Mittelpunkt  »h  An- 
fangspunkt sich  beziehenden  Coordinaten  durch  a  und  /?,  der  Scbei*. 
tel  der  Parabel  aber,  so  wie  6er  Mittelpunkt  der  Kllipse  und  Hy- 
perbel durcli  K  bezeichnet  werde.  Ferner  uebnien  wir  an,  was 
offenbar  verstattet  Ist,  der  gegebene  Kegelschnitt  sei  ausgedruckt 
durch  eine  Gleichung  zwischen  rechtwink  liehen  Coordinaten  i^  und. 
/,  fiir  welche  der  gegebene  IHinkt  Z  der  Anfangspunkt  ist;  die 
lileicbang  (9)  in  f.  3.  kann  also  iip  Allgemeinen  die  Gleichung 
des  gegebeneu  Kegeliichuittea  vorstellen,  und  jede  durch  Z  ge- 
legte gerade  Linie  wird  nun  bezeichnet  durcfr  die  Gleichung: 

«  =  /V....    (1) 

Durch  Verbindung  der  Gleichungen  (9)  und  (1)  findet  nan  fiir  die 
Coordinaten  der  Punkte,  in  welehfu  eine  solche  gerade  Linie  den 
Kegelschnitt  scbneidet,  die  Werthe: 

^~      2{AP*  +  BP -^ C)  ~  s      2iAP*-^BP+:C) 

_  iPP  ^S)P        _,^  P\/{DP 4: g)"»  -  k[AP*  -f,  BP  -hUjF 

•  —  "^  2iAP* -^  BP -^C)  —  2(AP*  +  BP  +  €)F  * 

Der  rationale  Theil  des  Werthes  von  ^  beaeicbnet  die  Abscisse,  des 
Wertbes  von  sc  die  Ordinate  des  Punktes»  in  welchem  der  zwischen, 
den  Kegelschnitt  fallende  Abschnitt  der  geraden  Linie  balbirt  wird) 
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«leuCet  man  also  die  Äbscisse  durch  f^  die  Ordioate  dvreh  ^  ao,  so 
hat  man  die  GleichuDgen: 

(2)    ^  =  -g^-_— _p-_   and  (3)  -u  =^- ^^p^^ßp^cS 

Die  Werthe  von  f  und  i/  ändern  sich  mit,  dem  Wertbe  von  P\ 
eliminirt  man  aber  P  uns  den  Gleichungen  (2)  und  (3),  so  druckt 
das  Resultat  die  Beziehung  swischen  den  beiden  Coordinaten  jedes 
solchen  Punktes  aus,  welcher  den  zwischen  den  Kegelschnitt  fal- 
lenden Abschnitt  der  geraden  VJnie  halbirt,  die  durch  diesen  Punkt 
selbst  und  den  Punkt  Z  gelegt  wir^d;  das  Resultat  ist  also  die 
Gleichung  der  gesuchten  Curve.    Entwickelt  man  die  GleichuDgen 

(2)  und  (3),  ordnet  die  Glieder  nach  Potpnzen  von  P,  und  subtra- 
birt  sie  von  einander,  nachdem  man  ein  Mal  (2)  durch  {At^ ^^D\ 

(3)  durch  At^  und  dann  (2)  durch  CV,  (3)  durch  (C/'+j^  mal- 
tiplicirt  hat;  so  erhält  man  leicht  zwei  Gleichuugen,  davon  jede  nur 
die  erste  Potenz  von  P  enthält.  Durch  Bliminaiion  der  GrSsae  P 
ans  diesen  letzten  Gleieliungen  erhält  man  ein  Resultat,  welches, 
nach  Potenzen  von  u'  und  /'geordnet,  durch  {AE^^CD'^—ßDE) 
theilbar  ist;  so  gelangt  man  zuletzt,  wenn  die  Accente  vou  u  und 
t  weggpelassen  werden,  zu  der  Gleichung: 


Au' 


Bit 


Ci' 


iZI«  +  ji5S^=;0 


(») 


welches  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  ist. 

6,  Durch  Betrachtung  der  Gleichung  (1B)  ergiebt  sich  Fol- 
gendes: 

I.  Da.«iie  drei  ersten  Cuefficienten  der  Gleichung  (9)  ganz 
dieselben  sind,  als  in  der  Gleichung  (Sl))  und  nach  %*  3.  nur  von 
diesen  die  Art  des  durch  die  Gleichung  ausgedrückten  Kegelacbnit- 
tes  abhängt;  so  ist  die  neue  Curve  immer  ein  KLegelschoitt 
von  derselben  Art,  als  der  gegebene. 

II.  Dieser  neu<)  Kegelschnitt,  der  nun  immer  der 
zweite  genannt  werden  soll,  gehet  allezeit  durch  den 
Punkt  Z\  denn  in  der  Gleichung  (S)  l'ehlt  das  beständige  Glied. 

HI.  Die  Axen  des  zweiten  Kegelschnittes  sind  immer 
parallel  mit  den  Axen  ^des  gegebenen;  denn  die  Formeln 
zur  Bestimmung  des  Winkels  9)  geben  für  die  beiden  Gleichungen 
(9)  und  (93)  ganz  dieselben  Wertbe  (vergl.  f.  4.). 

IV.  Wenn  der  erste  Kegelschnitt  eine  Ellinse  oder 
Ujperbel  ist.  80  liegt  der  Mittelpunkt  des  zweiten  fce- 
gelschnittes  immer  in  der  Mitte  der  geraden  Linie,  wel- 
.che  die  Punkte  JSTund  Z  verbindet;  denn  sind  t'  und  k'  die 
Coordinaten  des  Mittelpunktes  des  zweiten  Kegelschnittes,  so  fiiidet 
man  nach  §.  4.:    1'  =  ^«,  Jlc^z^\k, 

,\\  Ist  der  erste  Kegelschnitt  eine  Parnbel,  so  ist 
der  Parameter  der  zweiten  Parabel  die  Hälfte  des  Pa- 
rameters der  ersten  (folgt  aus  ^.  4.  III.,  Meil  jO'=|i9,  ß 
:^IE  ist,  wenn  />',  E^  Coefßcienten  Hier  Gleichung  (S)  bezeich- 
nen); ist  er  aber  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  so  ist  das 
Verbftitniss  der  beiden  Axen,  also  auch  die  Excentrici- 
tat  in  dem  zweiten  Regelschnitte  dieselbe  als  im  ersten 
(folgt  aus  f.  4.  IV.  und  VII.).  . 


7.  Offenbar  ist  m  wtUkJIhrlieb,  welche  LM^e  imd  deo  Azeii 
der  Geordioatett  m  und  i  geben  wil|,  wenn  nar  Z  als  Apfang^pnpkt 
frenomnien  wird.  Um  dalier  die  weiteren  Betrachtungen  so  verein- 
fachen,  darf  oMin  annehmen,  dasf  die  Aven  der  Coordinaten  tf  nnd 
S  parallel  eeien  den  ursprünglichen 'Axen  der  y  und  of,  d.  i.  den 
Axen  des  Kegelsclmities,  in  welchem  Falle  ^ssO.  lat,  Uierdnrcb 
erhält  man  nach  f.  %  afs  Gleichung  des  ersten  gegebenen  Kegel- 
schnittes 
liir  die  Pisrabel: 

fiir  die  lillipse: 

für  die  Bjperbel: 

r*w*  —  0*$*  +  tar*m  —  2/9#'#+  r*a»  —  #»/?»  -|-  r »^»  =  0  . . . .  ($) 

Wie  diese  drei  Gleicbnagfen-  enthalten  sind  in  der  allgevei» 
nen  Gleichung  (9)  (f.  3.)^  so  soll  der  zweite  Regelschnitt  über« 
banpt  ausgedrückt  sein  d«rch  die  Gleichnng: 

■       *  , 

so  dass  also  nach  der  Gleichung  (S)  in  f.  5»  immer  ist: 

A'  =  J,  ß'  =  B,  C'=C,  I^  =  \D,  E'  =  iEi  r=sO., 

Ebenso  sollen  die  Buchstaben  a^,  h\  r\  9\  j/^  i\  k*  dieselbe  Be- 
deutung in  Besiehung  auf  den  zweiten  Kegelschnitt  haben,  als  die 
entsprechenden  a,  b^  r,  #,  p^  f,  k  für  den  ersten. 

'  '8.  Ehe  wir  uns  zu  den  besonderen  Arten  der  Kegelschnitte 
wenden,  mögetf  noch  die  allgemeinen  Formeln  für  die  Coordinaten 
der  Punkte  angegeben  werden,  in  welchen  der  erste  Kegelschnitt 
Ton  dem  zweiten  geschnitten  wird.  Man  erhält  dieselben  durch  Ver- 
bindvog  der  Gleichungen  (9)  und  (S),  nämlich: 

(BD  -  2AIE)Fzkz  I]\/FV\b^  —  AM)F^  üf »  /|\ 

/  =t r-: — ■• ; -j^j- '  •  •  •  •   l»  j 

(BB  —  WD)F^  E[/FV\b^  -  AM)F+  dfi  /„^ 

«#  = • — ....  \i\) 

wo  J/»  =  AE*  +  CO»  —  BDE  gesetzt  ist. 

9.  Sei  nun  zlierst  der  gegebene  Kegelschnitt,  also  auch  der 
zweite  eine  Parabel.  Die  erste  Parabel  wird  durch  die  Gleichung 
(9)  §.  7.  ausgedritekt,  so  dass  also  hier  u^=l,  ^^sOasC', 
/)  =  2o,  Ezis.  —  p^  F=2,a* — pß  ist.  Demnach  bat  man  (vlt  die 
zweite  Parabel  ^'=1,  Ä'  =  0=  C^  /)'  =  a,  Ä'=  — i;»,  /*=0. 
Man  findet  daher  ausser  p'  szs^^p  (f.  4«  111. ),  was  nach  ^«  9.  ¥. 
schon  bekannt  ist,  weiter  nach  §.  4.  f.:    . 


a» 


(1)    i'^^ia;      (B)  ^=-5. 
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Am  (I)  trgidbl  sieb,  das«  die  kx^  der  xweiten  ParaM,  welche  pa* 
rallel  lait  der  Axe  der  ersten  ist  (f.  6.  III.),  durch  die  Mitte  der 
VerbiadoDgalioie  EZ  gebt  Hierdurch  nit  Rücksicht  auf  (II)  wiid 
sehr  leicht  der  Scheitel  der  «weiten  Parabel  gefunden. 

10.  ^  Für  die  Schneidnngspunkte  der  beiden  Parabeln,  sind  nach 
f.  &•  die  Coordiaaten: 

'^^^  ip      ~        ip       ' 

welche  Werthe  ininer  mofflich  sind,  wenn  a*  —  pß'^  0,  d.  i.  wenn 
Z  ausserhalb  der  ersten  Parabel  liegt.  Bei  a*  — pS^sik  berSbrea 
sieb  beide  Parabeln  in  dem  Punkte  Z.  Da  die  Ordinaten  dieser 
Scbneidongspnnkte  absolut  gleiche  aber  entgegengesetate  Werthe 
haben;  so  muss  die  Verbindangslinie  derselben,  d.i.  die  gemeinsase 
8ebne  beider  Parabeln  durch  die  Abscissenaxe  (Axe  der  t)  halbirt 
werden.  Hieraus  folgt  wieder  nach  einer  bekannten  Eigenschaft 
der  Parabel»  dass  die  gerade  Linie,  welche  die  sweiie  Parabel  in 
dem  Punkte  Z  berührt,  und  ebenso  die  gerade  Linie,  welche  die 
erste  Parabel  in  dem  Punkte  berührt,  wo  die  erste  Parabel  von  der 
Axe  der  t  geschnitten  wird,  parallel  sein  orass  mit  der  Verbin- 
dungslinie jener  Schneidnngspunkte.  DasMlbe  findet  man  auch  auf 
folgende  Weise*    Seien  //  und  A  jene  beiden  Scbneidungspnnkte, 

so  dass  für  JL  die  Coordinaten  ir,  ^  K  «•  — pß  und  /,  = — r~ 


tMa^^pß 


für  N  aber  •»,  =  —  Va^-^pß  und  ^  =  ülLziS? 

2  =;&•  istj  80  hat  man  für  die 


sind.    Da  nun 


i#,  ^i# 


/t  -  t 


2a 


^  -1  —  -^ 

durch  tt  nad  jV  gehende  gerade  Linie  die  Gleichung: 

•  — •.  =  |j(^-*.)  .    •.    (I) 


Nach  der  bekaniitf  a  Eigenschaft  der  Parabel  findet  man  fir  die 
Gerade,  welche  die  tweite  Parabel  im  Punkte  Z  berührt,  zuniehst 

die  Gleichung:  u^^p$\  setst  man  nun  hier  die  oben  (f.  9.)  ge- 
fundenen Wenbe  für  i'  und  H^  y  so  erhält  man  fBr  diese  Tangente 
die  Gleichung: 


—  ^* 


(») 


Ffir  den  Punkt  0^  in  welchem  die  erste  Parabel  von  der  Axe 

der  t  geschnitten  wird,  sind  die  auf  die  Axe  und  den  Scheitel  die- 
nt 

ser  Parabel  bezogenen  Coordinaten  y'so,  ^.=r-~|  daher  eff|[iebC 
sich  für  die  Gerade,  welche  die  erste  Parabel  In  Ü  bertthrt,  die 
Cleichuag:  m=s^[/—(a/ --/}))»  d.  L  durch  abige  WerAe: 


ae? 


Da  BBD  iB  aileii  drei  GteiehBDgen  (1),  (t),  (t)  der  GoefficieDt 
▼OD  i  derselbe  =^  >>^  so  folgt  hierauf,  dass  die  geradeo  LiaifeDy 

welche  diesen  Gleichangrn  entsprechea,  sftoiaitlieh  onter  eiaaader 
fiarallel  sio'd. 

11.  WeDD  Z  aasserhalb  der  erstes  Parabel  liegt, 
also  a*  — pß'^0  ist,  so  wird  d'ie  erste  Parabel  von  der 
geraden  Liaie  ZIj  ip  Z#,  van  der  geraden  Linie  ZA  in 
A^  berührt.  .  Wenn  wieder  m^  nad  t^  die  Coordinaten  des  Punk- 
ten Lt  bezeichnen,  so  hat  man  ßr  die  gerade  Linie  ZL  die  Glei- 

-  cbung :  u  =  r^/,  oder  xwiaebea  Coordtaatea  of^  y  auf  deo  Aafsingii«/ 

paukt  K  und  die  Aze  der  Parabel  bezogen,  und  wenn  man  für 

*    T-^  den  ans  f.  10.  sich  ergebenden  Wertb  substitnirtc 

y  ^ass 2ß^  ^^  "^  ^^^ 

Für    y  ==  0    findet    man    hieraus    fBr    ^    den    Werthr    a:  == 

—  («-t-^tt'-M!,    D^  aber  für  den  Punkt  L  die  auf  die  Axe 

P  ^  

der  ersten  Parabel  bezogene  Ordinate  z^^a^m^  =  a+l^o* — pß 
ist,  so  wird  fbr  denBell»efi  Punkt  die  Abdcisse,  auf  der  Aze  vom 

Scheitel  aus  genommen,  ausgedruckt  durch  ^^^ — "  ^PP*  ,  ver- 
gleicht man  dieses  mit  obigem  Werthe  von  o?,  d-  !•  mit  der  Ab- 
scisse  des  Punktes,  in  welchem  die  Axe  der  Parabel  von  ZL  ge- 
schnitten wird,  so  ergieht  sich  aus  der  Natur  der  Parabel,  dass 
sie  in  L  von  ZL  berührt  wird.  Ganz  ähalicb  ist  der  Beweis  flSr 
die  Linie  ZA*. 

12.  Weun  der  gegebene  Punkt  Z  auf  der  ersten  Parabel 
liegt,  also  a*  —  pß,z=0  ist,  so  hat  man  für  den  Scheitel  der  zwei- 
ten Parabel  nach  f.  9.  die  Coordinaten '<'=: —*^a,  Ar's=:— 1/9; 
der  Scheitel  der  zweiten  Parabel  liegt  also  dann  in  der  Mitte  der 
Verbindungslinie  der  Punkte  JT  und  Z.  Leicht  erkennt  man  nun 
auch  dus  Umgekehrte  als  richtig:  wenn  man  von  irgend  einem 
Punkte  einer  Parabel  beliebig  viele  Sehneu  zieht,  und  jede  Seane 
um  ein  ihrer  eignen  Grösse  gleiches  Stuck  verlängert,  so  liegen 
die  Badpunkte  dieser  VerUngerungeu  wieder  auf  einer  Paraael, 
deren  Parameter  das  Doppelte  von  dem  Parameter  der  ersten  Pa- 
rabel ist;  die  Axen  beider  Parabeln  sind  parallel,  und  der. Scheitel 
der  ^weiten  ist  der  Endpunkt  der  Verlängerung  von  der  Sehne, 
welche  nach  dem  Scheitel  der  ersten  gezogen  ist;  in  dem  Punkte 
Z  bertthren  sich  bmde  Parabeln  (vergl.  f.  lO.). 

13.  Sei  nun  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  also  ans- 
gedrückt  durch  die  Gfoichuag  ((£)  ia.  f.  7.;  demnach  iat  jetzt  ^ 
=  r%  Ä  — 0,   Cz^M*,  az=z%(nr\  JE=%ßii\  F^zsir^a^-^s^ß* 

—  r'£*,  daher  für  den  zweiten  Kegelachaiit,  ebenfalls  eine  Ellipse, 
A  =  r\  ir  =  0,  C'ziz4\  jyz;:zar\  P=ßM\  /^=:0,  folglicb 
die  GleichBug  dieser  Ellipse: 
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Die  Lage  des  Mittelpttoktes  nod  der  'Axen  der  «weiten  BIlifMe 
sind  oach  §.  6.' III.  und  IV.  schon  bestimmt;  für  die  Grösse  der 
Axen  hat  man  jetzt  nach  f.  4.  V.  and  VI.: 

^='-i!±üä!=(r.f)V(|)- .;..,., 

#  m, 

...        r»«''t-fß*  _/«V    ,    /*      fiy  '        ,,.. 
Ä»=-^-i;3         —[,-2)    -^\T-j)    "••    (") 

I 

Der  Parameter  p'  der  zweiten  Ellipse  ist  daher 

p'=^=fV/«»-i-(f/?)*....  (111) 

14.  Sind  wieder  JL  nnd  JV  die  Schneidungspnnkte  der  beiden 
Ellipsen,  «1  nnd  /,  for  £*,  «,•  und  f^  für  J¥  die  Coordinaten,  oad 
setzt  man  der  Kürze  wegen  r^a*  +  **/?•  —  r*^'  =  ••*,  also  r^a* 
*»p»  =  m*  +Y*&*  =  «»  +  #»«» ;  so  ist  nach  f .  8. : 

—  am*  —  $kßm  ^_  — j?m*  «f- rggwi 


—  ttjw'  -I-  sDßm  —  iw»'  —  rarrm 


Daher  für  dieselben  Punkte  die  Coordinaten  y^y  ^| ,  y, ,  ^,   auf 
den  Mittelpunkt  und  die  Axen  der  ersten  Ellipse  bezogen; 

■  r*//*tt  —  sbßm  s*a*ß  -^  raam 


y«  "*-  •.»/»»  _L  *»ä3  »  •*^« —  ^««t 


3AS 


Diese  doppelten  Werthe  werden  gleich,  d.  h.  die  Punkte  L  und  J¥ 
fallen  in  einen  zusammen,  in  welchem  die  Ellipsen  sich  berühren, 
wenn  iw=:0,  d.  f.  wenn  r'a» +  *'/?•  =  r*^' =  #*ä*  ist,  also  der 
Punkt  Z  auf  der  ersten  Ellipse  selbst  liegt;  es  wird  dann  y^rrzy^ 
s=a,  ^j=^,  ^/$.    Unmöglich  aber  werden  beide  Werthe,  wenn 

r^a^  H-  *»/?»  <  r»^» ,    also  a  <  —1/ «»  —  /J»  ist,  d.  h.  wenn  der 

gegebene  Punkt  Z  innerhalb  der  ersten  Ellipse  lieg^ 

15.    liurcb  Benutzung  obiger  Werthe  für  y, ,  ^, ,  ^,,  i^r,  er- 
hält mnn  für  die  durch  L  nnd  N  irehende  Gerade  die  tileichiinir; 

y  = r^^H .     Für  ^  =  0  findet  sich   hiernach  ^  =  — rr- 

s=  -j.    Hieraus  ergiebt  sieh  nach  einer  bekanDten  BigeDschafit  der 

Rltipse,  dass  die  Linie  JLII^  die  verlängerte  grosse  Axe  der  ersten 
Ellipse  in  demselben  Punkte  schneidet,  in  welchem*  diese  Axe  gre- 
scbnitten  wird  von  einer  Tangente  der  ersten  Ellipse,  deren  Be- 
rührungspunkt die  Abscisse  =  ß  hat;  es  ist  dieses  einer  der  Punkte, 
in  welchen  der  von  Z  nuf  die  grosse  Axe  gefällte  Perpendikel  die 
erste  BUipse  schneidet,  wenn  nur  ß<.a  ist* 
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16.  Legt  warn  dordi  Z  eise  eerade  IJaie  (%)  pamlkl  «k 
Z^iV,  80  findet  mao  mit  Raoksicht  «nf  die  Gleicbmig  der  Lioie  LN 
<§.  15.)  für  {k)  die  GMohttog: 


» 

Oder  wenn  man  den  Mittelpunkt  ft  der  zweiten  Ellipse  als.  An» 
fanffspunkt,  die  Axen  fieser  Ellipse  aU  Coordinateoaxen  anpiaimt, 
una  die  daranf  sick  besiehenden  Coordinaten  durch  'y  nnd  'ae  be> 
seichnet,  so  erbftit  man  für  (X)  die  Gleicbnng: 

I 

Setzt  matt  in  dieser  letzten  Gleiebnag  '^  =s  0,  so  findet  maa 
fdr  den  Punkt,  in  welchem  die  verlängerte  grosse  Aze  <ler  zwei, 
ten  Ellipse    von  (X)   geschnitten  wird,    den  Werth  der  Abscisse: 

'^=  2^ß  —Jß  ^^®''»'-  ♦•  ^^-  ^')-  *^**  •*^*'  *^  ^'*  Abseisae 
des  Pnnkties  Z  der  zweiten  Ellipse  ist,  durch  welchen  die  Linie 
(X)  gehet,  so  ergiebt  sich  ans  dem  hier  gefnodenen  Werthe  von  'a: 
nach  der  schon  vorhin  benutzten  Kigenschbft  der  Bllipse^  dass  die 
zweite  Kliipse  von  der  Linie  {X)  in  Z  beriihrt  wird.  Demnach 
ist   die  gemeinsame  Sehne  l^eider  Ellipsen  mit  dtr  dem 


Pnnkte    Z   zugehörigen   Tangente    der  zweiten   Bltlpse 

parallel,  uild  wird  folirlich  d 

halbirt. 


arailel,  uild  wird  folglich  durch  die  gerade  Linie  KZ 


'  17.    Pur  die  Punkte  O  nnd  &^  in  welchen  die  erste  Ellipse 
von  der  Geraden  KZ  geschnitten  wird,  findet  man  leicht  die  Coor- 

±rMr  rbß 

,  ^    '  i"" «  js  =s  "^  -  .«,^-^      ■     -     Dzher  wird 

die  durch  einen  dieser  Punkte,  z.  B.  durch  O  gehende  gerade  Linie, 
welche  parallel  ist  mit  der  gemeinsamen  Sehne  L>N^  ausgedrflckt 

durch  die  Gleieliimg  y  =  —  ^^  -I-  ^  V/r»ta»-f-#»/J».    Setat  maa 

hier  wieder  y=0,  so  findet  man'fUr  den  Punkt,  In  welchem  diese 
Linie  die  verengerte  grosse  Aze  der  ersten  Ellipse  schneidet,  die 
Abscisse: 

D«  «her  i/  ^  »     '  '^  ^'^  Abscisae  des  Pnnktea  0  der  EUipae  ist, 

dnrch  welchen  die  betracht<$te  gerade  Linie  gehet,  so  ergiebt  sich 
ans  dem  hier  gefundenen  'Werihe  von  ^r,  dass  diese  Gerade  die 
Ellipse  in  O  berührt.  Aebnlichcs  gilt  von  der  durch  den  anderen 
Puakt  €7'  gelegten  Parallele  mit  LN,  Immer  also  sind  die 
den  Punkten  Z  und  K  zugehörigen  Tangenten  der  zwei- 
ten Ellipse  parallel  mit  den  Tangenten  der  ersten  fiU 
die  Punkte,  in  welchen  die  erste  Ellipse,  von  der  gera- 
raden  Linie  KZ  geschnitten  wird;  und  wenn  Z  ausser^* 
lialb  der  erateii  Ellipse  liegt,   also  beide  Bllipseu  sidh 

1MI T.  24 
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ilelib-eiden»  so  ist  auob  4ie  ihnen  gemeiasaHtt  Sehas  pa- 
rollsl  mit  jeaen  Taagr^^atea.. 

18.  WeDo  Z  ausserhalb  der  efsten  EUipSe  liegt,  9m^ß-<lm 
ist«  so  ergiebt  sich  aus  f.  15.  und  f.  17.  ein  leichtes  Verfahren,  die 
Schueidungspupkte  X  und  'JV'  beider  Ellipsen  za  finden»  ohne  daaa 
die  zweite  Ellipse  construirt  za  werden  brauch ti 

19.  Liegt  Z  ausserhalb  der  erstea   Ellipse,  so  wird^ 
i-etztere  von   der  geraden  Linie  ZL  in  X,  tod  ^ß^  in  A^ 
•berShvt.     Durch   die   Coerdinaten   des   Punktet  Ly   jp,    uni  ^, 
(4.  14.  !1.)  findiit  man,    weil  r«a«  +  *»/?*  :?=:  #i»  +  r»Ä«  =  «• 

+  *»«»  ist,  für  die  Linie  ZZdie  Gleichung:  y— a=^^^(ar— /J). 
VAX  y  =  0  erhält  man  hieraus; ^=  ubp-^am     =   rtn^^f^o«. 

jgRtfr*  g^  i  ^LiI^^W'  >  w^i^^*  die  Richtigkeit  der  BebauptODg  fiir 
XL  folgt    Aehnlicb  ist  der  Beweis  für  Z^. 

20.  Wenn  der  Punkt  Z  auf  der  gegebenen  Ellipse  Hegt,  also 
^•«t  -f.  iftfi*  -:=:  ^t^s  ^  .g7^%  \gi^  äo  findet  man  aus  den  Formeln 

(I)  und  (II)  in  (•  ^3.  leicht,  dass  dann  die  Axea  der  awailea 
l^lfipse  beziehungsweise  ffleicb  sind  den  Hälften  der 
Ai^en.der  ersten  Ellipse.  Da  dieses  gilt,  welcher  Puakt  des 
.pjafangea  der  ersten  Ellipse  für  ^  aenomaien  werden  nuig,  so  folgt 
qe^fiihei  hieraus  auch,  dus^  eine  Ellipse,  deren  Axeo  heri/dhunf^" 
weile  gleich  sind  den  Hälften  der  Axen  einer  anderen  Ellipse,. im* 
mer  in  di<;se  andere  so  gelegt  werden  kann,  dass  sie  Jurch  deren 
Mittelpunkt  «gehet,  dieselbe  in  einem  gegebenen  Punkte  beifUirt, 
und  ihre  A^eu  den  gleichnamigen  Axev  der  aaderea  CtlUpse  paral- 
lel sind. 

21.  Diirch  Umkehrung  des  Vorausgehenden  ergiebt  sich  nun 
iaiich  Mgsnder  8atz:  wei^n  van  Irgend  einem  funkte  Z  des  um-* 
fanges  einer  Ellipse  beliebig  viele  Sehnen  gezogen,  und  abwärts 
.von  jenem  Punkte  verlängert  werden  um  ein  Stück,  das  der  Sehne 
seihst  gleich  ist,  so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Verlängerungen 
«ii€  einer  Ellipse,  deren'  Axen  das  Doppelte  von  den  gleicboaliigeB 
Axen  der  ersten  Ellipse  und  mit,  diesen  parallel  sind;  der. Mittel* 
punkt  der  neuen  Ellipse  ist  der  zweite  Endpunkt  des  von  Z  aus- 
gehenden Durchmessers  der  ersten  Ellipse,  und  beide  Ellipsen  be- 
rühren sich  in  Z.  Dieser  Satz  ist  indessen  'ebenso  wie  der  oben 
in  f.  12»  erwähnte  nur  eii^  besanderer  Fall  eines  aUgemeineren, 
den  ^wir  nachheri  auaspreehen  and  beweisen  werden. 

22.  Alles  hier  in  Betreff  der  Ellipse  Gefundene  gilt  im  Altäre« 
meinen  auch,  wenn  der  gegebene  Keffelsehnitt»  also  auch  der 
aweila,  ein  Kreis  ist,  nur  mit  einigen  Modificattonen,  In^  diesem 
Falle  ist  nämlich  a  =  ö,  r  =  «==l  zu  setzen;  i^enn  daher  der 
Balbmesser  des  neuen  Kreises  durch  q  bezeichnet  wird,  während 

.der  des  gegebenen  =  a  ist,  so  hat  man  hier  ^  ^^  ^k  a*  -4-  ß*, 
'Liegt  Si  ausserhalb  des  ersten  Kreises,  ist  also  o*-f-/^*^'*»  se 
achneiden  sich  beide  Kreise  in  zwei  Punkten  X  und  JVt  f^^  deren 

'^ordinaten  hier  die  Formeln  gelten :  «f=is  ^-r — ^^,  ar=  ^  T\^^y 

ire  nun;  m  ss  k  «'  +  /y'  -^  ar'.ist  Für  die  geitide  Linie,  wel«- 
,^h0  durcb  diese  SchaeidungspujDkte  gebet^  hat  nuia  iähtr  die  €le»- 


tn 


chnng:  y=s  — -^^-1 •    Da  aber  (Ur  die  Gerade  XZ  auch  kier 

die  Gleichndg  y:=:  -jor  gfllt^  ao  ergiebt  sieb  aua  der  Form  dieser 

beiden  GIciehangeB,  dass  die  gemeiasaoM'^Seliie  Ztßf  uater  recbten 
Winkela  ?od  der  Liaie  KZ  geeebaltten  ,wird«  Aaf  eiae  sehr  ein« 
Cache  Weise  folfft  bua  hieraus  der  Parallelisaius  dieser  Seboe  aiit 
den  abeo  besercDDete»  TaDseatev  (vergl.  f.  16.  17.). 

28.  Weaa  der  erste  KagelsehaiU  eiae  Hrperbel  ist,  ausge- 
druckt durch  die  Gleicbnog  ({))  in  f.  7.,  so  nt  auch  der  aweite 
eine  Hyperbel ,  fiir  welebe  die  Glekihung  gilt: 

P8r    die    GHfsse    der   Axett    fiddet   man    ($.    4.    VIII.    und    IX.): 

^'  =        ji^t 9  ^'*  **        |^>  — .     Zu  den   Scbneidiiugspuiik* 

ted    Zf'  und    J^    beider    Hyperbeln     gehören     die    Coordinaten: 

angenommen  ist,  dahe^  auch  <*/?•  —  ^••a*  =±r'Ä* — «••=#•«• — a»* 
ist.    Die  durch  L  und  A'  gelegte  gerade  Linie  bat  lur  Gieicbung: 

y  =  -^JP  —  — .    Für  y = 0  wird  a;  =  -^  =  ^;  daher  gilt  hier 

eine  ähnliche  Bemerkung,  als  oben  f.  15.  bei  dei*  Ellipse  gemacht 
worden  ist.  Für  die  durch  Z  gelegte  Parallele  mit  £jV  gilt  zwi» 
sehen  den  Coordinateo  'a:  und  'y  auf  die  Axen  und  den  Uittelpuokt 

der     sweltea    Hyperbel     heaegen     die ,  Gleiehnng:     'jr  :&  '^'jp 

—4  •  -^«;; .   ••»'  y  —  0  wird  '^  =  -^1^ =  ^,  woraus 

hervorgeht,  daSff  diese  Parallele  die  »weite  HypeH^el  in  Z  berührt. 
Zu  den  Punkten  O  uod  ^,  in  welchen  die  erste  Hyperbel  von  der 
geraden   Linie   KZ   geschnitten   wird,    gehören   die   Coordinateo 

y  =0?  ifc  ,-7==Ä3==a=cs=.    Die  dai^h  O  ge- 


Vs^B*  —  r^  * 


i^ 


r»«* 


hende    Parallel(B     mit    L^Af    hat    zur    Gleichung:     y  =     a   ^ 
-  Av^^^i— T5Sn     Pur  y  =  o   wird   af  ±=^  ^J^^2SLEI!Z 


=  «*  :  ■/  ^^    ■  =?^,  woraus  folgt,  dass  diese  Linie  die  erste  Hy* 

Eerhel  ia  G  berührt.  AehnKches  gilt  von  der  Parsfllele  durch  ff. 
^ie  dem  Puakia  Z  augehörige  Taaffente  der  zweiten  Htperbel  ist 
also  mit  dem  Tangenten  der  ersten  Jlypefbel  för  die  Punkte  6f  und 
&  parallel,  und  wenn  die  Elyperbaln  sich  sehneiden,  syi'  ist  auch 
die  gemeinsame  Sehne  mit  jenen  Tangenten  parallel.     Aie  durch' 

Z  und  JL  gelisgte  Gerade  hat  zur  Gleicbungr  y — a=  sSTir^^'^'^^  * 

fiir  y  =  0  wird  jr  =x  «»  :  ^-iptTpf»  i   "'*  Eücksicbt  auf  den 

Werth  der  Abactsse  des  Pnaktes  JL  ergiebt  sieh  hieiaus,  dass  die 
Gerade  ZL  dia  erste  Hyperl^el  ia  JL  berührt.  Ebenso  findet 


sn 


man,  das«  ZJV  die  Hyperbel  in  3^  beriihrt;  beide  Mal  wird  aber 
vorausgesetzt,  dass  Z  ans<»erha1b  der  ersten  Hyperbel  liegt. 

24.  Wenn  der  s^egebene  Punkt  Z  auf  der  Hyperoel  selkit 
liegt,  d.i.  wenn  **/?*'^V*«*  =  r*Ä*  =  #*ä*  ist,  so  sind  die  Axen 
4er  zweiten  Hyperbel  gleich  den  Hallten  der  gletcbnaaiigeD  Azea 
der  ersten,  und  durcb  Umkebrung  Iä8«t  sich  ni^raua  avcb  für  die 
Hyperbel  ein  Satz,  analog  den  in  §.  12.  und  (l  21.  ausgeaproehenen, 
autstellen.  Bs  soll  aber  j^tzt  Dodi  der  al1fte«einere>  Satz  bewiesen 
werden,  you  welchem  die  gelachten  nur  besondere  Fälle  siad;  die- 
ser uilgemeine  Satz  ist  folgender. 

25.  Wenn  man  von  einem  auf  dem  Umfange  irireüd 
eines  Kegelschnittes  beliebig  gewählten. Punkte  Z  ir- 
gend wie  viele  Sehnen  ^ieht^  und  von  Z  aus  auf  jeder 
Sehne  selbst,  oder  nach  der  entgegengesetzten  Seite 
hin  auf  ihrer  Verlängerung  einen  Abschnitt  so  bestimmt, 
dass  das  Verhältniss  zwischen  diesem  AUschnitte  und  der 
zugehörigen  Sehne  überall  dasseihe  ist,  so  lieg'en  die 
Kndpunkte  aller  Abschnitte  auf  einem,  zweiten  Kegel* 
schnitte  von  derselben  Art,  als  der  gegebene. 

Beweis.  Der  gegebene  Kegelschnitt  sei  ausgedruckt  doreh 
eine  Gleichung  zwischen  rechtwinklichen  Coordinaten  u  und  $^  die 
den  Punkt  Z  zum  Anfangspunkte  haben;  so  muss,  weil  dieser  Punkt 
auf  dem  Kegelschnitte  selbst  liegt,  diese  Gleichung  die  Form  haben: 

» 

J[u^^Biu+Ci*'^I}u  +  Ei  =  0  .,..    (I) 

Jede  von  ^  ausgehende  gerade  Linie  wird  vorgestellt  durch  die 
Gleichung:  «  =  /V,  und  schneidet  den  Kegelschnitt  nuch  in  einem 
zweiten  Punkte  F,  dessen  Coordinaten  sind: 


BP^B 


AP^^hP^C 


_  {DP^E)P 


AP^-^MP+C 


(11) 


Wird  nun  auf  der  Sehne  ZF,  oder  auf  deren  Verlängerung  über 
Z  hinaus  der  Abschnitt  ZW  so  bestimmt,  dass  ZF:  ZIF=  l  :« 
sich  verhalt,  wo  n  irgend  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  bedeu- 
tet, so  erkennt  man  leicht^  dass  die  dem  Punkte  IF  zugehörigen 
Coordinaten  diese  Werthe  haben  müssen:.    ' 


AP^  ^BP-^ 


n(DP^B)P 
AP^  ^BP^C 


(IW) 


EUminirt  man  aus  den  beiden  Gleichungen  (Hl)  die  Grosse  Pj  so 
muss  das  Resultat  die  Gleichung  dhr  Curve  ftein ,  welche  der  geo- 
metrische Ort  der  Bndpunkte  aller  von  Z  aus  bestimmten  Abschnitte 
jener  Sehnen  ist  ( vergl.  §.  5.).  Die  wirkliche  Ausfokrong  dieser 
Elimination  aber  giebt  (auf  dem  in  f.  5.  befolgten  Wege)  zuletzt 
folgende  Glei.chung: 


uiu^  +  BtM  +  Ci*  +  nDu  +  nEt  =  0 


av) 


Du  nun  die  drei  ersten  Coefficienten  dieser  Gleichung  identisch  sind 
mit  den  entsprechenden  Coefficienten  der  Gleichung  {I),  so  folgt 
hieraus  nach  §.  3.,  dass  die  der  GleicfaaDg  (1V>  enuprecheode  Canre 
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ein  KegftltchnUt  von  gani  lierselheB  Art  Uty  alf  d«r  durob  die  Glei- 
cbttDjr  (1)  bezeicboete. 

'  26.  Man  nehme  an,  was  offenbar  erlaubt  ist,  dass  die  Axen 
derXoordinaten  u  and  t  der  Gteicbang  ^(1),  also  atfcb  die  der  Olei- 
chnnft  (1^)*  parallel  seien  dea  Axen  des  jm^benen  Kegrelscbnlf tes ; 
«terMittelpmikt  dieses  Kei^eUoknittea  (hei  aer ' Parabel  aer  Scheitet 
der  Axe)  werde  wieder  durch  iT,  der  IMittelvankt  des  neuen  durcü 
S(  bezeiebnet,  und  a  und  ß  seien  die  Coordiaatea  des  Punktes  Z 
bezogen  auf  den  Anfang§punkt  JC  und  4ie  Axen  des  ersten  Kegel- 
schnittes. Dfe  Gleichung  (I)  in  f.  25.  hat  daher  hier  folgende  Form: 
für  die  Parabel:  • 

•i»+2«fi-7i/  =  0  ....    (II) 

für  die  BIlipse: 

r»«p»  4-.  #U»  -f-  2or  V  +  2ßiU  =  0  , . . .     (U) 

fär  die  Hyperbel; 

r 

r*«*  _-,»/»  ^-2ar»»  —  2^*»#=0  ....    (III). 

Dieses  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  (IV)  in  fr.  23.  giebt  Fol- 
gendes au  erkennen. 

27.  I.  Auch  der  neue  Keselacbnitt  geht  durch  den  Anfangs- 
punkt Z  der  Coorüioaten  u  und  t, 

II.  Die  Axen  des  neuen  Keo^elscbnittes  «ind  parallel  den  Axen 
des  ursprünglich  Eegehenen  (f.  4.  vergl.  f.  6.  Ul.). 

III.  Wenn  tiir  den  Mittelpunkt  ft  des  neuen  Kegelschnittes 
(bei  der  Parabel  für  den  Scheitel  der  Axe)  die  auf  die  Axen  der 
«r  und  $  sich  beziehenden  Coordfinaten  wieder  durch  t'  und  A', 
dagegen  die  auf  den  Anfangspunkt  IC  und  die  Axen  des  ersten 
Kegelschnittes  bezogenen  Coordinaten  dkrch  fj  und  &  bezeichnet' 
werden,  so  ist,  von  welcher  Art  auch  der  Kegelschnitt  sein  mag, 
immer  '    - 

#*  =  — #Mr,  Är'  =  — 1»/?5  i2  =  (l  — ä)«,  ^  =  (1 --«)/?. 

Der  Punkt  St  liegt  also  immer  auf  der  durch  Z  und  K  gelegnen 
geraden  Linie  in  dem  Abstände  =  (1  —  n)a  von  der  Hauptaxe  des 
ersten  Kegelschnittes. 

IV.  Ist  der  erste  Kegelschnitt  eine  Parabel»  und  deren  Para- 
meter :;=/^>  so  hat  der  zweite, Kegelschnitt,  auch  eine  Parabel,  den 
Parameter  »s=ztip  (f.  4.  III.).  Ist  der  erste  Kegelschnitt  eine  £!• 
lipse  oder  Hyperbel,  deren  Axen  2«r  und  2^  sind,  so  hat  der  zweite 
Kegelschnitt  die  Axen  2i]^  =  «.2a,  21/ =  u.U.  Bedeutet  also  >» 
den  Parameter  des  ersten,  p'  den  Parameter  des  zweiten  Kegel- 
schnittes, so  ist  in  allen  Fällen  /»'=«/».  Diese  Wertbe  der  Axen 
2m  und  W  fiadet  man  aus  f.  4.  V.  und  VI.;  VIII.  und  IX.  vergl. 
f.  25.  IV.;  f.  26.  II.  und  III.  mit  Rücksicht  darauf,  dass  hier  »ar 
die  Ellipse  r*a*  -f-  s*ß*  ss  #>«»  =  r*6* ,  für  die  Hyperbel  s*ß* 
—  f*a»=s**«»s=r»^»  ist. 

V.  Die  grerade  Linie,  welche  den  ersten  Kegelschnitt 
in  dem  PuDKte  Z  berührt,  berührt  in  demselben  Punkte 
auch  doD  aweiten  Kegelschnitt,  daher  berühren  sich  in 
Z,  bei4e  Cegelaehnitte  aelbst 
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Setreis.    Di«,  ger^d«   linw»   welch«   die.onte  Farafcel    ii 


PuDlUe    ^   berührt 9   bat   zur   Gleichongt    y  —  a  =  ^(^  —  /f). 

Wenn  «an  aber  dep  Scheitel  St  der  awekea  Parabel  ala  An* 
faDgfpnakt,  die  Axe  deaaelbeu  al«  «Absciaaeaaxe  ainmt,  and  die 
entsprecbeBieo  Coordioaten  durch  'at  aad  'y  beaeichaet,  ao  iU 
4?  =  'iT  —  («  -*  l)/9,  y  SS  'y  ^  (^  —  1)  »5  wodurch  die 
OteicbuDg   der   gedacbtea  Taagente    diese  Forai  erhalt:  'y  —  jmc 

=  ^('a?  — 1»/?).    Für  y5=Ö  wird  'ar  =  — <•/*,*  w:oraus  folgt,  daaa 

die  gedacbte  Tangente  auch  die  zweite  Parabel  in  Z  berührt,  — 

^    Ist  der  erste  Regelscbnitt  eine  Ellipse,  so  findet  man  für  die  des 

Punkte     Z    zugehörige    Tangente    die    Gleichung;    'y  —  itis  = 

—  Z2  ^^  —  ^ß)i  ^®  die  Coordinaten  'y  und  'jc  auf  den  Mittelpankt 
und  die  Aztn  der  zweiten  Bl|«pae  sich  beziehen.  Für  'ysO  er- 
giebt  sich   'o?  =  ^  *        =  -j  (No.  I?.),  wtrava  «ilmimt 

wird,  dass  die  betrachtete  Tangente  auch  die  zweite  Ellipae  in  Z 
berührt.    Ganz  ähnlich  ist  der  Beweis  fQr  die  flyperbel.; 


Gegen  Herrn  Doctor  Barfnss. 

Ton  dem 
Herrn   Doctor  O.  Schlömilch^ 

PriTatdocentea  ai^  der  UniYer«tat  |ia  ^eoa. 


Im  8ten  Hefte  des  4ten  Bandes  dieser  Zattacbrift  -hat  Barr  Dr. 
Barfuss  die  ältere  Euler i^Fiiesisahe  Ansicht  von  dea  aneadlichaa 
Beihen,  der  neueren,  hauptsächlich  durch  Candi j'a  geistrdkbea 
Conra  d*analjrse  angeregten,  gegenüber  zu  ? aitreten 'ffeaucbL  Ke 
Ansicht  unseres  geehrten  Gegners  ist  folgende;  Bai  dbr  .Rechnung 
mit  unendlichen  Reihen  ist  die  Saaaumng  der8#lben  ein  ganz  na* 
tergeordnetes  Geschäft;  die  Uttuptsache  ist,  duteh  gewisse  analjrti« 
aobe,  oder  wie  Pries  sa^i^t^  sjutaktische  OperattoineB,  die  Functio« 
Mm  in  Reihen  zu  entwickelo;  d.  h.  mit  andern  Worten  t  es  kemmt 
hanptsäeblich  auf  die  Umwandelungen  der  Perm  einer  Fnnetion 
an,  wobei  sie  einmal  als  geschlosaanev,  einmal  ala  ina  Unheatimm.ti 


fMitsafeadtr  AMdraeki  %m}Wtttv  «■!  sMt  ksC  ikf«  triUMetkBb^D 
WeHbc  m  4ef  l^tdertii  dMMn  '  y 

•Bewritb  diew AntieliiMislüIrrllelttrlRekvehtof  niiM ickeiDtg« 
W^^  überdj«  Ki^tik.tage«,  wckkep  Br«  Dr.  Barfass  neiaeBee^: 
naogen  DDterworfen  bat: 

Mein  erstes  Beispiel  bat  derselbe  .^änslicb  missTerstaD den.  Will 
man  nämlicb  den  Ausdfnck  Arctan  oe  ur  eina  Reibe  .Terwandelo^  so 
benutzt  man  bierza  die  beiden  Eigenscbaften  Arctan  as  —  Arctan  y 

=  Arctan  ^  r^ttodLim  ''^J°  .^sl  fdr  abnebmende  i.  Man  $ndet 


Arelan.  afaecrar  — -^ir^  *4-t'** 


•  •  »*• 


Nimmt  man  aber  die  nämlicbe  Rechnung  mit  einer  gewisaen  Function 
f{x)  vor,  welcbe  die  beiden  Bigenadbaften 


/K*) -/(,)==/(^).  Li.-(^=,l 


besitzt,  vo  findet  man  atteb 

Nun  sagt  darauf  Herr  iFr.  Barfusf:    „Die  iCadiTrefstrog,  ^büm  f{x) 
=  aretff  of  B«t,  bat  mit  der  M«ilfaode  d«r  ttaifeatwatea  CoefBff ünHj» . 
gpr  nicnts  zu  schaffen  (?).    Und  wo  wollte  man  aucb  den  Beweis- 
grund hernebmea,  dass  zwei  ▼erMKedeDd  VnndioseB  deinmck  eisen' 
fei  Reibeneivtwickehitt^    g^iw  köante^f'\     Hie» -int  Mm  Misüvar^ 
stüttdniss  klar;  i«b  meine  im  Gegentbeii:  wa  w^llinai  ifteA  Bearasa«-'. 
grand  beniebmen^  dasa  derjenige  üara^bl  biHbe/'welcbec  aa  capri«*  • 
ciöfl  wäre  zu  bebaapten,  er  kemae  zwei  aoleiie  yerdobiedaae  FiMKtio»  - 
nan,  denea  die  renanntea  Bigeimcbaftan  zakammea.  .Aata«f  ktente^l 
mir  HerrBi*.  Barniss  erwidern,  was  er  ainBbde  dbr^eita  226.  aagb^: 
nftmlich:  ,;ea  findet  siok  int  f  {st)  eine  tallkemmen  bestiamitaReiliev/ 
welcbe  zeigt,  dasa  jedem  bestimmten  W^rtbe  ron  ^  letn  bestiaimtatii 
Wertb  von /(or^  angehört   und  dass' fblj^lich  dia '  Fanetio«: /"(«a.)*! 
durch  die  ihr  beigelegten  Eigenschaften  vollkommen  bestimmt  ist". 
Hier  wird  Herr  Dr.  Barfuss  beinahe  seiner  Ansicht  untren;  äenn  er 
spricilt  von  iten  bestimmtefr,  af96  niimeriaeben  Wettbea,  ireicba  diä' 
Raiha 

für  einen  bestimmten  Wertb  von  or  annnimmt,  d.  b.  er  betrachtet 
auf  einmal /(or)  als  die  aritbmetiache  Summe  der  Reibe,  w&h«, 
read  er  sonst  nur  von  syntaktischen  Entwickelungen  hören  'will. 
Aber  wir  können  ihm  a'ack  ^eis  zugeben,  w^l  sein  Argument  nur 
so  weit  reicht,  als  aicli  jeae- Aeih^  arithmetisch  summiren  Iftsst, 
d.  b*  convergirt.  Aber  wie  wird  denn  die  Sache,  wenn  die  Reihe 
divergirt?  Wenn  ich  cavali^rement  8i«gte:  ja,  jene  beiden  oder  meh- 
reren Functionen ,  weichen  gemeinschafdicb  die  Eigenscbaften  zu- 
kommen : 


37S 

Bind  idtratüwth  bis  jir-ssl,  tron  Aa  ao  vccieiiiediei»  eftwH  w  wie  swci 
Curven  ionerhalb  ein^s  gewissea  IntervalUs-sieh  deckea»  aackker 
aber  avieinaaderfahren ,  ao  fällt  daa  Argaaiaat  »einea  Herra  Geg- 
ners ^aaa  weg"").  Und  in  der  That  wäre  eine  Bebauptung  deri^ 
gar  nicbts  Neues.    So  bat  man  «.  B. 


l  +  x 
oder  auch: 


a? 


1  ^  o:  ^  or' 

aus  welchen  fiir  07  =  1  folgt: 

i  =  l  — 1  +  1  — 1+.... 
1  =  1  —  1  +  1-1  +  .... 

Da  bat  man  ja  gleich  ein  Beispiel,  dass  awei  verscbiedene  Fonctio- 
nen  die  nämliche  Reihe  geben. 

In  Bezug  auf  die  letzteren  beiden  Reiben  hat  Lagraage  eine  Br- 
klärung  versucbt.  Er  sagt  nämlich:  man  erwäge  die  fehlenden 
Glieder,  so  ist   .      .  ^    . 

1 — a?*+a?*  —  ^*  +^'  —  ^*  +ar*  — •... 
=s:l+0.a?— Ä'+^'+O.Är^^-^'+ÄT'+ü.jp'.— ^•+a?»+..^ 

Nimmt  man  für  ^=sl  ein  Glied  der  Reihe,  so  erhält  man  1,  nimmt 
man  2  Glieder  wieder  1 ,  nnd  nimmt  man  3  Glieder  gar  nichts  xar 
Summe.  Ans  1,  I,  0  ist  aber  {  das  arithmetisobe  Mittel«  Abgese- 
hen davon,  dass  diese  Erklärung  rein  aus  ^er  Luft  gegriffen  ist 
nnd  man  gar  nicht  weiss,  woher  die  Befugniss  aum  Mittelnebmen 
kommt,  hilft  nns  diese  Erklärung  ^ar  nichts.  Sie  schiebt  die  Schwie» 
rigkeit  auf  die  Seite,  aber  bebt  sie  nicht«  Bine  solche  Erklärnng, 
wenn  es  anders  eine  ist,  mag  wohl  allenfalls  dann  gellen,  wenn 
man  dadurch  an  der  Reihe  1-^1  +  1  —  1  etc«  gekommen  ist,  dasa 
man  eine  Reihe  von  der  Form 

,37«  —  or^  +  Ä?y  —  Jt^+ .... 

fnr  ^  =s  1  specialisirt  hat.  Aber  was  fängt  man  denn  an ,  wenn 
man  auf  anderem  Wege  zn  dieser  Reihe  gelangt?  Gesetzt,  .man 
wollte  die  Summe  der  Reihe 

2[cob'  2a?  —  cos*  4ar  +  cos*  6a?  —  . . . .]  r^  JS 

oder  auch  nur  diejenige  Function  suchen,  deren  syntaktische 
Rntwickelung  sie  ist,  so  hätte  man 

2cos*  Sbr  SS  1  +  cos  je 

2co8*  4a?  =3  1  +  cos  So? 

2cos'  öa?  :=  1  +  cos  3a? 


*)  Mit  Hülfe  der  Inte^alrechnung  lässt  sich  zeigen,  dass  diess  im  obigen 
Falle  unmöfflicb  sei;  aber  wir  befinden  uns  hier  im  Gebiete  der  «l^a- 
meinen  Aritninetik! 


MfUtli 

i^==l  — 1  +  1-1  + 

t 

Wai  setzt  man  nno  für  die  erste  Reihe?  |,  }  oder  — ,  da  auch 
mitliiD  f&r  ofssl,  und  f&r  beliebige  positive  d^me  «s  uod  n 

*  .  *     * 

^  =  1—1  +  1  —  1+1- 

ist.    Hier  lässt  uns  aocb  L^graiige  im  Stiebe. 

Nach  dieser  Digression  kehre  ich  wieder  so  den  „Bemerkungen 
des  Herrn  Ooetor  Barfnss  znräck. 

Derselbe  tadelt  in  No.  3.  meifie  Entwiekelnng  von 

cos  or'+cos  ILv+eos  3j;-f-....:^  —  J^, 

imiem  er  miefi  auf  die  allgemeinere  Gleichnag 

tf  cos  ir>-*fi*  .     _  «.«'*. 

i-2vtosx^v*  —  ^  cosa?  +  f^'  cosÄar  +  f^«  cos  3ar4-.... 

verweist.    Für  frs=I  und  af  =  0  seigt  er,  dass 

oe  ==1  +  1-4-1  +  1- 


.  •  • 


herauskommt,  was  ich  ihm  gern  zugebe.  Wenn  aber  a:  nicht  =0 
und  nicht  =2M0r  ist,  so  erhalt  man  doch 

—  |  =  cos  or  +  cos  2«a?  +  cos  3a:  +  ....    (A) 

weil  in  diesem  Falte  cos  a:  —  1  =  —  2sin'  |^  und  1  —  2cos  ^  + 1 
=^4sin' jor  gesetzt  werden  darf.  Mein  Herr  Gegner  hat  also  wei- 
ter nichts  bewiesen,  als  dass  die  Gleichung *(^)  ffir  ^  =  0  und 
SP  r=  %Hn  Ausnahmen  erleidet.  Entwickeln  wir  jetzt  beiderseits 
nach  Potenzen  von  or,  so  wird 


—  4=     1  +  1  +  1  +  1  +  ....        (B) 

—  Kl  -1-Ä  -+-0  -i--.-.;i.2 


-*-*  +o  -t--*---ii. 2.3.4^ 


und  diess  gilt  allerdings  nicht  für  jeden  Werth  von  ^,  wie  Herr 
Dr.'Barfina  sagt,  w<eil  die  FäHe  «=ss€  und  ^vass%9nr  aoinvn^bmen 
sind*    Daraus  scMienat  desaolbe,  dass  ieh  die  Coisffiiiienteii  beider» 


>) 
1 
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■eiu  nicht  vergleichen  ilprfe,  wobei  er  sich  «her  in  eines  IrMka 
befindet.  ^ 

Hat  man  nämlich  fiir  alle  Aiöglichen  Wertbe  von  x  die 

chnng 

a  +  Aar  +  CO?  • -f- «te  ■+....=  0, 

lo  beweist  man ,  dass  a  =  ^  =  c  =  1/  etc.  =0  sei ,  anf  folgeode 
höchst  ungenügende  Weise.  ;Man  setat  or^O  ^"^  bekommt  «=0; 
und  zwar  ist  jetzt  dic»a  Sesiittat  fiir  jedps  a:  allgemein  richtig,  ob- 
gleich es  für  einen  speciellcn  PaA  vön^  js  herausgebracht  wvrde, 
weil  a  vonor  unabhängig  ist..  Djsrauf  geht '.man  wektr  und  be- 
weist, dass  ^  =  r  =  i/etr.  =0  sind.  Daraus  sollte  man  freilich 
scbliesstn,  dnsa  der  Sata  dnnn  nicht  richtig  wärt,  wenn  für  a?s=0 
eine  Ausnahme  in  der  obigen  Gleichung  eintritt.  Das  ist  aber  to- 
tal falsch.  Der  Satz  lautet  .nämlich  so : 
Wenn  ^ie  Gleithnng 

för  alle  se  gilt,  welche  innerhalb  einesy  wenn  aiish  nenh  sa  kieinon 
Intervalles  x'wxa  bis  ^tsuß  licfei^  «o  ist 


«=^.Ä==«5<^=»4^  ft«r  ==0,     . 


•» 


was  man  weit  genügender  mittelst  der  DMhrealialrfchMmg-^aeiigcm 
kann. 

Wenn  nun  auch  zugegeben  wird,  dass  die  Glefchnng^  ( A)  oder 

0  =  —  ^H-l+ 1+1-1-.... 

-(p-t-2»+3»-i-....)n8 


1.2.3.4 


^  • 


für  ^  =  0  und  a?  =  Zjg^  nicht  gilt,  so  bleitt  t\t  doch  ausserdem 
richtig  und  das  Intervall,  fnr  welches  sie  gilt,  geht  von  ^  bin  2jr, 
beide  Grilnsen  ausgeacklossen.  Es  ist  mir  also  nach  dem  vorigen 
Sali«  auch  die  Coel'ficieotenvergleiebupg  erlaubt  nnd  da  findet  sich 
doch  wieder 

1-^1-^1-1-  — — » 

'  l«-f.2«-|-8V+.,..=?iO     . 

etc., 

nnd  mithin  trifft  mich  gar  nicht,  was  mein  Herr  Gegner  gegen  diese 
Resultate  vorbringt. 

11. 

leb  wW  jetnt  dor  Snebe  nibw  trcten.    Nadi  der  finkn-PsiMi* 
lebM  kvMkt  ist  die  BedeiMuig'  einen  IttmahnDg  wie 
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1-^ 


=  1 


X 


X^  +  JT*  -1-  .  . .  . 


folgende:  leb  kMn  darcb  AQwevdanff  eiDer  gewUsta  analytipcbeo 
(sjDtaktiscbeo)  Operation^  bier  der  Uivisioo,  aus  dem  Aii^drncke 
links  so  viele  Glieder  der  Reihe  reöbta  herausoQlwickela ,  aU  icb 
nur  will,  und  Kwar  fiir  jeden  beliehiffen  Wertb  von  jc.  Gebe  ich 
nun  mit  dieser  Operation  iqe  .Pnendlicne  foit,  »o  ist  wirklich 


X-ÄT 


» 


a?' 


or*  +  •  •  •  •  in  inf. 


Daher  beisst  es  anch  in  den  ,, Bemerkungen'^  des  Herrn  Dr.  Barfass 
S.  1B91. ;    „Ist  denn  nicht  ^  +  or*  +  ^*  + . . .  •  die  Entwiekelung 

Ton  .  ^      an4    nur   von   diesem,   auch  wenn  nicht  binzugeliigt 

wird,  »  milsse  kleiner  dis  1  sein.'*  O  ja,  aber  welohe  Lo- 
gik lehrt  uns  denn,  für  eine  solebe  analytische  Be- 
siehung aweier  AusdriiGke  ein  Gleichheitszeichen  zu 
brauchen?    Wenn   man   durch   ein  gewisses  Verfahteu  aua  dem 

SS  j 

Ausdrucke  .^      ao  viel  Glieder  der  ganz  ausserhalb  desselben  ste- 

henden  Reibe  o:  +  ^*  +  ir'  +  •  •  •  •  bervorlocken  kann ,  als  man 
will,  wer  berechtigt  una  denn,  diese  beiden  Dinge  für  gleich  an- 
zusehen? Ein  Gleichheitszeichen  darf  nur  da  stehen,  wo  zwei  Dinge 
einander  entweder  identisch  sind,  oder  sieb  einer  solchen  Identität 
unbegränzt  nähern,  oder  wenn  di|a  eine  bloss  formell  von  dem  an- 
deren verschieden  ist,  etwa  wie  In  der  Gleichung  (a  —  b){a  +  b) 

Das  letztere  will  Pries  in  seiner  Naturnhilosophie   (ä.  161, ) 
Ar  unseren  Fall  geltend  macl^eiu    Br  meint,,  die  Gleichung 


1  — ar 


^  1  -4-  o?  -I-  iT*  ^-wr'  4- .  •  •  • 


bedeute  syntaktisch  weiter  nichts,  als  dass  die  Reihe  rechts  mit 
1  -*•  4r  multiptkirl  1  gebe»  und  in  §»  fern  sei  die«a  niehta  als  ein 
Fall  vern  der  Umkebiaug  der  ayntafctiscban  Operalipn  den  Hukipli* 
ciren«:  Er  aagt  ffmer,  man  brauche  nur  mit  1  — ^  bcMUrseita  au 
mokiplieiren,  um  slek  Aavea  zu  iiberzengen;  aa  aei  daAii 


«'  I 


1  =  1  +  ^ 


xc' 


x' 


___    4*    ___    «••9    -,--    <t**     «^ 


0 


0 


r. 


■  »  •  •  .  ~ 

Bev^r  ich  auf  das  Üprichtig^e  hiesin  aufmerksam  mache,  will 
icb  ein  paar  ganz  triviale  Beispiele  ähnlicher  Art  bebandeln. . 

Wenn  icb  sage^  ich  acbicke  jetzt  einen  Boten  a^a^  etniga  Zeit 
nachher  demselben  einen  nach  (aogeseben  davon,  ob  derselbe  eben 
so  geschwind,  laMsamer  oder  raaäar  giAt^akidevarste^  und  dann 
frage:  sind  denn  die  Wege  beider  Boten  gleich,  sobald  sie  unend* 
lieh  lange  gegangen  sind,  so  wird  jisder  Veraßnftige  ahlfMMtaii.'. 
Äaa  lüM^  alah.  ao  laa  CQhesttwmle  hinein  gar  niaht  aagen^t  aobald 
nicht'  das  Verbältnisa  ihrer  Geschwindigkeiten  gegeben  iai    Ikann 


am 

wenn  beide  Boten  gleich  scbnell  gehen,  so  wird  die  Differenz  ihrer 
Wege,  anch  wenft  diese  an  sich  unendlich  sind,  immer  so  Tiel  be- 
tragen, als  der  erste  dem  zweiten  voraus  war,  sind  aber  ihre  Ge* 
«ch windigkeiten  verschieden,  so  wird  sieb  diese  Differenz  beständig 
ändern  und  kann  sogai*  nuentilich  gross  werden. 
Sehreibe  ich  folgende  beiden  Reiben  . 

^  +  6^6-^6  +  6 

* 

.  mit  der  Forderung  bin ,  beide  ins  Unendliche  zu  verfängern  asd 

'  zwar  so,  dass  wenn  ich  oben  ein  6  zusetze,  diess  auch  unten  ^- 

schoben  .soll,  und  frage  danuy  &ind  diese  beiden  Reiben  ins  üne»d- 

liehe  fortgesetzt  identisch?    so  antwortet  jeder,  der  zählen  kann; 

Nein!  Denn  die  obere  Reihe  enthält,  wie  weit  sie  auch  gehen  mog«, 

ein  a  nebst  einer  gf^issen  Parthie  ^,  die  untere  die  nämliche  Par- 

|hie  6  plu«  noch  eioem  d;  also  ist  jederzeit  die  Differenz  =  <s  —  6^ 

In  einem  ähnlichen,  aber  noch  weit  scblimmej'en  Falle  befindet 

sich    die   obige  Friesische  Rechnung.     Denn. wenn   ich  succeaaive 

zwei,  drei,  vier  u.  «.  f.  Glieder  der  Keihe 


f  •  •• 


ttit  1  — or  multiplicire,  so  erhalte  ich  der  Reihe  nach 


dann 


ferner 


!=l— orV 
—  4?  —  o?»  —  jrM 


1  -f-  4?  -4-  ^*  +  ^* 

=  1  — or^ 


u.  8.  f.  gerade  wie  im  zweiten  Beispiele,  wo  ich  mten  ein  Glied 
zusetzen  muss,  wenn  ich  es  oben  tbiie.  Wenn  ich  nlio  ao  ins  ün* 
endliche  fortgebe,  werden  denn  dann  die  obere  und  .untere  Reihe, 
abgesehen  von  dem  AofattgsgKede  1  identisch,  was  doch  sein 
müsste,' weil  die  Ausdrücke' 

1  und  (1 — 4?)(1 -|-4?  +  4?'-|-.*. .) 

durch  ein  Gleichheitszeichen  verbunden  sind?  Keineswega  im 
Allgemeinen,  wenn  ich  nicht  das  Verbältniss  kenne,  nach  welchem 
sich  die  Werthe  von  a?\  o?*,  etc.  ändern.  Denn  älsvolltffäodiges 
Prodnct  bekomme  ich  im  Allgemeinen  1  —  jr".  Ist  nun  4?  ^  1 ,  so 
erhalten  wir  bei  wachsenden  iv,  Lim  a;**  =  0,  aho  wirklich 

.    (1  — ^)(l+ar+a?»H-^»  +  ..:.  in  inf.):s=:l 

ausserdem  aber  in  keinem  Falle. 

Hiermit  ist  also  genügend  gezeigt,  in  welehem  Falle  man 
Ausdrücke 
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1 


1  — X 


und  1  +  4?-4-  ^»  4-  o:*  +  . . . .  In  Inf. 


dnrck  ein  GleichbeitBseichen  verbinden  dnrf.  Wenn  aber  die  Reibe 
recbu  divetgirt,  so  findet  allerüings  immer  ii^cb  eine  ge wiege 
aj»nljtis^be  Bexiebung  awincben  denselben  stiitt,  abec  diese  ist 
Jteine  Gleicbbeity  und  <Uinn  wäre  es  unrichtig,  mit  Gleiclibeitszei- 
cbea  weiter  reebnen  »u  wollen.  Der  Unterscbied  xwiscben  der  aritb- 
metiscben  und  synraktischen  Uedeutnog  der  Reiben  erstreckt  sieb 
also  aucb  bis  auf  die  Wahl  der  Z ei  eben,  wobei  das  Gleicb- 
beitsaeicben  lediglicb  nur  im  ersten  Falle  gebraucbt  werden  darf» 
Möge  daber  Herr  Dr.  Barfuss  in  Gottes  Namen  einen  Caicul  von 
4ejr  allgemeinen  fintwickelung  der  Functionen,  von  den  sjnlakti- 
acbeu' Rezi^liun(|en  derselben,  oder  wie  er  daa  Oing  nennen  wiU^ 
etabliren,  möge  er  sieb  auob  dasu  ein  beliebiges  Zeicben  aussucben^ 
dagegen  wird  kein  Menscb  etwas  beben;  iMir  wolle. er  uns  nicbt 
glauben  iMicbeD,  man  könne  Gleicbbeitszeicben  braueben,  wo  keine 
Gleiebbeit  statt  findet,  und  nsurpire  er  nicht  ein  Zeicben,  welchea 
nur  unserer  Ansicht  dient,  und  tiem  wir  durchaus  nicbt  gestatten 
können,  aucb  anderen  Herren  zugleich  mit  aufzuwarten. 

Man  würde  es  kaum  für  möglich  halten,  dass  eine  so  eiofacbe 
Sache  80  lange  in  verkehrter  Weise  dargestellt  worden  sei^  wenn 
man  sich  nicht  erinnerte,  dass  in  der  Aualysis  die  Maxime  festge- 
balten  vvordeo  ist,  es  m'üssten  die  Resultate  immer  völlig  allgemein 
sein,  und  da  man  bald  einsah,  daSs  das  der  Sache,  d.  h.  den  nume* 
riechen  Werthen  nach  nicht  möglich  sei,  so  suc|ite  man  wenigstens 
die  Form  zu  retten,  und  erfand  die  geheim^  syntaktische  Bedeu- 
tung, schimpfte  wohl  auch  hie  und  da  diejenigen  unphilosophische 
Köpfe,  welche  darauf  nicht  eingehen  wollten  und  sich  allein  an  die 
vnricbtigen  Wertbe  der  Reihen  hielten*).  Von  einem  Beweise 
jener  Maxime  habe  ich  nirf^ends  eine  hpnr  gefunden,  die  Sache  ist 
immer  nur 'als  Meioio^  .anrgestellt  worden.  Daas  aber  dieselbe  aa 
und  für  sich  falsch  sei,  kann  man  sehr  oft  a  priori  einsehen.  iSo 
!•  B,  enthält  die  Reibe  für  tan  a  nur  ganze  positive  Glieder;  für 

^=  Y  giebt  dieaelbe  tan  -^-^^oo,  was  ganz  in  der  Ordnnng  ist. 

Setze  kb  in  derselben  ^^-j,  so  mnss,  vreil  alle  Glieder  positiv 

sind  und  Potenzen    vo6  or  enthalten,  um  so  mehr  etwas  unend- 
lich Grosses  nnd  zwar  Positives  berauskommen.    Man  ist  aber  die 

Tangente  im  zweiten  Quadranten,  d.  b.  für  ^  ^ -r--,.  negativ |  also 
■iisste  eine  nnendlicb  grosse  positive  Grösse  einer  endlichen  nega- 


*)  Diess  soll  nicbt  etwa  in  Besiehnng  auf  Fries  gesagt  sein.  Soviel  leb 
diesem  grossen  Manne  persönlich  verdanke  und  so  überzeugt  ich  von 
seinen  philosophischen  Ansichten  bin,  so  habe  ich  doch  in  diesem 
Punkte  nie  mit  meinem  T-erebrungswonngen  Lehrer  übereinstimmen 
können.    Fries  hatte  sich  hierin  ganz  auf  Euler  verlassen  und  stellte 

V    seine  Theorie  von  der  arithmetischen  und  syntaktischen  Bedcotang  der 

Reiben  nur  als  plausiblen  ErkiyningsTersncb,  nicht  aber  mit  dogmati» 

scher  Keckheit   als  unum«<tössliche  Wahrheit  hin.     Obige  Bemerkung 

gebt 'Vielmebr  auf  die,  welche,  gerade  am  wenigsten  von  der  PMloso- 

•  pbie  versiekead^  sieb  am  liebsten  Mnter  dieselbe  venteekMi. 


8^ 

tiven  gleicli  leio.  Dar»oi  lieht,  niaii  aagcoMteklicb ,  daas  hier  die 
Gültigkeit  der  Iteihe  aüfliört,  d.  ti.  dass  das  Band  det  Gleiehheits- 
zeicheos,  welches  beide  Ansdröcke  bisher  iimscblnDgeD  hielt,  rieh 
an  dieser  Sielle  l^it  Bitie  g^ewtsse  analjtisehe  Betiehniig 
findet  deswegen  imteer  nneb  statt,  und  es  mag  \vohl  eill^  syntak- 
tische Operation  geben,  durch  welche  man  aus  jener  negatires 
Tangente  soviel  GRiedcr  jener  QnendMehen  positiven  GfSMe  eiif- 
wlckeln  kann,  als  man  will,  nur  soll  man  nicht  von  Gleichheit 
beider  AnsdrSckc  reden. 

III. 

Ich  komm^  jetst  aef  diejenige  Partie  des  Anfsatxea  von  H«rt% 
Dr.  Barfttse;  i^rin  kf  sich  die  ftrsrsten  Pehlei^  lae  «a  8ebnMe^ 
kommen  lassen,  näMlidk  an  den  ACscbnltt  Nö.  5.  flfier  bemerkt 
mein  H^r  Gegner,  Idi  hätte  mich  in  dem  Schlttsse,  daas  der  Best 
einer  Reihe  in  einem  meiner  fi^ttheren  AnfvStxe  im  Alfg^meineti  vet* 
schwände,  geirrt.  Die  Sache  war  folgiftttde:  ieb  hatte  ttt  neige», 
dass  das  Integra 

I 

wo  fi  nnd  m  beliebige  Grossen  sein  mögen,  sich  nnbegräntt  der 
Null  nähere,  wenn  mao  m  ins  unendliche  wachsen  lässt.  Ick  be- 
werksteliigfe  diess  mittelst  folgenden  Satzes: 

Wenn  M  und  AI  das  Maximum  und  Hinimom  einer  Fünctiilii 
y(a:)  innerballi  des  intervalles  ^  =  is  bis  ^=s^  bedeuten  und  ^(or) 
eine  Function  ist,  welche  während  des  nämlichen  Intervalls  ihr 
Vorseicben  nicht  ändert,  so  ist    . 

Dieser  Satt  wurde  auf  daa  dbige  Problem  in  so  fern  angewen* 
Aat,  »1«  iphr  b^^r    . 

setzte  und  nun  ceigte » 'dass  das  Maximum  nnd  Minimum  you  fLr) 
während  des  Intervalles  ^  =  0  bis  a:  =  l  endliche  Grössen  sind. 
Daher  war  jetot 

JU/l  al-da:  >y;  -=rjäf-da,  >  sj^  ^dx 
oder 


m 


und  da  jlf  nnd  N  endliche  Grössen  sind,  so  nähern  sich  lor  wach- 
sende m  beide  Ausdrücke,  zwisclien  denen  das  Integral  liegt,  mit* 
hin  dieses  selbst,  uabegränst  der  Null» 

Mein  Berr  Gegner  bemerkt  darauf,  das  gelte  nur,  welm  ^  (wel* 
ches  dort  tt&  1  <^m  w«r)  poiitlv'  sei)  dein  «uiaerdeiii  #erdv  wiaklieh 


^     l. 


während  des  iDterrallea  0  bis  1  voendlieb»  nitbin  M  aoendlicb^ 
nnd  daraus  scbelot  er  folgern  m  wollen ,  dass  dann  der  Rest  niebt 
¥er8c1i%?ande. 

Za  diesen  Irirtftum  ist  Herr  Dr.  Barfdss  durch  die  Form  meines 
Beweises  ffekommen,  welcher  dann  eine  kleine  Aendernng  erleidet. 
Ist  nämlich  f*  negativ,  so  hat  man  offenbar 

nnd  nnn  setze  man 

96  gilt  Ton  diesem  q^^),  was  von  dMn  früheren  9(^)  gesagt  wnvda^ 
dass  es  nSnrtfeh  während  des  Intermlles  0  bis  1  nicht  nnendlieb 
Werdern  kann,  «der  dass  sein  Maximum  und  Minimmn  M  nnd  JV 
endNehe  Orössen  sind;  Nach  dem  cttirten  allg^mennan  Satsa  mm 
den  bestimmten  integralen  ist  nun 

•  • 

•des  • . 

■;'>  /      . '    A'^^ito^  '  ■■   ^  "  ,1  ' 

woraus  man  stebt^  dass  atrch  dieses  trftegi'al  sich  f3r  nubegrättxt 
wachsende  nt  der  Null  nähert  Ich  hätte  der  Vollständigkeit  wegen 
diess  in.meii^em  Aufsatxe  bemerken  sollen,  konnte  aber  eben  so  srnt 
voraussetzet!,  'diiss  wer  den  Gang  des  Beweises  einmal  begrlAm 
hatte,  diese  Kleinigkeit  wohl  seihst  sehen  wGrde. 

Im : Folgenden.  8pri<}ht  ^n  Herr  ßegiNBr  v#n  dei  b^obränJk^ 
ten  Auftaissuog  des  bestimmten  Integrales. 

jyDasselbe  ist  nicht 

für  d:i=    ^  -,  das  ist  es  nur,  wenn  das  allgemeine  lüttgr9l^f(a:)daf 

für  alle  Werthe  ron  ^.tsis  h'tB  artsid  eise  stetige  Function  von 
a:  ist  Das  bestimmte  Integral  ist  nichts  anderes,  als  die 
Piffjerenz  zweier  besonderen  Werthe  eines  allgemeinen, 
Und  diess  ist  fieioe  ^jutaktiscbe  Bedeutung ,  der  jene  arithmetische 
UDtertreordnet  ist.*' 

Was  man  da  nicht  für  Neuigkeiten  erfährt!  Herr  Dr.  Barfass 
scheint  nicht  ^ zu  wissen,  dass  beide  Definitionen  des  bestiihimten 
Integrales  g^tz  identisch  iin4  hini^bt|i€h  ihrer  Allgemeinheit  sich 
ganz  gleich  sind.    Wie  man  ans  der  Definition: 
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für  .  "• 

ff{x)dje  =  5p(^)  -H  CoDst. 

ist  •  . 

J^A^)'t^^9(f>)-9(4')    (l) 

die  andere 

y' /(a?)iÄr  =  Lim dlfW  +>t«-*-^  +••  •  -t-Ztir+i^d)!  I 

"  >— (t) 

ableitet,  läset  sich  aus  jedem  ffuten  Lebrbocbe  lernen;  data  aber 
auch  das  Umf^ekeliirte  eben  so  leicht  i^t,  will  leb  hier  zeigen. 

Sei  f(a)  die  Gleichung  einer  beliebigen  Curve,  mögen  ferner 
m  nnd  ^  (w^bei  or  <!.^  'sein.s^l)  awei  bestimmte  Wfcrtbe  der  AIk 
acisse  w  bedeuien,  zu  welchen  eben  s6  zwei  beliebige  Wertbe  der 
Ordinate,  nftmlieb  f(a)  und  f{0)  gehören.  Tbeilt  map  das  latemOl 
i-^0  \n  n  gleiche  Theije  und  siebt  durch  jede«  eine  Ordinate,  •• 
wird  der  von  b  —  Oyf(^)%f{^)  und  dem  Gurvenstteke  daswiscbea 
begrän%te  Flächeoiuhalt  durch  jene  Ordinaten  in  schmale  Streifea 
zerlegt,  welche  wir  bIs  Rechtecke  betraci|ten  können  und  zwar  um 
so  genauer,  je.  näher  diese  Ordinaten  an  einander  liegen,  d.  b.  je 
ffrösser  die  Zahl  iV'ist.  Die  Summe  oller  dieser  Parallelogramme 
ist    daher  desto  genauer  gleich  der  von  der  Curve  beschriebenea 

Fläche,  die  wir  mit  $f{aff)  bezeichnen  "wollen,  je  grösser  m  ist 

h  —  it.  " 

Setaea  wii}  — ^  =i=<f,  also  ^  —  aj^.nd^  so  wird  nun 

4^.ar)  zsLim  «Jl/(«)H-/(4H-<rH-/(4H|-2d)-|-.„./[a-Hi»-l)dl^.(3) 

m 

Ant  dtMea  Aiftdrnekfe  «rhilt  mttn  leieht  «vf  rein  antilytiaclieB  Wege: 

il^)  +  i/(a:)=i/(ar). 

ahm 

d^  h.  geome'triBcb :   die  Fläche  von  a  bis  b  plus  der  Fläche  von  b 
bis  c  \st  gleich  der  Fläche  von  a  bis  c.    Ebenso  leicht  findet  man 

m  a  h 

wovon  ^le  geometrische  Bedeutung  ganz  ähnlich  ist.^  Sind  ui  und 
B  das  Maximum  und  Minimum  von  /{jc)  während  des  Intervalles 

a  bis  ^,  so  bat  man  aus  (3): 

» 


#  < 


d.  h. 


1 

oder  weil  n3=s6  —  a  ist: 
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LÜB  d .  mJs 


^/(*)<(*-«M{ 


und  e^oBo  leicht  findet  sich 


also 


a 


a-a)A:>^{a:)>{d^a)B....(S) 


<l.  b.  der  genannte  Flacheninhalt  ist  kleiner  als  das  Rechteck  aus 
dem  Stücke  d  —  a  der  Abaeissenaclise  und  der  grössten  zwischen 
a  und  6  vorkommenden  Ordinate,  und  er  ist  grösser  als  das  ilecht- 
eck  aus  6  —  a  und  der  kleinsten  der  zwischen  a  und  6  liegenden 
Ordlnaten. 

i 
Sehen  wir  jetzt  die  Summe  2/{a:)  als  eine  Function. Toa  6  am 

a 

und  setzen  wir 


^^)  =  V(Ä1..,.(6) 
Nehmen  wir  ^  =  0,  so  ist  offenhar 

i/(*)  =  V'(a)  =  0....(7) 

a 

weil  dann  gar  keine  Fläche  heschriehen  worden,  ist. 
Aus  der  Gleichung  (6)  haben  wir  nun 

a  a 

=  2f{a:)    nach  Gleichung  (4) 

und  nach  Formel  (5),  wenn  wir  d  +  ^,und  ö  für  b  nnd  a  gesetzt 
denken : 

8A>rp(b^3)-^fp(b)>dB, 

wo  jetzt  A  und  B  das  Maximum  und  Minimum  yon  /[x)  während 
des  Intervalles  ^  bis  ^  -4-  d  vorstellen.    Man  hat  ferner 


^>y^^^';-^<^>>ig....(8) 


TMl  V. 


2S 


« 
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frästen  wir  jetst  i  ins  Unendliclie  aboehmen,  so  wird 

Lim jj^- _-^j- 

und  suffleich  rücken  ji  and  ß  immer  näher  an  einander  und  fallea 
mit  /{o)  zusammen.  Denn  fib)  ht  eelbft  das  Maximum'  und  Mini« 
mnm  iion /{a?)  während  des  Interviilles  ar=:^  bis^s=:^  +  ^»  weil 
man  dann  nicht  von  der  Stelle  gekommen  ist.  Die  beiden  Grame« 
fallen  also  dann  zusammen  und  die  Gleichung  (8)  geht  in  die  fol- 
gende über: 

woraus  folgt: 

^Ä)  :=zjf{l)db  -t-  Const. 

oder  was  das  Nämliche  ist: 

n^b)  ^s=:Jf{ai)da:  +  Const.,  fttr  oir  =:  ^ (9) 

Die  Constante  ist  leicht  zu  bestimmen;  denn  nach  Gleichung  (7) 
Mt  ^(a)=sO,  d.  h. 

0= //•(^)ite  + Const.,  für  ar=ra....(  10) 

Durch  Subtraktion  der  vorstehenden  Gleichung  von  (9)  erhält  man : 

^(Ä)  =//^(jF)ite,  von  xz=ia  bis  ;r  =  ^, 

d.  b.  nach  Gleichung  (6)  und  (3): 
b 


a 

woraus  man  also  sieht,  dass  beide  Definitionen  des  bestimmten  in- 
tegrales identisch  sind.  Bezeicbtfen  wir  nämlich  /f{x)da?  mit 
f[a)y  so  ist 

^/(*)  =  Lim  J[/(«) +/(«  + <I)  ■+-....+/(« -t- i^=n  <J)1 

= sp(^)  -  9>(«)  =y^ /(^)^. 

Daran  kniipfoe  sich  mancherlei  Betrachtungen. 

Ist  nämlich  f(a:)  reell  von  or  =!  a  bis  or  =  ^,  so  mnss  auch 

das  Integral^  Aa;)d»^  d.  h.  die  ron  der  «eellen  Ordinale  über- 


\ 

t 


wt 


stricbene  Flüche,  reell  sein,  weil  alle  die  einxelneii  Glieder  fMf 
f{fl  -4-  i)  n.  8.  w.  reell  sind.  Es  folgt  darans  die  Reellität  der  Dif- 
fereni  ^h)  —  9(«r)*  Diese  kann  auf  iweierlei  Weise  hervortreten; 
•ntveder  sind  nftiafidh  f  (^}  und  94«)  heide  reell  oder  beide  inagi- 
Bar,  da  4m  Differen»  «wetar  imaginimn  GNiaseo  reell  sein  kann, 

wie  s.  S.  o-l-yV^— 1  — *  (£ + yl^ — 1 ).  Keinenfalls  aber  darf  es 
vorkomnen,  dass  eine  der  Functionen  ^{h)  und  9>(a)  reell  und  die 
andere  inaffinär  sei;  denn  die  Differena  einer  teellen  und  imaginft« 
ren  Grösse  ist  imaier  Ima^när  und  kann  demnach  nicht  einer  reel- 
len Grösse  gleich  sein,  wie  es  nach  den  Obigen  nötbig  ist 

Gleichwohl  bringt  mein  Herr  Gegner  imaginäre  Werthe  solcher 
Integrale  heraus,  deren  Differeazialrormeln  uoter  dem  Integralsei- 
cben  reell  sind,  z.  B.  das  Resultat: 

l-m  diesen  Widerspruch  aufzuklärep >  will  ich  der  Sache  auf  den 
Ound  gehen. 

Die  Difterenzialrechnung  lehrt  uns  das  Resultat: 

Soll  hier  die  Vechte  Seite  reell  sein,  so  ist  diess  auch  auf  der  lin- 
ken nöthig;  denn  wenn  ich  a\^ — 1  für  jp  setze,  wird 

rfife*^— 1)  =  i/(cos  jc  -h  \/ —  1  sin  je) 

=  ( —  sinor-l-V^ — 1  cos  a:)daf^ 


mitbin  auch  die  rechte  Seite  imaffinär.  Wenn  also  ä.e'  reell  sein 
soll ,  muss  es  e^  selbst  sein.  Nun  erkaltan  wir  aber  fiir  ^e*  =  y 
«US  obiger  Gleichung 


oder 


dy  =  pd{{og  nat  y) 


äv 
Hier  §^t  wieder  das  Mitadiche;  sdU  -^  reell  nein,  so  uinss  auch  /y 

reell  sein/ was  schon  .daraus  folgt,  dass  e^  reell  angenommen  wer- 
den DUsste.  Man'  sieht  es  auch  aus' der  geometrischen  Bedeutung 
des  Differenzialff.  Differenziiren  heisst  zur  Gränae  übergehen;  der 
Differenzialquotient  einer  Linie  ist  ihr  Endpunkt,  der  Differenzial- 
quotient  einer  Flüche  die  sie  hegriinsende  Linie  u.  s.  w.  Auf  diese 
Weise  kann  man  jeder  Dtfferenziation  einer  auch  noch  so  wun- 
derlichen Function  eine  geometrische  Bedeutung  abgewinnen* 
Wollte  man  nun  behaupten,  dass  das  Differenzial  einer  Magiairea 
Grösse  eine  reelle  Grösse  sei,  so  hiesse  diess:  eine  unmögliche  geo- 
aMtrische  Figur   hat  eine  mögliche  Grenze  (Anfang  oder  Ende)» 

was  reiner  Unsinn  ist.  So  hat  auch  die  Formel  dfy=s^  nur  für 
reelle  y  Bedentnpg.    Nehme  ich  jetst  y=«  — ^,  so  wird 

25» 


flfibei  seftae  iifh  8ti&lBcliw64A:e»d  vorfus,  da»  of  Dicht  ^m 
w ,  denn  80D«t  wäre  wieder  £e  Gräezex  eioei  *  Unmöffliclien  ein 
Mögliches.    Nehme  ich  ebenso  y^=^.<— o»  so  g^lt  die.  ronael 

nur  für  solche  or,  die  uicht  -^a  sind,  aus  dem  nämlichen  Grunde. 
Kommt  mir  jetzt  umgekehrt  die  Differenzialformel 

—  da: 

zum  Integriren  vor,  so  muss  ich  erst  wissen,  oh  «  ^  oder  -^  Jt 
ist,  sonst  kann  icjb  schlechthin  das  Integral  gar  nicht  angeben.  Ist 
a^-ar^  so  ist  einzig  und  allein 

j-^— =  /(a  —  ar),  aber  nicht  etwa  =^i{a:  —  «); 
ist  aber  dagegen  a^jCy  so  ist  allein: 

Beides  lässt  sich  aber  vereinigen,  wenn  man,  wie  der  Herr  Heraus- 
geber schreibt: 

und 

wo  es  nun  rechts  ganz  gleichgültig  Ist,  ob  man  a— o?  oder  sc — a 
schreibt,  da  das  Quadrat  davon  immer  positiv,  also  der  halbe  Loga- 
rithmus davon  immer  reell  isr.  Der  Herr  Heriiusgeb'er  hat  in  sei- 
nem Leiirbttche  der  Difleteoziulrechtiung  richtig  bemerkt^  dass  dies« 
Bezeichnungsweise  gar  nicht  überflüssig.oder  unbedeutend  ist^  denn 
wir  sehen  aa  den  Resultaten  des  Herrn  Dr.  Barfuss«  in  welche  Irr- 
thiimer  man  bei  der  Nichtbeachtung  dieser  Regel  verfallen  kann. 
Hat  man  also  z.  B.  den  Werth  des  integralea 

n  bestimmen,  so  ist  f3r  a^>-l: 

und  für  üc^\\ 
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,      f     .     • 
brauellt  man  die  erste  F'oriii  fnr  jr:^oo,  die  «weite  für  07  =  0,  so 
wird 

y;"T^r=/(i)-^(i)=o, 

w 

•der  nach  der  kSrierea  Weiie  des  Herrn  Heransgebers : 

yi^=i/.(H-*)'-4/.(l-*)»=4/(T^)'. 

woraus  wieder  fiir  o?  =  oo,  o^  =  0 


%/  0  I  —  a?* 


folgt,  wie  es  sein  mnss. 

'  Mein  Herr  Gegner  hat  sich  hier,  .wo  er  {/( —  1)  herausbringt, 
wieder  eiomal  von  der  nnglücklichen  Idee  der  Binheit  der  Form 
leiten  lassen  -  und  übersehen ,  dass  sie  ihn  hier  geradezu  ins  Ge-' 
biet  des  Unsinns  geführt  hat,  weil  er  mir  nach  dem  Obigen  nun 
sageben  mösste,  dass  die  Gränze  eines  unmöglichen  Dinges  ein 
mögliches  sein  könne.  Wenn  ^überall  Einheit  der  Form  herrschen 
sollte,  warnm  verlang^  er  denn  nicht  auch,  dass  das  integral 


J\^a, 


a-^bx-^ex* 


immer  durch  die  u&mliche  Formel  gegeben  werden  solle,  w^Sbrend 
er  doch  selbst  bei  positiven  <;  immer  die  logarithmische,  'bei  nega- 
tiven die  Kreisfunctionenformel  gebraucht  haben  ^rd,  um*  imagi- 
näre Grossen  zu  vermeiden? 

Ich  jnuss*  n^n  noch  eine  Frage  'des  Herrn  Doctors  Barfoss^  be- 
antworten.   Er  findet 


yrS?='t/Tfe+*'(i-^- *"*:*'> +75  *«•»• 


.1/3 


Für  ^  ^  oe,  or  =  b  erbält  er  aas  dem  ArcasteDgeoB  den  Werth 
^TT^    vpd    fragt    nun    verwundert:     j^aber    was    wird    denn   aus 

y"*    da: 
Y37J -!-+/( l-HiT-po:*)!"  d.  h.  richtiger,  was  wird  laos 


ifrZTi  +  V.(l  -f-  ^+a;»). 


wenn  wir  o?  :=  oo,  or  =  0  setzen  nnd  beide  Werthe'subtrahiren? 
Hier  ist  die  Antwort.     Wir  haben 


/Ä=-*'0-^)% 


MO 

folglich 

dx 


♦^~+w -♦-*+*•) 


=  -*/.  (1 -«)« -I- i^l  ■+-«  +  «»)  s=  l/f5 


■*4b« 


^  Daraus  foTgt  för  a;=:oo^  wo  wir  uns  der  zweiten,  aod  für  ar=0, 
wo  wir  uns  der  ersten  Fora  bedienen: 

i/^^  +  +/(H-Ä?  +  ar«)  =  0,  {arssO  bis  jr  =  oo}, 

mitbin  bleibt 

e  l^jT«  —^r 
wie  es  die  allgemeine  Formel 


/. 


0    i  — dr**  flui 

«I  um  — 

« 
ebenfalls  giebt     Letztere  ist  dab^  kein  „imaginärer  Aosdmck'' 
nnd  kein  ,, arithmetischer  Cniinn'*. 

Hiermit  ist  Alles,  was  mein  Herr  Gegner  wider  meine  Integra- 
tionen safft,  gebührend  gewürdigt.  Wenn  derselbe  vns  glauben 
machen  will,  reelle  Differenzialformeln  könnten  imaginäre  Integrale 
haben,  so  muss  er  selbst  das  Umgekehrte  zugeben,  dass  nämlich 
imaginäre  Functionen  reelle  Diflferenzialauetientea  erzeoffen  könn- 
ten, was  deswegen  Unsinn  ist,  weil  sich  ohne  Ausnahme  jeder 
Differenziatiott  die  geometrische  Bedeutung  des  Debergangs  zur 
Anfangs*  oder  Endgränze  unterlegen  lässt.  (M.  s.  Fischer  aber 
dei^  Sinn  der  höheren  Analjsis.)  Aber  was  hat  denn  Herr  Dr. 
Barfms  uns  für  Aufklärung  verschafft,  wedn  ^t  sagt,  seift  Integral 

da 


/•r=^=4^-^> 


habe  keine  arithmetische,  sbndelra  nur  eine  syntaktische  Bedeu- 
tung.? An  die  Stelle  eines  Unbegreiflichen  schiebt^  er  ein  an- 
deres Unbegreifliches;  welche  ist  denn  die  syntaktische  Beden« 
tung  von  •}/( — l)f  Hier  hfeisat  es  wahrscheinlich  wieder:  j,Und 
wo  uns  die  Begriffe  fehlen,  da  stellt  ein  Wort  zu  rechter  Zeit 
sich  ein«^'  *) 


*)  Das  Verkehrte  in  dem  ffensnnten  Resultate  sieht  man  auch  so. 
Es  ist,  den  Integraflogaritfamus  intt  U  bezeichnet: 
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Wm  ll«rr  Doolor  larihss  ferner  Über  <li«  Cottvergess.  der 
ben  u.  S4  w.  sagt,  sind  willkübr liehe  Be^rifibbeirtiBmongen.  Will 
er  nach  seiner  Ansiebt  die  oder  jene  Reibe  convergent  nennen,  die 
wir  dir ergent  nemieo,  so  möge  er  da«  thun,  auf  den  Naaea  komint 
nichts  an.     •  ^ 


IV. 

V 

Man  wird  aber  vieUeicbt  fragen,  wober  kommt  es  denn,  dass 
{i^erade  diejenigen,  welche  sieh  ganz  sorglos  dem  Gebrauche  der 
Reihen,  ohne  Kritik  ihrer  Convergenz  oder  Divergenz  üherliessen, 
doch  so  wenig  falsche  Resultate  herausbrachten  f  Sollte  demoacb 
«in  solcher  Gebrauch  nicht  lu  rechtfertigen  sein? 

Hierauf  ist  die  Antwort  folgende.  Man  benutzt  in  der  Analj- 
•ia  die  Reihen  zu  zwei  verschiedenen  Zwecken.  Entweder  will  man 
eine  unbekannte  Grösse  näberungsweise  darstellen,  oder  man  sucht 
ein  und  den- nämlichen  Ausdruck  auf  verschiedene  Weise  in  zwei 
nach  Potenzen  ^iner  Hauptgrösse  fortschreitende  Reihen  zu  ver- 
wandeln und  durch  Vergleichung  der  CoefEcieoten  gleichnamiger 
Potenzen  jener  Ha'U^tgrdsse  zu  neuen  Resultaten  zu  gelangen.  Daaa 
man  für  den  ersten  Zweck  nur  convergirende  Reihen  brauchen 
könne,  versteht  sich  von  selbst;  fiir  die  zweite  Anwendung  liefert 
uns  ein  früher  erwähnter  Satz  die  gewünschte  AufklSrnng.  Wenn 
nämlich  die  Reibe 


Bjc  +  ex^  +  dx^ 


•  •  • 


für  alle  Werthe  von  ^,  welche  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles 
ar=«i  bis  ^  =  r  liegen,  zur  Summe  Null  hat,  so  ist  tf  =  &=:±:c 
=  1/  n.  %•  w.  =0.    Daraus  folgt  weiter: 
Wenn  die  Gleichungen 


f(ai)  =  a  -+-  /?^  4-  ya:^  +  ix} 


'  -4- 


•  •  • 


für  alle  x  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  ar=sff*bis  x'=^tr 
richtig  bleiben,  so  ist 

«SSO,  6s=Pi  ^==/9  o.  e.  w. 


/*•   dx  '  /**  dx 

^'      ./Ol  —  X         '  ^       '     %/olH-ar 


(M«  8.  meine  Beitrage  zur  Theorie  bestimmter  Integrale  S.  7^) 
Addirt  man  beides  und  nimmt  danu  vasO,  so  wird  - 


Ä(l)-«(l)-2/"j^.- 


also  nach  Aerm  Dr.  Barfuss  die  Differenz  zweier  reellen  Grössen  gleich 
der  imaginären  /(—!)?!  Herr  Dr.  Barfuss  scheint  htemach  unseres 
Lehrers  mathematische  Naturphilosophie  besser  studirt  zu  haben,  als 
seine  Logik. 
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Hievio  stockt  daa  ganze  Gebeimiiafl.    Z,  B.'  Man  üßitt  auf  ver- 
Bchiedenen  Wegen  aie  beiden  .Gleicbungeo 

tao  a:  =  — j—^ — iiiaf+  1.2.3.4     •'^**" '  ' 

wo  /^i,  ^,,  u.  ■•  w.  gewisse  positive  Zahlen  siad,  und 

2a?                     2x  *«v 

tan  J7  =  -r — TT +  TTTi +'....    (3) 

•   .  (I)  -'•  •  (f)  -'*  ■ 

Die  Gleicbui^g  (1)  gilt  nicht  allgemein;  denn  tan  or  ist  eine  unste- 
tige  Function  Ton  ^;  an  der  Stelle  or  = -r-  springt  sie  ans  -|-oo 

.  in  — 00  über  [tan  (-j*  — rf)  =  H-oo,  tan  (-j- -+•<')=— o^  ß'"'  oncnd- 

lich  kkioc  d]\  jede  nach  Potenzen  von  a:  fortschreitende  Reihe 
bildet  dagegen  eine  stetige  Function  von  a:\  also  kann  zwischen 
beiden  Ausdrücken  nicht  für  alle  Werthe  von  a:  Identität  statt  fin- 
den, und  in  der  Tbat  versehwindet  dieselbe  über  -r-  iiinana,   und 

macht  dann  einerl^lossen  syntaktischen  Verw]indscbaft  Platz«  Die 
Gleichung  (2)Iässt  sich  so  schreiben: 


tan  a: 


^wobei  man  die  einzelnen  Glieder  in  Reihen  verwandeln  kann»  so- 
bald 

2Ä?<7r,  2Ä?<3;r  n.  s.  f. 

ist     Diese  Bedingungen    rednciren   sich   anf   die  erste,   d.  h.  auf 
o;  •<  -^,  und  man  erhält: 

2»,1     .     1     .     i 


tnn  op 


—      7j» IF  "*"  3»  ■*"  5»  "*"  "  •  '^^ 


Beide  Gleichungen -^1)  und  (3^)  sind   nun  zwar  nidit  für  alle  mög- 
lichen Werthe  von   jsr,  aber  doch  für  gewisse  a:  (von  a:  =  0  bis 

^==-r-)  richtig,  und  daher  ist  die  Vergleichung  der  Coefficienten 
gleichnamiger  Potenzen  von  a?  erlaubt.     Wir  bekommen  daher 

12  "T"  8»  "*~53-t- 2*        1.2  ' 

1*  """a*  ■♦"  5<»"+"-    ••  —  2  •   1.2.3.4       * 

U.   8.   f. 
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uoii  «war  ,?o1lkott«ßa  ricbdg«.  oUucIioa  die  Glei^httogcn  (1)!  n^d  (3) 
nicbt  allgejBeiD  gelteo. 

Aehnliclier  Arteind  alle  Reiheabeaatzuiigeo  io  der  Analjau»  bei 
denen  etwas  Jlicbtigee  herauskam )  ^it  angewendeten  Reiben  waren 
den  gescblesseoen  Ausdrücken,. för  welcbe  sie  fignrirten,  wenig-« 
stens  innerbalb  eines  gewissen  Intervalles  glc^icL  nnd  mitbin  lieferte 
die  Coehficientenvergleicbung  ricbtige  Resultate.  Man  kann  flaber 
die  Regel  anfstellen: 

Verwandelt  man  Bebnfs  der  CoefGcientenvergleicbnng  einen  Aus- 
druck in  zwei  verscbieüene,  nacb  Fotcnzen-der  nämllcben  Hapipt. 
grosse  for  tscbreiten  de  Reiben,  so  bat  man  nicbt  nöthig,  eine, 
ängstlicbe  Untersuchnng  anzustellen,  w^e  weit  woki  die  Coover* 
genz  derselben  reichen  möge.  Ea  genügt  zu  wissen,  dass  |v^e- 
nigstens  fiif  alle  innerhalb  eines  kleinen  lntervi|lles-(etwa  vpn  0 
bis  1)  liegende  Wertbe  der  Veränderlichen  arithmetische  Gleich-  . 
Iieit  vorlianden  sei,  d.  b.  die  Reihen  conirergireii  (denn  Wenn  st^ 
divergiren,  nähern  sie  sieh  ihrem  angebHchen  Wertbe  niebf);  man 
ist  dann  zur  Vergleichung  der  Coetlicienten  gleichnamiger  Fo* 
tenzen  berechtigt. 

Ganz    anders   «ieht   die  Sache  ans,  wenn  man  soTche  Reihen' 
▼ergleicht,  bei  denen  für  keinen  Werth  der  Veräbderlichen  Iden« 
tität  vorhanden  ist.    Hier  kommt  man  jederzeit  auf  Unsinn.    So  ist 
es  Culer  gegangen,  wenn  er 

cos  a:  —  cos  2^  -t^  cog  3^7  <— . . . .  in  inf.  =  ^ 

setzt    Diese  Gleichung  ist  als  solche  nie  richtig;  man  braucht  nur 
jc=,  einem  aliquoten  Tbeile  von  tt  zu  setzen,  um  sogleich  auf  eine ' 
Reihe  von  der  rorm  0dz0  +  0dba  u.  s.  w.  zu  kommen;  z.  B.  für 


^=Y  erhält  man : 

% 

,i+*-i 

1 

+i+i-i 

/ 

+i+i-^i 

1 

* 

+  4-*-i-i 

und  das  soll  doch  nicht  :=  |  sein?  wiewohl  es  zu  |-  in, einer  syn- 
taktischen Beziehung  stehen  mag.  «Daher' sind  auch  die  von  Euler 
gefundenen  Folgerungen 

1*  —  2»  +  3*  —  4» -I- . . . .  Ji=  0 
1*— 2«  +  3*  — 4»4.....==0 

aämmtlich  falsch;  höchstens  könnte  man  sie  dadurch  interpretiren, 
däss'roan  sagte:  das  G 1  eich lieitszeiehen  steht  biec  nicbt  in  arithaie^ 
tischer,  sondern  in  syntaktischer  Bedeutung,  d.  h.  durch  eine  ge- 
wisse syntaktische  Operation  \iSLnü  ich  aus  der  Null  so  viel  Glieder 
jener  Reiben  entwickeln,  als  ich  will.  Das  ist  wohl  möglich,  aber 
zur  Bezeichnung  derartiger  Beziehungen  darf  kein  Gleichheitszei- 
chen gebraucht  werden.  . 

Glücklicherweise  sind  solche  Reihen,  welche  für  jeden  Werth 
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der  darin  '  v^rkomneiideii  Veränderlicheii  difergirea,  sehr  eelteii» 
und  darin  liegt  der  Grund,  warum  man  selten  auf  falselM  Resnltate 
gekottmefei  ist.  Indessen  habe  ich  einige  aufgetrieben,  welebe  sn- 
gfeich  zeigen,  dass  man  nicht  nur  su  arithmetisch,  sondern  s»» 
gar  SU  sjntaktisch  falschen  Resultaten  gelangen  kann,  wenn 
man  sich  dem  Calcnl  ohne  Kritik  ftberiSsst. 
1.    Es  ist  bekanirtHch 

,  ■  a^  ^^  ^  .  ^  =  r  sin  4P-+-r'  sin  2a?  +  r»  sin  3ar  +  ... . 

Für  r=i=l  erhält  man,  wofern  nicht  tfr  =  0  ist: 
\c^  \sp  =s  sin  dr  +  sin  2^  -4*  ^in  S^r  - 


•  • 


Dasselbe  findet  man  auch  durch  Zerlegung  der  einzelnen  Sinus  in 
ihre  iqiaginiirea  Tfaeile  nad  Addition  nach  der  allgemein  sein  sol- 
lenden Vormel  «  -|-  «^  -t-  •'+•.••  =:  ,_■  .    Obiges  Resultat  ist 

aber,  abgesehen  von  numerischen  Werthen,  schon  syntak- 
tisch falsch;  denn  wenn  man  beide  Theile  der  Gleichung  nach 
Potenzen  von  ^  entwickelt,  so  findet  sich: 


ByX'         B^x^ 


1.2 

I 

=      [1  +  * 


1.2.3.4 
3-1- 


•  •  • 


1— 

•  •  •  J  I 


-ll'-Ha'Hr3''^....ln|: 


und  hier  kommt  auf  der  linken  Seite  das  Glied  —  vor^ 

X  ' 

es  auf  der  rechten  fehlt,  ganz  gegen  alle  Sjntaktik!  Der  Fehler 
liegt  darin,  dass  in  der  allgemeinen  Formel  r  =r  1  genommen  wurde, 
wShrend  sie  nur  für  r  <;  1  richtig  bleibt.  Ist  r=l,  so  hat  man 
bis  zum  isten  Gliede: 


sin  a:  +  sin  2^ 


• . . . 


sin  noff  =  ^cot  \js  — 


eos(2»H-l)— 
2sia  -2- 


Der  Rest  auf  der  rechten  Seite  Tersehwindet  fiir  wachsende  m  nicht, 
darf  also  nicht  wegbleiben.    Verwandelt  man  beide  Theile  in  Rei- 

hen ,  so  fängt  die  Entwickelnog  des  Restes  mit an,  welches 

sieb  gegen  das  in  \c^t  \sc  Torkommende  —  hebt,  und  man  be- 
kommt  die  bekannten  Summeoformeln  für 


•  •  • 


1   4.2  +3  . 

l»  +  2»+3«-H....-HmS 
n.  s.  w. 


Man  siebt  ferner  liierani,  dass  das  von  Herrn  Däetor  Barfnss  anf 
S.  229.  aber  Reste  Ceaagt6  Aillcb  ist  Nach  seiner  Ansicht  wäre 
hier  der  Rest 

/l  SS  ilft  msp  «4-  sinfü  ^r^)9i  -h  ....  in  inf.; 
woher  käute  denn  nan  in  4iieteii  Iltot  das  Glied  — ,   wdmit  der 


rige  anftnp^tf 
i*    Ein  nicht 


onsriL 

nicht  weniger  frappantes  Beispiel  ist  folgendes. 
Wir  haben 

« "^  «»"*■«•"*"•  ♦ — \    r — ""iF^  ^**' 

folglich  durch  Subtraetion. 

Nm  giebt>e8  für  Jedes  beliebige  jr  und  ganae  positive,  ober  unge- 
rade ai  folgenden  Sats  (Ca'nchj  conrs  d'analyse  paga  561.): 


«It<^--j)+ ajTä <^-T> 

(w  +  »)(gi-H)ia(m--l)a»  — »).         J|_., 

Wendet  nan  diesen  Sats  auf  die  Gleichung  (C^)  für  ai  =  l,  3,  5 
u.  s.  w.  an»  so  wird 


Ninmt  man  diese  Reihen  in  teHicaler  Blchhiag  zusanmen  nnd  he- 
merkt  zugleich ,  dass  die  linke  Seite  := -y  ist,  so  erhält 


^ 


X * 


>    . 


Nun  ist  aber  x  eioe  beliebige  Grösse,  folglich  ist  es  auch 
^  "^f  welches  wir  =«  setzen  wollen.  Dcdd  am  irgeod  eiD  be- 
liebiges  %  berauszubringeB ,    bat  man  die  quadratische  Gleichang 

1  *  ^  / 

^ — "^^^^  °®^''  Ä?^ aufzulösen,  wodurch  man  jederzeit  reelle  jt 

erhält.  Bezeichnen  wir  die  iti  obiger  Gleichang  vorkommeoden 
Coefficienten  von  (^  — — ),  (or—  ■--)•  u.  s.  w.  mit  «», «,  u.  ■.  f., 
so  finden  wir 

was  schon  syntaktisch  falsch  ist. 

3.    Addirt  man  die  Gleiehuageo  (A)  und  (B)  im  vorigen  Bei- 
spiel, so  kommt 

NoD  giebt  CS  für  nngerath«  m  nnd  beliebige  v  feigenden  Satz: 

4 


(w4-3)(m-f-l)(m-l)(m-3L^ 1^ 

(Cauchy  a.  a.  0.  page  551.),  unter  dessen  Anwendung  filr  m=1,  3, 
u.  s.  w.  die  Gleichung  (Z^)  sich  so  gestaltet: 

0=      (*-|.l) 


(^-*-i)IH-  {*-i)M 


•       •       • 


+  (* + i)  [1  +  6(*  -  i)»  +  5(*  -  ;^r  +  (*  -  ;j)'l 


t 
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oder  wenn  man  beidefseits  mit  ^  +  -r  dtfidirt,  ^— --trs:«  setzt 
and  die  Reihen  vertical  sninmirt: 

0=      1 -Hl  "hl  4-1 -*--.••• 

+  (l+3  +  '6  +10  +  ....)«* 
+  (1  +  5  +  15  +  35  +  . . ,  .)«* 


Mithin  raüiite  nach  d^m  Principe  der  Coefficientenvergleichung  sein : 

14-1  +  1  +  1  +  .... 

=sl  +  3+  6  +10+ 

—  1  +  5  +  15  +  35  +  ..,  ^~    ' 


d.  h.  für  ein  angerades  m  überhaupt: 

f 

A        «    .     »»     .    «i(»»  +  l)     .    «(»»-*- J)(»»-H  2)    . 
^-^^"^   1     ^^       1,2        ^^  1.2.S  ^^ 

während  man  aus  dem  binomischen  Satze  für  negative  m  und  «=? 
—  1  findet? 


—  1+  j  '+       j^2        +  j^2,S 


also  wieder  ein  Fall,  in  welchem  eine  divergente  Reihe  s^wei  ver- 
iehiedeoe  Summen  bat. 

Uebemieht  man  die  beiden  letzten  Beispiele  genauer,  so  be- 
mferkt  man.  laicbt,  dass  darin  weiter  nichts,  als  ein  Sehmaggel 
unter  d-em  Deckmantel  des  Gleiehheitszeiehens  getrieben 
worden  ist.  Denn  von  den  Gleichungen  {^A)  und  {B)  ist  als  solche 
die  eine  jedesmal  falsch,  wenn  die  andere  richtig  ist,  oder  mit  an 
deren  Worten,  wenn  die  eine  Reihe  convergirt,  divergirt  die  än- 
dere, ist  also  der  anderen  Seite  des  Gleich beitsseicbens  nicht  gleich, 
sondern  nur  sjntakfisch  mit  derselben  verwandt.  Brauchen  wir  das 
Zeichen  tJ  .für  eine  solche  ir^ntaktische  Gleichheit  der  Form  (d.  b. 
analytische  Beziehung,  in  so  fern  man  durch  ein  gewisses  Verfah* 
reo  am  der  geschlossenen  Form  so  viele  Glieder  aus  der  unbestimmt 
fortlaufenden  Reihe  entwickeln  ka^n,  als  man  will),  so  stehen  jene 
Gleichungen  für  ^  -<  1 : 


;r  +  ^'  +  ^* 


JL  -1-    ^    -L  -1.  .^  oo       ^       9«        ^ 


und  für  x>\x 


>4.««  +  ....ü|^l^-prri 


1.1.'  X        X 


x:x^^  x*^^ —      JL      *^"^ 

X* 

und  fiir  «:=1: 

Aus  diesen ^jjBicIoDgeo  folgt  aber:  —  gar  Nichts,  weil  aan 
mit  dem  Zeichen  \J  alchit  weiter  ^dme»  kM«.  Abo  war  an  allen 
den  fehlerhaften  Reiultaten  nur  die  verkehrte  Anwendung  des 
Gleichheitszeichens  hei  divergirenden  Reihen  schuld.  Dies  ist  meine 
Erklärung^  die  wohl  auf  den  Namen  einer  gcniiganden  nnd  einfa- 
chen Anspruch  machen  darf.  Ich  fordere  dage^^en  flerrn  Dr. 
Barfus^  auf,  die  3  letzten  paradoxen  Beispiele  nach  sei- 
ner  Ansicht  zti  erklären,  wenn  Ihm  4iefs  Qbeähanpt  mögriich 
ist  E!nem  etwaiffen* Einwände  desselhen  will  ich  gleich  im  Voraus 
begegnen.      Er    könnte    sagen:     ^,Sie    haben    in   der 


X         »t  X 

iA)  —  -= — r  für  = — —  gesetzt  und  so  das  Gesets  (?)  der  Ein- 
heit  der  Form  verletzt;  wenn  auch  die  Reihe  links  die  sjotakti- 
sehe  Eotwickehmg  von  x^^%  bttdet,  so  ist  sie  doch  nidbft  ilie  Eat- 

X 

Wickelung  von  — 'ZnTT*  Dann  wiirde  aber  mein  Herr  Gegner  den 

ersten  Grundsatz  der  Mathematik:  ^x  A'^xB  «nd  B ^m  C  isl 
^  trs  Cy  lcw§nan.  Dia  4«t  den«  kw  anderes  Bsvauskemmen  mö( 
lieh»  als  dass  er  sugte:  ja  die  «rite  •Gleichung. ^osiff  ist  nh 
als  solche»  «sandtfo  ale  syntaktiseh«  Besiehnng  mt  hciraohten.  AI» 
ierdlngs»  wbop  eii  Oreieek  einnm  c»««ten  ihnlifik,  dinses  rinnm 
dritten  an  Fläche  gleich  ist,,  an  folgt  weder  decnas,  dens  das  erste 
dem  dritüHi  äh^Jichi  jMoh  4aas  es  ihm  gleich  aet«  üiermlt  winde 
mir  Heiv  Dr.  Irinas  iWRieheii,  w»s  jck  aheo  hehanpte,  dann  mmm 
nämlich  nicfat  «her  hei  lUihe«  Gleiebheilsseiebett  hrsuämn  ^iifa, 
als  bis  man  von  Uirer  Conversen»  lUberzengft  ist,  nnd  dass  -fiir  di- 
vergente Reiben  eijs  aaderes  Sbichen,  atwa  mein  ohif^es  (i>  Bothiir 
sei»  und  dass  mMi  4aher  mit  divergaaten  Beilssn  nidit  achLachthift 
rechnen  dürfe. 

ich  glaube  durch  das^  bisher  Gesagte  jode  4lfr  beiden  soinwsder 
gegenüber  stehenden  Ansichten  in  ihre  rechte  Stelle  gerückt  xa 
nahen.  Es  wäre  gewiss  interessant,  d;e  Theorie  der  Halben  con- 
seqnent  nach  der  Ansicht  meines  Herrn  Gegners  bearbeitet  zn  se- 
hen» wie  diess  auf  nnierer  Seite  durch  Cauchj  geschehen  ist  Nur 
miisste  bei  einer  solchen  Darstellung  streng  beobachtet  werden» 
was  ich  über  den  ^ehran«h  v«n  Zeichen- gesagft  habe»  damit  nicht 
etwa  eine  solche  für  die  Wissenschaft  höchst  gerdhrliche  Pascherei 
entstände»  wie  ich  sie  im  zweiten  und  dritten  Beispiele  zur  War- 
nung durchgeführt  habe. 


V. 

•  loh  will  eDdlieh  aodi  einem  Varworfe  begegnen,  den  icli  aber 
nneere  Pettei  gehört  bobe,  nämliob  dem:  „die  neiiere  Schul«  ent- 
halte xwar  geacbickte  Analytiker  (wir  daaken  recht  acbön)^  aber 
eine  philoaopbiache  Anaieht  über  die  Matheaiatik^  eine  Bletaphyaik 
dea  Calenle  gehe  ihr  gäaalich  ^h,'*^  Diese  Bemerkung,  die  ttbrigena 
gar  niehi  die  Sa  ehe,  sondern  höcbatena  einige  ihrer  Verfechter 
treffen  kann,  ist  cum  Mindesten,  sehr  voreilig.  Die  ältere  Schale 
beatand  sehr  lan«^  ehe  nie  Jemand,  namentlich  erat  Fries,  von  ihrer 
philosophischen  ^eite  betrachtete;  wie  kann  man  nun  von  einer 
Sebule,  die  noch  im  Bntstehea  begriffen  ist  nnd  dem  allen  Sohiettp 
drian  mähsam  genug  das  Terrain  abstreiten  musa,  gleich  «ine  phi^ 
tosophisohe  Botracbtiinjr  verlangen?  Aber  auch  diese  vmrd  geietstet 
werden  nnd  iwar  hoffe  ich  aelbst  iaeihlgerZcitdnaiieintge  hierin 
beizutragen. .  ich  vriH  dieaen'  ohnehin  etwas  Itäag  gearaadenen  Aat> 
nats  nicht  «hirch  eine  soMe  Kotwiekelung  nod  mehr  verUngem, 
kann  ea  mir  aber  nicht  versagen,  weoigstesa  auf  «ine  tnteraasanta 
Analogie  hintu weisen,  vrelche  Kvmcben  der  Philnsepbie  o»d  Mu* 
tfcematik  in  ihrer  gegenwärtisren  Verfassung  statt  findet  Die  jetaiga 
Zeit  der  Mathematik,  in  welcher  die -neuere  8diuie  die  nltere  mit 
Recbt  ZI]  verdrängen  sucht,  hat  die  grösste  Aehnlichkeit  mit  jener, 
in  welcher  Kant  mit  seiner  Kritik  der  reinen  Vernunft  auftrat.  Die 
Philosophen  hatten  sich  bis  dahin  ohne  Kritik  der  Spekulation 
iiherlassen  und  glaubten  an  dieAllgemeingiiltigkeit  derDenk- 
gvaetze,  mit  denen  aie  Alles,  auch  seibat  das  Gebiet  dm  UebefsifW« 
Sehen  beherrschen  wollten.  So  die  MaÄematiker,  iwenn  aie  in  ihr4«r 
ao{(«BaiinteaftM  gern  einen  Arithmetik  die  nnbegsäoate  AHgfymnii» 
hmt  der  nnal^^iaehett  OfiesatiMien/ifaehasMpteten. 

Jenem  Unwesen  ateHte  isich  die  Kantische  Kritik  igegenSher 
«aal  wiea  in  felg^enden  JLeauitolen  der  Spekulatiq»  ilur  wahren  Gor 
.biet  an: 

Die  Metbapb||isik  lehfit  uns  den  GabriNSdi  von  vier.  <irf;inuidhe;gr4f* 
ien  des  deichenden  Venitanden,  nänslicb  d»t  vier  Calegorieen  Qua»- 
tttät,  Qualität,  Relation  und  Modali  tat  Der  GebraiaGh  d^MelbM 
erstreckt  sieh  aber  nur  auf  solche  Begriffe,  für  Reiche  in  der  l£r^ 
fahruD^  ein  congruirender  Gegeasinnd  aofg^ezeigt  werden  kann, 
d.  h.  eio  solcher,  der  einer  reinen  Anschauung  in  den  Formen 
des  Raumes  und  der  Zeit  fähig  ist  Versucht  es  dagegen  der 
Verstand,  jene  vier  Denkgesetze  smf  B*lohe  Begriffe  nnauiwenden, 
welche  diese  Bedingung  nicht  erfüllen,  also  öbersioDliche  sind 
(Ideen),  so  stösst  derselbe  auf  die  gröbsten  Vl^idersprücbe,  die 
Antinomieen ,,  woraus  weiter  folgt,  dass  eine  solche  Anwendung 
eine  durchaus  unrechtmässige  ist,  und  dass  man  von  jenen  Ideen 
keinen  Gebrauch  zur  Erweiterung^  des  philosophischen  Winsens 
machen  könne. 
Ganz  ähnlich  steht  es  um  die  Mathematik. 
Die  Arithmetik  lehrt  uns  den  Gebrauch  von  vier  Grandoperationen 
des  «rechnenden.  Verstandes,  Dämlich  den  vier  Species;  sie  zei^t 
uns  aber  denselben  nur  an  solchen  Grössen,  die  entweder  endli- 
che sind,  oder  sich  einer  endlichen  bestimmten  Grösse  als  Gränze 
nähern  (z.  B.  Reihen,  die  unter  besonderen  Fäl)en  convergiren). 
Versucht  es  dagegen  der  Vorstand,  jene  Operatit>nen  auf  solche 
Grössen  anzuwenden,  welche  diese  Bedingungen  nicht  erfüllen 
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(divergirende  Reihen)»  so  etöest  er  auf  die  gröbsten  Widersproche, 
woraus  weiter  folgt,  dass  eine  solche  Anwendnog  eine  darcbans 
nnreditmässige  Ist  and  dass  nan  von  jenen  Reihen,  so  lange  sie 
^  diverp^iren,  keinen  Oebranch  xur  Erweiterung  des  matbeniatiselien 
t^issenS  machen  kSnne. 

Es  geht  nns  mit  den  divergenten  Reihen  in  der  Analyais  wie 
ttit  manchen  AuiBdrSeken  in  der  analytischen  Geometrie.  Fragt  maa 
t,  Q'.j  welche  ist  die  geoteetrische  Bedeutung  der  Gleichung 

• 

wenn  ^die  Abaeissea,  y  die  Ordinaten.  bezeichnen,  so  ist  die  Ant- 
wort: gar  keine;  denn  fOr  jedes  reelle  a?  erhält  man  ein  imagi« 
nttres  y^  die  Gleichung  stellt  daher  weder  einen  Punkt,  noch  eiae 
Linie;  noch  sonst  etwas  dar.  Sie  ist  ein  Gebilde  der  comhinirendeii 
Algebra,  welches  von  einer  gewissen,  nämlich  der  geometrisclien 
Seite  betrachtet,  gar ^ keine  Bedeutung  hat,  wenn  es  auch  von  einer 
anderen  Seite  anpreschen  nicht  eben  ohne  Geltung  ist.  Ganz  ahn* 
lieh  verhält  es  sich  mit  den  divergenten  Reihen.  Für  einen  CaU 
eul,  der  es  mitGleichheitszeichea  zu  thun  bat,  und  das  ist  Cast 
die  ganze  Analysis,  haben  Reihen  wie    •     > 

l_2  +  4  — 8  +  16  — 32+....       .      . 

i  — 1.2  + 1.2. 3  — 1.2.3.4  +  .... 

mr  keine  Bedeutung,  weH  kein  Ausdruck  gegeben  werden  kann, 
oem  sie  wirklich  gleich  wären.  Eine  Betrachtung,  die  sich  .am 
Faden  der  Identitäten  fortspinnt,  erreicht  hier  ihr  Ende.  Diver§[ente 
Reihen  sind  Gebilde,  oder  um  einen  hübschen  Ausdruck  von  Friea*) 
zu  brauchen«  Fiy^uren  der  combinatorischen  Analysis.  Hier 
hat  Fries  ganz  Recht;  er  hätte  bloss  noch  einen  Schritt  thun  und 
unterscheiden  sollen,  ob  der  Caicul,  in  welchen  man  eine  divergente 
Reihe  einführt,  sich  mit  Gleichheiten  oder  anderweitigen  Beziehun- 
gen beschäftigt;  er  würde  dann  bemerkt  haben,  dass  für  eine  Be- 
trachtungsweise der  ersten  Art,  und  diess  ist  hauptsächlich  die  Ana- 
lysis,  bloss  die  numerische  Bedeutung  der, Reihen  zulässig  ist»  und 
damit  hätte  er  das  Richtige  getroffen. 


*)  Mathematisehe  Naturphilosophie.    S.  162. 
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Ceber  Aristarchs  Methode,  4ie  Entfernung  der 
Sonne  von  der  Erde  zu.  bestimmen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Aristarclis  Methode,  die  Entfernaoff  der  Sonne  von  der  Erde 
zu  beatimmen^  ist  in  ihrem  Princip  so  einfach,  und  zugleich^  inso- 
fern man  die  Entfernung  des  Monds  von  der  Erde,  die  sich  be- 
kanntlich mittelst  einer  völlig  directen  Methode  mit  hinreichender 
Genauigkeit  bestimmen  lässt,  als  bekannt  vorauszusetzen  berech-  % 
tigt  ist,  so  direct,  dass  ^dieselbe,  ivenn  sie  auch  fUr  die  Wissen- 
schaft seihst  von  keiner  Bedeutung  mehr  ist,  doch  beim  Unterrichte 
in  der  Astronomie  sorgfältiger  berücksichtigt  zu  werden  verdient,  als 
dieSji  wie  es  wenigstens  scheint,  meistens  zn  geschehen  pflegt.  Wenn 
ich  daber  diese  Methode,  die  Kepler  für  so  schön  hielt,  dass  er 
sie  in  seinen  Ephemeriden  für  das  Jahr  1619  dem  Galilei  und 
Mar  ins,  die  schon  mit  Fernrohren  beobachteten,  zur  Anwendung 
eifrigst  empfahl,  zum  Gegenstande  des  vorliegenden  Aufsatzes  ma- 
che, und  dieselbe  aus  einem  allgemeineren  Gesichtspunkte,  als  dies 
von  ihrem  ersten  Erfinder  geschah,  ztt  betrachten  and  damwtellen 
versuchen  werde,  ati  habe  ich  dabei  dnrchaas  nur- Ihre  Bedeutung 
für  den  Dntenicht  in  methodischer  Beziehnnff  im  Auge,  indem  iea 
zugleich  der  Meioong  bin^  dass  dieselbe  überbaopt  als  eine  zweck- 
mässige geometrische  nnd  trigonometrische  Uebung  für  SchiBlcir 
dienen: kann,  und  wünsche»  dass  dieser  Anfsatz  cnnäehst  auch  nur 
»HS  diesem  Gesichtspunkte  heurtheiit  werden  möge. 

♦.2.        . 

Es  kann  wohl  als  hinreichend  bekannt  vorausgesetzt  werden, 
dass  Aristarchs  Methode,  die  Entfernung  der  Sonne  von  der  Erde 
zu  bestimmen,  in  ihrer  ursprünglichen  und  einfachsten  Gestallt  darin 
besteht,  den  Mond  zur  Zeit  seiner  Viertel,  die  man  daran  erkenn^ 
dass  die  Lichtgränze  auf  dem  Monde  genau  nlk  eine  geraae  Linie 
erscheint,  zu  beobachten,  und  in  diesem  Moment*)  die  scheinbare 


*)  In  der  Schwierigkeit«  diesen  Moment  genau  zu  treffen,  liegt  vorziiglich 
die  Unsicherheit  der  Methode  und  die.  geringe  Genauigkeit  der  durch 
dieselbe  erhaltenen  Resultate* 

TliellY.  26 


M2 

EntferDODg  der  Lichtgrftoce  von  dem  MiUelptinkt  der  Sonpe  %u 
seD.  lat  dann  E  der  BeobacbtuDgsort,  M  der  Mittelpunkt  des 
Monds,  S  der  Mittelpunkt  der  Sonne,  bo  ist  JÜES  die  gemessene 
scheinbare  Entfernung  der  Licbtgränze  von  dem  Mittelpunkte  der 
Sonne,  und  da  nun  wenigslene  mit  ifrosser  Annafierung  EMS  ein 
lecbter  Winkel  ist,  so  bat  man  die  Gfeicbung' 

^'   EMl'^s^  ES .  cos  MES^ 
aas  der  ilch 

ergiebt.  Ist  man  also  die  Entfernung  EM  des  Monds  vom  Beck* 
acntungiorte  aus  anderweitigen  Messungen  als  bekannt  voranszu- 
setzen  berechtigt,  so  lasst  sieb  mittelst  der  vorhergebeodeo  Formel 
die  Entfernung  ES  der  Sonne  vom  Beobacbtungsorte  berechnen. 
Ueberhaupt  liegt,  wie  man  sogleich  übersehen  wird,  llieser  Methode, 
die  Entfernung  der  Sonne  von  der  Erde  zu  bestimmen,  Torzuglich 
die  Jdee  zum  Grunde,  die  anderweitig  bekannte  Entfernung  des 
Monds  von  der  Erde  zur  Basis  oder  Standlioie  zu  machen,  aufwei- 
che die  Messung  gegründet  wird,  weil  wegen  der  grossen  Entfer- 
nung der  Sonne  von  der  Erde  der  Durchmesser  der  letzteren  eine 
nicht  hinreichend  grosse  Standlioie  darbietet,  wenn  man  eine  nur 
einigermaassen  genügende  Genauigkeit  zu  erreichen  beabsichtigt. 

♦•3. 

Indem  wir  nach  diesen  vorläufigen  allgemeinen  Andeutnng'en 
die  in  Rede  stehende  Methode  jetzt  zu  grösserer  Allgemeinheit  sn 
erheben  versuchen  werden,  wollen  wir  annehmen,  dass'mao  zu  ir- 
gend einer  passenden  Zeit  mit  geeigneten  Instrumenten,  etwa  mit 
einem  Spiegelsextanten,  die  folgenden  Grössen  gemessen  habe: 

den  scheinbttntn  Halbmesser  des  Monds,«  •  • d, 

den  scheinbaren  Halbmesser  der  Sonne  .  • <!,, 

die  sckeinbare  Entfernung  der  imieran  Ränder  der  Sonne  und 

des  Monds  von  einander  •  .  •  « »  •    m, 

die  scheinbare  Entfernung  der  Lielitgränze  nuf  dem  Mnmde  von 
dem  erlenchteten  Mnndninde,  4a  wo  diese  i£niftr*> 
Dung  am  grössten  ist  •  .  ,  .  .  » «•«•••      1^ 

die  Hohen  der  obern  oder  untern  Ränder  der  Sonne  und  des  Monds, 
woraus  man  mittelst  der  bekannfcn  scheinbaren  Durcbgiesaer  leicht 
die  Höhen  der  Mittelpunkte  der  Sonne  und  des  Monds  findet 

Da  man  dipse  Grösse^ ,  wenn  nicht  mehrere  mit  gleich  guten 
Instrumenten  versehene  Beobachter  sich  mit  jeinsnder  vereini^rt  ha- 
ben, nicht  alle  in  einem  und  demselben  Zeitmomente,  wie  es  eigent- 
lich erforderlich  ist,  mc'ssen  kann,  so  muss  man  in  kurzen  mit  einer 
€br  zu  bestimmenden  Zeitintervullen  mehrere  Messungen  derselben 
anstellen,  und  diese  Messungen  dann  auf  bekannte  Weise  durch 
Interpolation  sämmtlich  auf  ein  gewisses  mittleres  Zeitmoment  re» 
duciren. 

Dies  vorausgesetzt,  ist  nnn  tt-|-(J+^,)  die  soheinhare  Ent- 
fernung der  Mittelpunkte  der  Sonne  nnd  den  Momde  tnn  «iMmier, 


/ 


welche  man  mit  Hötfe  der  Hfthen  der  HitielpttDkte  liefen  der  Re* 
fraetioD  corriciren  mosB»  wobei  man  lich  gaoz  auf  dieselbe  Weise 
i¥ie  bei  4cr  flfertiamiBiff  der  Langen  dnrob  Monddistaazen  su  ver- 
halten  bat,  was»  als  aicb  in  jedem  guten  astronomischen  fjefarbncbe 
findetfd^^bter  mM  )ile  j^kannt  voranngesetzt  werden  Jcann.  Be- 
xeicbnen  wir  die  auf  diese  Weise  wegen  der  Refraction  corrigirte 
acheinbare  Entfernung  der  Mittelpunkte  der  Sopoe  und  des  Monds 
von  einander  durch  ß^  die  scheinbare  Entfernung  der  Licbtgränze 
«af  4em  Moade  ton  d«m  Mittelfiunkle  der  {$oone  aber  durch  v,  so 
ist  offenbar  j/.ss/m+X  —  rf,  vad  daher  auch  v  eine  .bekannte  Grösse* 
Iten  wahren  Halbmesser  des  Monds  und  die  ßntfernung  seines 
Mittelpunkts  vom  Beobachtungsorte  wollen  wir  im  Folgeaden  dnrch 
r  und  ^,  den  waliren  flalbmesser  der  Sonne  und  die  Entfernung 
ihres  Mittel|Minkt»  wm  Boobaehtungsorte  dagegen  durch  r,  nnd  g^ 
bezeichnen^      :  * 

f 

f.  4. 

Durch  den  BeelMRhtttngmrt  und  die  Jtfittelpunkte  der  Sonne 
nnd  des  Monds  denken  wir  ms  jetzt  eine  Bbene  gelegt,  welche 
wir  als  die  Ebene  .der  ^^  annehmen*  Der  Beobachtungsort  sei  der 
Anfang  der  ory,  4ie  von  dem  Beobaditongeerte  nach  dem  Mittel- 
punkte der  Sonne  gezogene  gerade  Linie  sei  der  positive  Tbeil 
der  Axe  der  or,  nnd  der  pfositive  Theil  der  Axe  der  ^  wenltt  aiif 
der  Seite  der  Axe  der  ap  angenommen,  auf  welcher  sich  zur  Zeit 
der  Beobachtung  der  Mond  befindet;  so  sind  offenbar 

Q  GiQis  pb  und  Q  Bin  fi 

die  (GaordiDaten  des  Mittelpankts  des  Monds,  vnd  die  Gleichnng  des 
Durchschnitts  der  Ebene  der  ory  mit  der  Oberfläche  des  Monds  ist 
also 

1)    (^  7- j^  caa  /*)'-<«-  (y  *- ^  sin  /»)»  =s  r». 
Ferner  ist  «llenhnr 

.2)    ^  =  «r  Uji^g  V 

die  CleMiang  der  von  dem  Beohachtungtorte  nach  der  I^iohteräDae 
gezogenen  geraden  Linie.  Sind  nun  J,  1;  die  Coordinaten  desDurch. 
Bchnittspunkts  dieser  geraden  Linie  und  des  durch  die  Gleichung  1) 
charakterisirten  Kreises,  so  hat  man  nach  dem  Vorhergehenden 
anr  Bestimmung  dieser  Coordinaten  die  beiden  Gleichung^ 

»y  =  5tangf, 
(5  —  ^  coB  f*)> -H (^ _ ^  sin  f*)»=r»5 

aus  denen  sich  nach  leichter  Rechnung  mit  Beziehung  der  oben 
und  nntem  Zeichen  «af  einander 
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oder,  weil  rss^.sio  d  iet, 

15=:^  cos  V  \eon(f*  —  •') ±  V^ein  d»  —  «n (^  — y)*t, 
ij=^  sin  yicoB(/i*  —  f)  db  l^wn  <f'— eioO»  —  y)*!; 

oder 

i$=:^  cos  f'  jcos(/*  — y)  ifc  l^8in(J-f-/*  —  >»)  siii(d  —  ^  +  *')(« 
1;  =  ^  sin  V  \cos{(A  —  p)zt:\/siikid  +  fA^v)  sin (d  — /*-!-»') | ; 

ergiebt   Berechnet  man  aber  den  Hiilfswinkel  0  mittelst  der  Formel 

6)    tang  0=lliJi!iJ+^~/)«'"(^-^±5, 
'  ®  «in(/«  — y) 

was  jederzeit  leicht  geschehen  kann,  sp  werden  die  vorhergehenden 
Gleichungen: 

t ^  cos  y  co«(/K  —  tf^B) 

J^  cos  e  ' 

( 

'        .  cos  O 

Die  Gleiehnng  des  nach  dem  Punkte  (^)  gezogenen  Hondbalbmes- 
■ers  ist 

8)    y-  ^  sin  f*  =  ^zrJ-^(^-^  ««•  H 

und  folglich^  wenn  man  die  aus  7)  bekannten  Werthe  von  $  oid  ff 
ejnfiihrt: 

sin  v  cosf/<  —  v^O)  —  sin  i«  cos  %, 
9)    y-g  am  ft=,o.y  ci»(^-.>T«)-«o»/«  co.  e^^"»  *«'  ^> 

WO  sich  nun  frSgt,  wie  man  die  Zeichen  in  dieser  Gleicbnng  nnd 
überhaupt  in  den  obigen  Gleichungen  zu  nehmen  bat,  worüber  sich 
«af  folgende  Art  eine  bestimmte  Kntscheidnng  leicht  geben  liUat. 

Bezeichnen  wir  die^  Entfernung  der  Lichtgränie  vom  Beobach- 
tmigBorte  durch  E^  so  ist 

nnd  folglich  nach  d) 

^  =  ^*{cos(/i*  —  v)dbl/sin(rf-|-f*  —  y)  sin(d  —  /i*  +  y)j*. 

Weil  nun  v=/it  +  X  —  J,  also 

f*  — v  =  <J— ^,  cos(j»  — i')=;oos(J— A), 

and,  da  im  vorliegenden  Falle  der  absolute  Werth  von  i — X  ge- 
wiss niemals  90®  übersteigt,  cos(<f — X)^  folglich  auch  C08(/»  —  v) 
stets  positiv  ist,  so  liefert  das  obere  Zeichen  u  rarstehender  Glei- 


4Ö5 

choDff  VüT  E  jederzeit  eine«  grSsserett  Wertb  al»  da«  nntere,  wes- 
halb man,  da  die  Licfatgränze  natürlich  immer  dem  Beobachter  zu» 
gekehrt  ist,  in  der  yorstehenden  Gleichung,  and  folglich  auch  über* 
haapt  in  allen  obigen  Gleichungen  die  unteren  Zeichen  nehmen 
muss.    Daher  mosi  man 

t Q  coa  y  cos  (/i  —  y  -§»  O) 

J^  CG«  e  * 

'     g  sin  y  cos  (/4  —  y  -f-  O) 

'  cos  e 

aetseB,  und  die  Gleichung  des  nach  dem  Punkte  ($17)  ^eaogeneB 
Mondhalbmesaers  ist- 

--.  .  sin  y  cos (/4 — y^S)  —  sin  1«  cos  9,  . 

11)   V  —  Q  sm  1*:^ f- .   ^x  ^ ^fa?  —  p  cos  uL 

)    y      X         r       cos  y  cosQu  — y-H  ©)  — cos/«  cos  ©^  ^        '^^ 

Nun  ist  aber»  wie  man  mittelst  einiger  einfachen  gonlometriscbea 
Verwandlungen  leicht  findet: 

sin  V  cos(/»  —  y-f-®)  —  sin  fk  cos  ©=  siB(y — /*)  cosfy— ^), 
cos  V  co8(/i*  —  f  +  ö)  —  cos  /»  cos  ®  =  —  sin^y  —  fk)  iin (v  —  0); 

und  folglich 

12)    y  — ^  sin  /*  =  —  (^  —  ^  cos  /*)  cot(v— 0)   * 

die  Gleichuug  de^  nach  dem  Punkte  (^ij)  gezogenen  MQndhalb* 
messers. 

Die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (§i})  gezogenen  Berühren- 
den des  dMrch  die  Gleichung  1)  chara^terisirten  Kreises  sei 

y— iy=:^(^  — ?), 

so  ist  wegen  der  Gleichung  12)  nach  den  Principien  der  analyti« 
sehen  Geomfetrie 

1  — urf  cotCi'  — ©)  =  0i  ^  =  tang(y  — 0); 
also 

13)    y— ^  =  (^  — 5)  tong(if-.0) 

die  Oleicbmig  der  durch  den  Punkt  ($17)  gezogenen  Berührenden 
des  durch  die  Cileichung  1)  charakterisirten  Kreises« 

Da  diese  Berührende  oflfenbar  auch  eine  Berührende  des  Krei* 
ses  sein  muss,  in  welchem  die  Oberfläche  der* Sonne  von  der  Ebene 
der  apy  geschnitten  wird,  so  ist  r,  die  Entfernung  des  Mittelounkts 
der  Sonne  von  der  in  Rede  stehenden  Berührenden,  und  folglich, 
da  ^,,0  die  Coordinnten  des  Mittelpunkts' der  Sonne  sind»  nach  den 
Principien  der  analytischen  Geometrie 


,  __  l(g.-l)  tang(,r-e)-Hiy|» 
»    —  l-l-tang(y— 9)» 


oder 
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« 

also^  weil  r^asf,  sin  ig  isl: 

und  folglich 

dh^j  lin  Jj=(^i— J)  sin(v  — &)  +  i)  coi(f  — ©), 
woraus  lich  leicht 


also,  wena  oiaa  fiir  S  und  17  ihre  aus  dem  Obigen  bekannten  Wer- 
the  eiufiihrt: 

2^,8in4(v— 0=pJi)coB4(v— 0±<yt)  =  — ^coi{/*— y-H©)UDg©, 

woraus  sich 

,.x   Pi cos(/<  — y-H^)  tang  8 

^    ^  2sin  iC»' —  Ö  =F <fi)  CO«  1(^— »Ödbifi)* 

oder  nach  6) 

'    g  —       2sia(/M  — j/)  sLa  j(»'— 8^<f,)  t<x  4(y  — ^±<fO 

ergrcM»  nitfeist  weleher  Formeln  f  ^  leicht  ans  ^  berecftnet  werden 
kann. 

Bcteichnen  wir  die  Abscisae  des  Dureftschnittspnnkts  der  durch 
die  Gleichung  13)  charakterisirten  Berührenden  mit  der  Axe  der  a: 
durch  JCgy  so  ist  nach  13) 

—  ig  =  (^,  — S)  tang(v  — 0)1, 

und  folglich  * 

{  sin(y  -^  e)^f  eeaCy-^  ^ 

Weil  nnn  nach  dem  Obigen 

$  8b(v«-9)— 17  cosCi'  — e)  =  ^,isin(9^e)=|iHa  dt,| 
ist,  so  ist 

^,   '^  4iD{y-€>) 

oder 

'^,  ■^8in(i'  —  S) 

Offenbar  ist  aber  stets  — ^  <;  1  und  lin  d,  positiv.    Also  mnss  nun 
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in.  der  votttoh^ftdea  ^leichiui|^,  und  daktr  aucb  ii|  aUeo  «Ufi^en 
GleichoDgen  die  obero  oder  uDtem  Zeicken  Dehnen,  jeaacbdem 
Bin(y— -9)  eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist,  mittelst 
vrelcbes  Kriteriams  sieb  also  immer  sielier  entsebeiden  issst,  vrie 
namentliGb  in  den  Formela  14)  nnd  15)  die  Zeicben  an  nehmen 
sind. 


f5. 
Entwickelt  auio  die  partielleti  Differentiale  von 

tanir  ©  =  ^«'"Kt*-^-^^  ^'"t^-/*-»-'^> 

•inO*  —  9f) 

in  Besug  auf  d,  f*,  p  als  veränderliche  Grössen,  «so  erhält  man  nach 
einigen  leichten  Rednctionen: 

j    M.         r\  8in  Äf  cot  9^j« 

16)    ;^tange  =  ..H-j!g^^, 

'       ^         g^  2eot  (ii  —  v)    - 

dp  tang  0  =      — g{n20      ^> 

und  folglich,  weil  nach  den  bekannten  Regeln  der  Oiflbrentialrech- 
nnng 

4/^0=?  cos  @V^tang  9, 

ia^0=39ces  d*!^  tang  0, 

i/k0  =  cos  O^tify  tang  0 

ift: 

1,  ^  sin  2<f  cos  ©»  cot  8  -. 

d^Q  =  —  cotOi*  —  v)  cot  0</f*, 
«fj/0  =      cot(^  — y)  cot  &dif. 

Weil  n^n  bekanntlich 

d@==:djQ  +  d^G  +  dp& 
ist,  so  ist 

18)   d0=     «in  2<r  CO«  e»  cot  e  g 

lö)    avy—  2sin(^  — i')» 

—  cot(/»  — >  y)  cot  @d^ 

-f-COt(/»^>')   cot  ©lÄ'. 

finlwiefcelt  man  ferner  anch  die  partiellen  Differentiale  von 

£i  ^__      cos(/M  —  y  +  8)  tang  9 

^        '^2$in  j(fr^e=F<^i)  «0»  *(•'— Äsfc«^i) 
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in  Beauj^  auf  /[»,  ^  J«,  O  als  veräBdarliche  Gröst^n;  ao  erhält  ■•■ 
nach  einigeo  ieichtea  Reductiooen: 

I 

^\qj  2siQ  4(1^—9 zFcf,)  cos  4(>r*«-esi=<fJ    ^» 

dvfil\  cos  /Mrfcsin  (f|^gin(/< — y-j-S)  ^  , 

j    '^  V  (>  v'  —       4sin  i(v  -  ©  :t=  (f.)*  cos  4(i^  -  Ö  db  if,i*  **"*^  ' 

19)     IdA(h)=zi=: cos  cf,  coaQi-y+e)  teng  O  ^ 

cos  (/<  —  y  -I-  ©)  sec  O»  '     ^^ 

2sin  i(y— e=Fcf,)  cos  ICi^-Odbcfi)  *^' 

woraus  sich  leicht 

ergiebt. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen: 

2|x     ^ ain  2cr  cos  S*  cot  O 

Ä  =  cot  (/*  —  v)  cot  ©, 

^       sin(/f  —  y-i-©)  tang  9  • 

2sin  «v— ,©T<^i)  co8-4(y-^edb<fi)' 

w^ _^ cos(/4  —  y-f-0)  «•€  8* 

2siii  i(*"-e=F(fi)  cos  i(y  — ed=(fi)' 

'        ^ cos  cfi  .cos  Qi  —  y^O)  tang  O 

4sin  jt(y  —  e^di)^  cos  j(y-.  Ödbcf,)»' 


80  ist 


nnd 


jjT cos  i<dbsin  cf,  8tn(^.^>»>|-e^ 

dQ=zAd3—  Bdfk-y-ßdif 


also 


ä{^)  =  -  ^(/>  +  F)d8z^  Edd, 

'^\C^B(D^F)\df^^\F^B(D  +  F)\dy. 

Nun    kaiia   man  aber  naeh  f.  3.  offenbar  weniirateDa  mit  irrosier 
Annäherung  ^ 


M9 


K      • 


setzen;    Poigfich  ist  nacftf  d'eiii  Vörber^elieiid^ 

'■^     '  ■  '  ,'  ... 

+  { <?+ Ä(Z>  4- F) }  («Ä»  +  «W + ««. ) 
d.'  i.,  wie  maD  leicht  findet: 

+  |F-i?(2>+F)}«a 

-H  I  c— M— i?)  (ö  •+.  J^M«»  . 

■ 

Aoch  erbält  man  hieraus  leicht '   ■ 

23)    ^=Sl.^  +  (d+F)da 

-I_  j  C- (^  —  Ä)  (/!  + ^fu» 

In  aUeD  v^rbergehesdeu  Gleichungen  bat  mmn  die  ohern  oder 
untern  Zeichen  zu  nehmen,  jeaachdem  sin(v«-  61)  erne  positive  oder 
eine  negative  Grösse  ist. 

Wir  wollen  nun  aoch  in  der  Kürze  aeigen,  wie  ans  der  Ent- 
fernung eines  Weltkörpers  W  vom  Mittelpunkte  C  der  Erde  seine 
Entfernung  von  eiDeai  beliebigen  Orte  O  auf  der  Oberfläche  der 
Erde,  und  umgekehrt  wie  aus  der  Entfernung  eines  Weltkörpers 
W  von  einem  beliebigen  Orte  auf  der  Oberfläche  der  Erde  seine 
Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  C  der  Erde  gefunden  werden 
kann,  wottei  wir  grösserer  Bestimmtheit  wegen  im  Folgenden  an- 
nehmen werden,  dass  der  Punkt  O  in  der  nördlichen  Hälfte  der 
Erdoberfläche  liege. 

Zu  dctm  Bude. sei '9  die  Polhöbe,  ^i  die  «ogeniHinte  geoeeotri- 
sehe  Breite  des  Orts  O^  und  Jl  sei  der  nach  demselben  gezogene 
Erdhalbmesser  *).  Ferner  seien  cu,  A  das  «ogeoannte  Mbetiibara 
Azimuth  und  die  sogenannte  scheinbare  Höbe,  dagegeu  cu,,^,  das 
sogenannte  wahre  Azimuth '  uod  die  sogenannte .  wahre  Uöh({  des 
Weltkörpers    W,  wobei  die  Azimuthe  von  Süden,  nach  Westen  von 


i  . 


:  .  i 


*)  Wie  aus  der  Polböhe  die  geocentriscbe  Breite  und  der  Erdhalbmesser 
gefunden  werden  kSnnen,  ist  Archiv.  Tbl«  f.  S.  177*  gezeigt  worden. 
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■  * 

0  bis  800«  geiählt  werden  sollen.  Die  Entfeniiingen  dei  Welftkiffw 
perB  W  TOD  dem  Orte  0  und  dem  Mi.ttd[[iniikte  C  der  Erde  seien 
respectiye  /^  und  ^f 

Darch   den  Ort   O  nU  Anfinnff  .legen  wir  ein  rechtwinkligen 
GoordinatensjBtem  der  a:y».    Die  Ebene  der  ar»  tei  die  Ebene  den 


Meridians.  Der  positive  Tbeil  der  Aze  der  or  sei  nncb  SudeD,  der 
positive  Tbeil  der  Aze  der  ^  sei  nacb  Westen,  nnd  der  ponitive 
Tbeil  der  Aze  der  x  sei  QSLch  dem  Zenith  gerichtet  Durch  den 
.  Mittelpunkt  C  der  Etile  aFs  Anfang  legen  wir  ein  zweites,  dem 
Systeme  der-^tf^fx  paralleies,  Ceofdinntaisjrsteei  der  ^r,^!«,. 

Die  Coordinaten  des  Weltkörpers  W  im  Systeme  der  jcy»  sind: 

/\  cos  (tf  cos  A, 
^  sin  u^.cos  ^, 
^sin  Aj 

I 

/ 
nnd  seine  Cloordinnten  im  Systeme ^f  äfiPiXg  sind: 

^1  cos  Oll  cos  A|, 
^1  sin  (Ol  cos  A|, 
^1  sin  A|.  \ 

Die  Coordinaten  des  Punktes  0  in  Bezog  auf  das  System  der 
^,y,«i  sind  aber,,  wie  dnrck  eine  l^iAte  geometrische  Betrnchtnng 
sogleich  erholen  wird: 

Ä  sin(9>-^.9),),  0,  JR  €os(9)-^9),); 

nnd  nach  der  Lehre  von  der  Verwandinng  der  Cenrdinnteo  haben 
wir  also  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

^2  cos  f(i|  cos  A,  =/{  sin(9  —  ^i)  +  A  ^®*  ^  ^^*  ^» 
2\i  sin  o>i  cos.^i  ^/i  *ib  ^  c<>*  ^» 

j^,  sin  A,  =/l  cos()p  — 9,)  +  2^  sin  A. 

Quadrirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleicboo^en,  nnd  addirt 
dieselben  dann  zu  einander,  so  erhält  man  die  Gteichnng 

/\i*  =  Ä*  H- A*+2ÄAJsin  Acosfy — 9)|)+cosc(i  cosä  stn(jp«-9,)|, 

« 

oder,  wenn 

'    24)    cos  i2ssssin  A  cos(9p  —  fPi)  +  coe  «s  cos  A  sin(9  — )P|) 

geaeftzt  wird,  die  Gleichung 

25)    Ai*=Ä*  +  A'+^A  cos  A 

Sind  nun  A,  oi,  A,  also  anch  Si  gegeben,  so  erhält  man  At  b^'* 
telst  des  Formel 

26)    Ai  =sV^Ä'  -H  A*  -h^MA  cos  lÖ, 
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> 

die  sieh   beksnntlicli   aof  v^Mchiefleiie  Arten  xnr  logarithmitcfaeii 
Rechnung  bequem  eiDitctrfen^ffisst 

Sind  dagegen  Ai»  ^»  ^gegeben,  lo  erhält  man  ^  dnrch  Auf-^ 
loMiDg  der  quMrafiMheD  GMctaig* 

wodurch  eich 


(».'.!}• 


27)  A  =  — *«o»Ä±l<Ai'-^Ä*  «n  fl« 

ergiebt 

^  ÜBik  Predttct  dreeer  beiden  Werkhe  von  ^Ut  Jt*  ^Ai*f.  ^^^ 
folgKeb)  da  im  Torliegenden  P*aUe  offenbar  immer  Ai  ^iviet»  stets 
negativ.  Daher  haben  die  beiden  WeKhe  von  A  jedeftNMtentge« 
gengesetate  Vorzeichen.    Ist  nun  €o8  ß  poeitiv,  so  Ist 

—  Ä  cos  i2— I/Ai'— /*•  »in  •«« 
offenbar  negativ»  also 

—  Ä  eos  i2+V^Ai*'--Ä»  sin  St* 
positiv.    Ist  dagegen  cos  Q  negativ»  so  ist 

-Ä  cos  fiH-|/^^,*  — /l»  sin  Ä« 
offenbar  positiv,  also 

— wJl  caa  i?  —  l^A.'— Ä*  ^n  «' 

negativ.  Daher  muss  «ms,  weil  A  seiner  Natur  nach  nur  positiv 
sein  kann,  in  der  Gleichung  27)  immer  das  obere  Zeichen  nehmen» 
und  folglich  ^ 

28)  A  =  — Ä  cosß+V^At*— ^'  »in  -ß'      ' 
oder 


20)    Af=  — Ä  cosa-fel/(Aj+Ä  sin  i2)(Ai— -«  "»  •») 

setzen. 

Nimmt  man,  was  in  Folge  der  Gleichung  24)  offenbar  verstnt- 
tc4  ist,  den  Hillfswinkel  Si  stets  positiv  und  nicht  grösser^  als  180^» 
so  ist  sin  A  immer  positiv,  und  man  kann  also 


A=-Ä  cos  iJ+Ä  sin  nYlMLZITi 

r  Ä»  sm  Ä» 
setzen.   Berechnet  man  nun  den  Hulfiiwinkel  0  mittelst  der-  Formel 


sec  0=£  j>    .*.  n 
iC  sin  JU 


oder  mittelst  der  Formet 
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30)    coa4>=^unA, 

I 

und  Dinmt  0  positiv  und  nicht  grösser  als  90^,  was  wegeo  des 
positiven  Vorzeichens  von  sin  Q  verstattet  ist,  so  ist 

i!^=:  — /l  cos  O  +  R  sin  Q  tang  <2>, 
also 

81)    /i=:_ÄS2f(£±*), 

'      "  €08   4> 

mittelst  welcbef  Formeln  ^  sehr  leicht  berechnet-  werden  kann. 

Wenn  die  Sternzeit  der  Beobaebtuni;  bekannt  ist,  und  nach  ilie 
Rectascension  dps  Weltkörpers  W  als  bekannt  atigenomm^n  wird, 
so  kann  man  immer  das  A^tmutb  aus  der  Höhe  A  und  derNPolhöhe 
q>  leicht  berechnen,  was  hier  nicht  weiter  erläutert  so  werden 
braucht. 


I  ' 


XXXII. 


Einige  Bemerkungen  über  die  Reduction  der 

Monddistanzen. 

s 

Von 

dem  Herausgeber. 


Wir  Wollen  die  wahre  und  scheinbare  Hohe  des  einen  Gestirns 
durch  lij  H'\  die  wahre  und  scheinbare  Höhe  des  anderen  Gestirns 
durch  h^  A'\  die  wahre  und  «cheiobare  Distanz  durch  ^,  ^  be- 
zeichnen. Werden  dann  ferner  die  grössten  Kreisbogen,  welche 
die  Endpunkte  der  Höhen  H^  h!  und  die  Endpunkte  der  Höben 
H\  h  mit  einander  verbinden,  durch  D  und  !&  bezeichnet,  so  ha- 
ben wir  oCFenbar  die  folgenden  Gleicbungen:    - 

«  V     cos  A  —  sin  H  sin  h        cos  A'  —sin  H*  sin  K 
COS  H  cos  h  cos  W  cos  A' 

cos  D  —  sin  jysin  K    _     cos  %  —  sin  IT  sin  h 

"""         cos  H  cos  A'  ~"         cos  H'  cos  h 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  sehr  leicht: 
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eoi  B'  e^  B-^cQu  H  eon  ^'  =  «a(i7— £f')  sio  J^, 

G08  X     COS  ^  — COS  A     COS  B  :=ZBin{A  ^  Af)  SID  i7; 


so  wie 


icos  A'   cos  2>  —  cos  A    cos  ^'  =  810(4 — A^^Biü  £r, 
^  }cos  JW'  cos  A  — coB  ^  C08  2)  =  ti9(^— ^0  «in  A; 

ond  wir  baben  dftber  snr  Bsrechoniig  tod  ^  ans  ^^  H^  H\  4,  ^ 
die  folgenden  Formeln: 

-,       cos  /r  .,         «in  h'     •   fwm       „,. 

and 

wo  JD  and  !&  als  Biilfsgrössen  xu  betracbten  sFnd. 

Blimioirt  man  ans  den  Gleiebongen  2)  die  Grdsee  eos  i>,  and 
ans  den  Gleicbnngen  3)  die  Grösse  cos  2)>  so  erbält  man  die  bei- 
den folgenden  Gleichungen:  . ,    r 


6)  cos  £f '  cos  A'  cos  /^  —  cos  1/  cos  A  cos  ^' 

=  sin  (^—  JT)  cos  >l  sin  A*  -fr^n (A—  A')  sin  £r  coc  M' ' 

and 

7)  cos  H'  cos  A'  cos  /^  —  cos  £t  cos  A  cos  ^'  ^ 
=  sin(/r — iT)  sin  A  cos  A'+sin(A~AO  cos  17  sin  ^T, 

■ 

darcb  deren  Addition  sieb  ferner  die  Gleicbung 

.  &)    2(cos  JV'  cos  Af  tos  ^ —  coi  JI  cos  A  cos  ^') 
=  sin  (£r—  ÄO  sin  (/'  +  A')  +  sin  (/r+  Af' )  sin  (A  -  *) 

oder  ' 

^^         .       cos  ^  cos  Ä       ^>  .  sin(£r--15r)8ia(i4^)^sfa(g4>iy)Siii(*^A0 
^)  ^^''^=cos/y-cosA'"^'A+-^ ^     2cosjy-cosil' ^ 

ergiebt. 

Setzt  man  in  den  beiden  Gleichungen  4) 

so  werden  dieselben 


«14 


CO!  A  =  €08  (A  -  A»)  cos  D  +  sin  (A  -  >^)''°^"^'"/""^ 
oder  I 

:^a  jDssd      o«»(ir—  /P)  «08  A'  — '  miff—^ß^  rfn  Ä' 

•    /  rw       rmn  I  •      «»••'•>*'  —  sin  Ä*  CO»  A\ 

9IA  (B-~  W)  (810  A  -I sjj-y ^> 


coa{ff^B')  cos  A'+«in(Ä^— ^0  «»  A' 
^z^fMw       mm¥^  ij*      n*       ^  Ä'— «in  H'  cos  tk^ 

cos  ;AaB      ieos(A--^')  oos  jD-^  nii(4'^il')  tio  H 

_j_-:«/z       Mf\j  •      Wh  m   •*"  ^ — «'!>  ^'  cos  Ä 
+  8in(^  — *)(siD  D-h jjj-^p- ) 

.    =s    ,  488(it  —  *).tJO»  jD*H»iir(*^  ff)iAm  B 
_.    /»'      i/x/.     n      «in  Ä' — »m  Mf  cw  if. 

,.        -,«ip(*-*)(si»/> ' jjj-j— — ); 

%  «1 


d.  h 

j9=€Oft(jsr 


cos 


=  C08  (jy-  ff' — A')  -»-  8in  (ff-  ^  gj  *•  -  «■  tff  >  AO 

^  CO«  Ä  ' 

_  •  '  •" 

•  

=  C08(A  — A'  — /l)H-sili(A  — ^') ^^^  i  '' 

also  Mch  ciliar  bckpianteB  Zerlegwig: 

•••■',»  •    "  • 

10)      C08  />  = 

co«(^-jr-i-  AO  -H  a8i»(ir-go''"^^*'-'^+fjy^+^-^'> 
==:eo8(^-iy^-A0-i-28ia(iy-iy)''"^^*'-^-^y*'^^+^'>, 

cos  A=s 
ow(it-  4'»1>/»rHa>i.i<*>^''"  ^^^-^  ''-*■  ^>  "y  y^-^  ^'-'^ 

=  co«(4->i'-/>)-H8.iD(>i-iyr*<^-*'-^>'?f*<^-*-*'-*-^. 

*  -  COS  A 

Beseichnen  win  die  kleinen  Verät^dernngen,  welche 

G08(i7— a'H-  A')»  co«(zr-  B"—^ 
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•rieideii  ntoen,  am  in  cot  D  iibenagehea»  4vch    .  . 
die  iKleineii  Verändernngen,  welclie 
erleiden  nllaseD,  um  in  cos  [S^  überzugehen,  dnrch 
•o  ist  pscfa  dem  TorbergeliendeB; 

und  da  sieb  diese  kleinen  Teränderaogen  lafttelsi  Her  vorsivbenden 
Formeln  immer  leicbt  finden  lassen,  so  wird  man  mit  Hülfe  dei' 
Tafeln  ancli  immer  die  kleinen  Verändernngen  leicbt  finden  kön- 
nen, welcbe' 

•  •  •  .  ., 

erleiden  mfiMen,  um  in  JO,  und  weide  '    ' '« 

erleiden  nössen,  nm  in.^  Obersugeben ,  wird  also  aaf  diese  Weise 
immer  /^  ohne  Schwierigkeit  ui  MCechnen  im  Stande  sein. 
Setzen  wir 

=  cot  \H-.  H'  —  t^-\-d{H-r~H'—ti)\^ 

eos  A  ^siVM\h  —  K'\-D-^d[h-^li-^D)\ 
siW%\h  —  l/—D-\-dih  —  iil-^D)\s 

■o  ist  nach  den  Prineipien  der  Differentialrechnnng  bekrantlieli  nl« 
hemngaweiae 

coa  2» = eoa  (jy—  jy  +  A')  —  sin  (IT—  H"  -^  t^iß--  H*  -f-  A') 

=5  coa  (isr—  Ä»  —  A')  —  "«« (^—  ^  -  A')rf(^—  Ä»  —  A'). 

coa  A  =:to»{A  —  h'  +  D)  —  »n{h  —  X  +  JO')d{h  —  lt-\-Ilfi 
=  coa(Ä — *  - 1>)  —  aii  (Ä — Ä*  — />H* — *  -  ^)  5 


•   •      I 
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uDd  zur  Bestimotiofif  Teto 

und 

ti(A  —  A'-t-D),d(A  —  /^  —  D) 

bat  man  also  n^ch)  1|)  offenbar  die  folgenden  NSbernng^formeln : 
12)  rf(Ä-£f+A)— 2«w(Ä-Ä) co.Ä'.ii7i*-iir--»-A') ' 

* 

rf(A  -*+/*)  ^  -  2»iD (A-  40  coah-sin{.h-k'+D) 

t 

^«A-^A'     Ji^^     2«nrii     z#i«»"  *(^-  ^'--P)  CO«  iCfl^H-yn-l^ 


Wie  man  dieae  in  Tbeilen  des  der  Einbeit  gleicben .  Halbaea- 
sers  ausgedrückten  VerandierUDgen  auf  die  einfacbste  iind  sweck- 
massigste  Weise  in  Secunden  zu  verwandeln  bat^  kann  bier  fnglicb 
als  bäannt  vorausgesetzt  werden,  so  wie  es  an  diesem  Orte  über- 
baupt  unnöthig  scbeint,  in  weiteres  Detail  über  die  beste  Art  der 
Anwendung  der  obigen  Formeln  einzugeben. 

Dass  man  übrigens  aucb  aus  den  beiden  Gleicbungen  5)  ganz 
ibnlicbe  Formeln  ablcfiteB  könnte,  fällt  auf  der  Stelle  in  die  Aogen. 


>  . 


'I 
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XXXDI. 

Einige  Bemerl^oDgen  über  die  GleichuDgen  des 

dritten  Grades. 

Nach  einer  Abhandlunff  des  Herrn  Professor  R.  Lobatto  zu 

Delft  in  dem  Journal  de  Math^matiques  pures  et  appliqu^es, 

publik  par  3.  Liouyille.    Mai  1844.  p.  177.  frei  bearbeitet 

von 
dem  Herausgeber. 


In  dieser  Abliandlungf  des  Herrn  Profeuor  Lobatto  komsen 
ausser  anderen  interessaDten  Satten  einige  bemerkeoswerthe  For- 
meln Yor,  dorch  welche  zwei  Wurzeln  einer  cnbiflch'en  Gleichfittg 
durcb  die  dritte  ^usgedräckt  werden.  Diese  Formeln  werde  ich  im 
Folgenden  mittheileo. 

Die  gegebene  cnbiscbe  Gleicbnng  sei 


1)    JT* — ^^  +  ^=0. 


Wenn  nun 


gesetzt  wird,  wo  die  Grössen  y  und  x  bekanntlich  immer  den  Glei- 
cbungeu 

8)    8ys=/i,  y>+»»=  — 7 
genfigen,  und  ansserdem  offenbar 

ist;  so  ist  bekanntlich  nach  der  Cardanischen  Formel  immer 

5)    m  =  p  +  x 

eine  Wurzel   der  gegebenen  cnbiscben  Gleichung,  und  die  beiden 
anderen  Wdrzeln  «,    und  m,   derselben  crbftlt  man  aus  den  Gki» 
'  chuo|;en 

'  TWIV.  27 
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oder 

Aus  diesen  beid^ii  Gleichungen  ergiebt  sich 

d.  i. 

(f^i  -  »,)»  =  «»  +  ^, 
und  folglich 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  ersten  der  beiden  GleiehoD- 
gen  7),  so  erhält  man 


_       1    -u'il/«'i-t*y 

I,  y»  3=  Ti  J/^ , 


und  kann  «Iso  immer 

setien. 

Weil  aber  «»  eine  Wurzel  der  gegebenem  Gleichung  und  folglich 

ist,  so  ist 

f#*  H-  4^  =  ^i#  +  3^  =  4;»i#  —  Zu^  j 
also 

Nach  3)  und  5)  ist 

V  —  3»»  SÄ  I2f»  —  3(y  H- «)»  =:  —  3(jr  —  »)», 
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«od  fblglicL 
oder 

U, = -  ily  +  » + (y- «)»/::n|. 

Weil,  wie  nan  durch  Division  leicl^t  findet, 

«— ==^  =  y»  — «X 
istj  80  ist 

und  folglicb  nach  dem  Obigen 


«• 


2y», 


also 


*^  2;[^  — 37  2;t?«f  — S7 

Führt  man  diesen  Werth  von  y — x  in  die  Gleichungen  10)  ein,  so 
erhält  manr  . 


"1—        »•  Zq-2pu      ♦ 

Diese  Porneln  *)  sind  nach  Herrn  Lobatto's  Angabe  tob 
Yoanff  in  dem  Buche:  The  Aoalysis  und  Solution  of  cnbic 
and  biquadratic  equations.  London.  1842.  zuerst  bekannt 
gemacht  worden. 

Um  «in  Beispiel  su  gteben^  sei 

die  gegebene  cabisclie  Gleichung,  so  ist  /i=:7,  7  =  7,  also 


*)  In  der  Abbandlang  des  Herrn  Lobatto  sind  die  Formeln  Ton  Dnick- 
fehlem  nicht  gans  frei. 
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«od  folglich  sind 


.    '         3,5ai  ,  u 

—       '•*        21  —  141* —       ^^       6—4»' 

3,5» 


i«_i ^z I 


oder 

2~»  I  — » 

•i— ""3  — 2»**'  •*» —      S  — 2«* 

swei  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung,  wenn  u  eine  Warsei  der- 
selben ist. 

Ein  anderer  englischer  Mathematiker,  Herr  Lockbart,  hat 
von  den  vorhergehenden  'verschiedene  Ausdrücke  zweier  Wurzeln 
einer  cubischen  Gleicliung  durch  die  dritte  gegeben,  welche  ia 
Allgemeinen  von  der  Form 

■  •     ■ 


ai«4-/'i 


sind.    Zu  diesen  bemerkenswerthen  Ausdrucken  gelangt  Herr  L«- 
batto  im  Wesentlichen  auf  folgende  Weise. 

Für  r  =  V^f^»  —  V7'  ">  überhaupt 

^•^         ,     rar       gJ?*»"^ 

so  erhält  man,  wenn  der  Kurze  wegen  20+c:=0,  |[esetit  wird, 
nach  gehöriger  Eniwickelung  dieser  Gleichung  die  Gleiebang: 

U)   *.  +  («. -»£|^)^. 

P 
Soll  nun  diese  Gleichung  mit  der  Gleichnng  / 

identisch  sein,  so  müssen  die  Grössen  «i,^,  c  so  bestimmt  werden, 
dass  sie  den  drei  vGleichungen 

genügen. 

Aus  der  ersten  und  dritten  Gleichung  ergiebtsich  anf  der  Stelle 

»ydegr    .  , 
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Führt  »an  diese  WcHbe  voo  m^  und!  ^  io  4ie  «weite  Clekhungf 
eis,  ao  erhält  mäa  ^  •     . 

Weil  aoB  uach  dem  Obigea 

lat,  10  iit,  wie  nao  leicht  findet  : 


alle 


6^ 


Ferner  lit 


M  — a,      c_     ^    ,  -»-      cp      ""     «p     » 


ahi9 


9y=fc2r 


Hieraus  sieht  man,  dass,  wean 

istj  jeder  Werth  tod  or,  welcher  der  Gleichnag 

o?*  —  pjp  -I-  y  =  0 
geaQgty  inmer  auch  der  Gleichung 

rx  ax  -f-  b 

geottgt. '  Da  nun  nach  dem  Obigen  u  eine  Wurzel  der  Gleichung 

ist»  se  ist  noch 

,    ru       gl» -4-^ 


tf-f-C 


and  weil  nach  dem  Obigen 
jeieneit  Wvrzeln  der  Gleichung 


ru 


«^-?^ 


;»•  — ;ijp-|-^=ssO 


»      \ 


4» 

■ip4»  90  siod  asch  4ie  beMea  Werth«  ?ob  •  % 

welche  dieser  Broch  erhält,  wenn  man  in  ihn  die  beiden  okigea 
Systeme  von  Werthen  der  Grössen  a^  6^  c  einfuhrt,  Wurzeln  der 
in  Rede  stehenden  Gleichung.  AUo  kann  man  die  drei  Wurzeln 
der  Gleichung 

wie  man  mittelst  des  Vorhergehenden  leicht,  findet,  immer  äucli  anf 
folgende  Art  ausdrücken : 

(9y -f-'2r)i» -^  2;g* 
15)     C**         (>;«#  — (9y  —  2r)' 

_(9y— 2r)ag  — 2y» 

Dies  sind  nach  Herrn  Lobatto  die  von  Herrn  Lock  hart  gt« 
gebenen  Formeln. 

Ist'^'  —  19^  —  30=^0  die  gegebene  cubische  Gleichnng,  so 
ist  /?  =  19/  ^  =:  —  30,  also 

folglich 

9^+2r  =  — 214,  9^— 2r  =  — 326. 

Also  ist  in  diesem  Falle 

107ii-fr-361  l6St# -1-861 

•'•—""  57«4-lM'   ^* — "*  57t»4-107'' 

Den  übrigen  bemerkenswerlhen  Inhalt  der  Abhandlung  des 
Herrn  Lobatto,  welcher  voraagKch  die  Entwickelung  der  Wur* 
sein  in  Ketteobröche  betrifft,  für  den  Elementarunterricht  aber  von 
geringerem  Interesse  ist,  muss  man  in  ihr  selbst  nachsehen. 


Nachschrift« 


Das  Torhergebende  ruft  mir  eine  schon  vor  längerer  Zeit  vou 
mir  gefundene  goniometrische  Transformation  einer  jeden  cubischen 
Gleichung  in^s  Gedächtniss  zurück,  die  zwar,  vrenigitans  ia  4er 
Form,  in  welcher  ich  sie  jetzt  zu  geben  im  Stande  l^in,  für  die 
Auflösung  dfer  cubischen  Crleichnngeii  selbst  nicht  von  besonderer 
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BedeotuDg*,  dessenungeachtet  aber  in  mehrfiieber  Be^ieliODg  intefes- 
aiint  ZV  sein  scheint. .  Diese  Transformation  werde  ich  im  Fo^en« 
den  vorsöglicb  deshalb  mittheilen,  weil  dadurch  vielleicht  der  eine 
•der  der  andere  Leser  zu  weiteren  Untersucbiiiig'eo  über  diesen 
Gegenstand,  zu  denen  mir  selbst  jetzt  Zeit  und  Müsse  fehlen,  ver- 
anlasst werden  dürt'le. 

I^i®  gegebene  cubische  Gleichung  sei  überhaupt 

1)    o?*  —  snLr'  +  iwr  —  ^  =  0. 
Sind  nun 

tang  ©,  tang  ©, ,  tan jr  0^, 

wo  dito  Bogen  ®,  ©u  0,  auch  imaginür  sein  können,  ihre  drei 
Wurzeln,   so  bat  man  bekanntlich  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

2)    tang  O  +  tang  0,  +  tang  0,  =  «v, 
tang  0  tang  ©i    1 
+  tang  0  tang  0^   [  =•> 
+  tang  @,  tang  0,  / 
ta6g  0  tang  0,  tang  0,  =^. 

Weil  nun  nach  einer  bekannten  goniometriscben  Formel 

tang(0  +  ®i+@,) 

tany  ^-Htany  O^-f-tany  9^  —  tany  O  tany  O,  tany  S^ 
X  ^  laug  &  uug  ^1  —  taug  <^  taug  O,  —  Uug  O,  tang  0% 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergebenden 

3)    tang(0  +  0,4-0,)  =  f5i. 

mittelst  welcher  Formel  die  redlle  Summe  0  +  0i  +  ^s  in^er 
bestimmt  werden  kann. 

Ferner  ist  ^ 

=  1  —  tang  0  tang  0^  —  tang  0  tang  0,  —tang  0,  tang  &« 

cos  9  CUM  0|  cos»  B  cos  6|         o       s 

cos(e-f-P,)  cos  ^,  —  j^in(f»-f-g,)  sin  O, 
*"*  cos  Ö  cos  O,  cos  €>, 

» 

eos(e>f.e,-f-e«) 

CO»  6  cos  ^1  cos  9t* 
■nd  folglich  nach  2)  und  3): 


*) 


cos  0  C08  6|  cos  9, 


424 


1— « 


m — k 


819  Q  Bin  0|  Bin  0,  = ,       !  == Jl     L ^  » 

80  dass  man  also  jetzt  zur  Bestimmiinf]^  der  Grössen  0,  0| »  0, 
überhaupt  die  drei  folgenden  Gleicliungeii  hat: 

r 

tang(0  +  0.+0,)  =  f^, 

5 )      <  €08  0  cos  0.  COS  0,  = ;        1  = ~\        l/  « 

sin  e^  sin  (y,  sin  eP,  =:= r— — «_i. • 


1  — « 


01  — ib 


Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt  ouch 

cos  0,  cos  0,  =  — TT — -^-r-       ^        = — 7 — ' — ,,         ^      » 


sin  0,   sin  0.  ^        . ,         ^        ^ 
also  durch  Subtraction  uud  Addition: 


--k)  fein  e 


6)    co8(0.  d=0,)=:(,_^,  ,i,.e  CO.  e  co»(0H-®.  H-e,) 

sin  e^spA  cos  Ö        -    i^k    »    r\     .    dsk  \ 
=  (/«  -  ifc)  .in  ti  CO»-«  •'»  (®  +  0.  +  0.). 

mittelst  welcher  Formeln ,  da  man  die  Summe  0  +  01+^9  nach 
dem  Vorhergehenden  als  hekanot  vorauszusetzen  ber^chtig^  ist, 
0i-f-0,  und  04 — 0a,  also  auch 

0.  =i(0,  +0,)+ 1(0,  -0,). 
0,  =  i(0,+0,)^i(0.-0,) 

gefunden  werden  können,  wenn  man  0  kennte  so  dass  also  auch 
auf  diese  Weise  aus  jeder  Wurzel  einer  cubischen  Gleichung  die 
beiden  anderen  gefunden  werden  können. 

Aus  dem  Obigen  ergiebt  sich  auch  leicht,  dass,  wenn  der  ab« 
solute  Werth  einer  der  beiden  Grossen 


cos  (B 


1  —  1» 

k  cos (0-4-0,  4-0,)  k  sin  (Oh-  O, -ff- O,) 

i — n  T*  m-^k 

grösser  als  die  Einheit  ist,  immer  sicher  geschlossen  werden  kann, 
dass  die. Gleichung  1)  nicht  drei  reelle  Wurzeln  haben  kann,  und 
also  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln  haben  muss. 

Die  Gleichungen  2)  können  auch  auf  folgende  Form  gebracbt 
werden: 
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MD  9  eos  &i  cos  9,  +  COS  9  sin  &^  cos  9,  -4-coi  9  cos  9i  rin  9» 

=  M  cos  &  cos  9,  cos  9,9 

sin  6  siD  9i  cos  9,  +  sid  9  cos  9.  sie  9,  +  cos  9  siD^9t  sin  9, 

=  it  cos  9  cos  9|  cos  9,» 

sin  (^  sin  9i  sio  9,  =;:  ^  cos  9  cos  9,  cos  9«. 

■ 

Durch  leichte  goniometrische  Rechnung  findet  man  aher  fiherhaqpt: 

4810  a  sin  ß  sin  y 
=— sin(a4-/?+y)+sin(-a+/?-:Hr)+8iD(a-i»H-rH-"n(<H-iJ^^ 

4co8  a  cos  ß  cos  ;^  ,  ' 

=  cos((H-/?+y)+  co8(— a-|-/M-r)-l-co8(o— /J+y)+  co8{<H-/J-r), 

4810  o  cos  /?  cos  7^ 
=  sio(a+/?4-r)  —  sin(— o+/?H[.y)  +  niü(a^ß+r)+  sin  {«+/?-/), 

4810  a  sin  ß  cos  ;^ 
= — cos((H-/^+y)+  co8(— «-!-/?+;')+  cos(a— jJ+/) — cos(a-|-/J— y). 

Wenden  wir  diese  Relationen  auf  die  drei  ohigen  Gleichungen  an, 
so  erhalten  wir: 

aln(— 9+9, -f-©»)  +  Bin(9  — 9, +9j4-8in(9  +  9,— 9,) 
=  4m  cos  9  cos  9i  cos  9,  •*-  Ssin  (9 +  9,  +9,) 
=5(m  +  3j&)  cos  9  cos  9|  cos  9,9 

cos (—  9  +  9,  +  9,)  +  cos (9  —  9 ,  -I-  9,)  -H  cos  (9 + 9,  —  9.) 
=  4js  cos  9  cos  9,  cos  9, +  3€08(9  +  9,  +9,) 
=:(i»+3)  cos  9  cos  9i  cos  9,, 

sin(-9  +  9, +9,)  +  8in(9  — 9,.+9,)  +  sin{9  +  9,  — 9,) 
— itjcos(-.9+9| +9.)+co»(9— 9, +9,)-|-cos(9+9,— 9,)| 

=  sin(9  +  9, +9,)  +  it  co8(9  +  9|-t-9,) 

=  {m  —  Jhü)  cos  9  cos  9i  cos  $,; 

wohei  sogleich  in  die  Augen  fällt,  dass  die  dritte  Gleichnng  eine  , 
iinmitlelhare  Folge  aus  den  beiden  ersten  ish 
Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

9-|-9,-f-9,  =  <F, 
-9-f-9,-|-9,  =  9), 
,        9-.9.H-9.  =  g)„ 
'    \        9  +  9,-9,  =  9P„ 

(«i  +  3^)  cos  9  cos  9i  cos  9,  =:f*, 
(«4-3)  cos  9  cos  9,  cos  ß^^ssr^ 
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uro  nach  de»  Vörhergebendea  <^9f*»t'  bekannte  Grötseo  sind;  §•  ist 


9  +  9] 


9. 


und  nach  dem  Obigen  bat  man  also  zur  Besttmmnng  too  9»7i>ys 
die  drei  folgenden  Gleicbungen: 

I9P  +  yi  +9>»=5<^» 
»in  9  + sin  jp|+sin  9),=/!», 
COB  9)  +  €08  ()p,  +  cos  9,  ^K 

Aus  jp,  9),y  9p,  ergeben  sieb  aber  leiebtd,  0,,  0,,  weil  nacli  des 
Obigen 


ist 


9)    0  =  i(g),+9),),  0,«i(9>,^-y),  0,=:i(sP  +  9,) 

Ana  den  Gleicbungen 

sin  9)  + sin  qpi+sin  9,=/», 
€04  9  +  cos  9i  +  cos  ^t  =  *^ 


folgt  nacb  bekannten  goniometriscben  Sätzen 

sin  9>-f-2sin  4(9i+SPa)  coa  ^(9,  —.9,)=/», 
cos  9  +  2co8  j(9i  +9,)  eoa  4(fi  —  9>,)=5y 

2«in  4(y,  -4-9»)  co»  i(9>f  — y,)«/«*  — sin  9, 
2co8  4(9,+9,)  cos  i(9,  —  9«):ss  V  — cos  9; 


oder 


folgUcb 

*-.       ■/       •       %       X*  — sin  9 

•U6  wegen  der  ersten  der  Gleidtangen  8)t 

mittelst  welcher  Gleicbnng  '9  bestimmt  werden  muss.  Rat  man  aber 
9» '80  bat  man  aucb  i(9t  +  99)  und  i(9i-^9s)  d^rcb  die  Glei- 
cbungen 


11) 


i(9Pi+9',)  =  i(ö'  — SP)» 


cos 


,  y      ^  ^^    /4  —  sin  9     ' _         ¥  —  ce>  9    ^ 

¥\9Pi       9P*)  —  2^in  4(tf  — 9)  —  2coa  Kir— 9)' 


woraus  sieb  dann  aneb  91  imd  9^ 


der  Fonnela 
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12) 


SP»  =  iCSPi  H- 9>»)  —  i(9Pi  —  9.) 


•rsebeo. 
Weil 


und 


8in 


#An^  'fiT—ii^    -  taug  j<r -  fang  jy 


2tang  jy  1  —  tang  ^» 


ist,  80  wird  die  Gleickmig  10): 

tang  jtf  —  tanjg  ^y 


^  —  2tang  W-^f*  tang  ^y « 
i'— !•+-(>'+ 1)  tang  Jy»,» 


1  -f-  ung  jcr  tang  ^ 

woraus  man  nacb  einigea  leichten  RedoctioDeD  die  Gleichupg 

19)    OsÄ      (/»  toog  iff  +  r-+-l)  fang  {^^ 
•+-  l/4-(^+3)  UDg  i(rj  taog  iy« 

+  fA  —  (v — 1)  tang  ^a 
oder 


14)    0=:      \fA  sia  j^+(y  +  l)  cos  ^<r}  tang  ly' 

H- l/i*  cos  4<r — (*'+'3)  sin  jtfj  tang  ^y' 

+  iM  sin  4<r+(v  —  3)  cos  ^tf{  taog  ^y 
•f- j/*  cos  4<r  —  (y -^  1)  sin  4^} 

erbäUy  welche  wegen  ihrer  Symmetrie  wohl  einige  Aofmerkaamkeit 
an  verdienen  scheint. 
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XXXIV. 

Etwas  ttber  das  Viereck  im  Kreise. 

Ton 

dem  Herausgeber. 


\       * 


Jo  Taf.  T.  Fig«  1.  sei  ABCD  eio  Viereck  im  Kreiie,  destea 
ffefi^näberttehende  Seiten  bis  xn  ihren  DurcktclioitttpuDkteD  B  uod 
1F  verlängert  vrordeo  sind.  Zieht  man  hierauf  die  Diagonalen  AB 
und  CD^  so  t¥ie  dl«  Linie  EF.  uiid  bexeichnet  die  Winkel  BCDy 
ACD^  CEF^  CFE^  AECy  BFC  respective  durch  a,  /^,  9,  y, 
9i»  ^11  *o  hat  man,  weil  A'^ Bz=\w^  ist,  die  Proportionen: 

C^ :  ^C' =r  sin  ^ :  sin  9| , 

CFiBC=Bin  Assxn  V',; 

also- 

CE     JC ^     sin  y^         ^     sin (;# «i-a «f- ß)    ' 

VF'  ir€7~     'sin  V»  ~       sin  (2I  —  a  -  «' 

Nun  ist  aber,  wie  leicht  erhellet: 

CE:  CF^zBin  ^:sin  9, 
^r:Ar=sin(i?  — /9):sin(^  — a)  =  ain(^  +  /l):|ün(^  — a); 

also  nach  dem  Vorhergebenden 

sin  \ff  ^  Bm(A  +  fl)   .     -  ^  sin  (^  h»  « «f>  /f) 
sin  9  '  8iii(^  —  «)  "~     *  sin  (J  —  «  —  py 

und  folgUth 

sin  y    a\n{J — a)  sin  (ii  ■!»  g -f. />) 
sin  ^  """  sin  (.^  -f.  /f)  sin  (^rf  —  «  —  M 

oder 

« 

sin  y         cos  (2«  «t»  /l)  —  cos  {2J  -4*  />) 
sin  ^  *^  cos  (3^ -f.  ff)  —  cos  (ILtf  — >  «)* 

woraus  sich  leicht 
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sin  ^  —  sin  ^ 
'  cos  (2«  -4-  /f )  -t-  coifiy  -f-  g)  —  cos  {2A  -^  «)  —  co«  (gi#  4*  ß) 

cos(8Jr-4-/J)  — cos(2^-l-«)-l-cos(2^.— «)  — cos(2ii-|-W 

od«r 

tang  i(y  +  V')  «ot  i(9  —  ^) 

_^  cos  {(«4-^)  cos  i(g  — />)  — coa)2^->^(g  — ^U  cos  4(g-h^) 
^        stn  i(a-^ß)  sin  K«-«  - «n}2J-i(«--«|  sini(«+«      ' 

crgiebt 

Es  ist  aber  iCv  +  V»)  =  Ö0»-.4(a  +  /?),  also  tang  i(9^  +  f) 
=  €ot  iia-^ßji.  und  folglich  nach  Uem  Vorhergehenilen 

cot{(gp  — V') 

cosi(g-|-/i)cos  j(g-i>)  —  cos|2^-{(«— /»t  cosy«-H^  j  r«-i.  Ä\ . 

—  "■  sinSl«-f.^) sin4(«-« -^ sin j2.rfHi{«-/i;|  sin  Ka-H/J) ""»  *l»-»-P/» 

also,  weil 

2eot  5(«-4-/?)  «B  4(a  +  iJ)  =  iin  2(aH-/?)  — linCaH-/?), 
2sin  j(a  +  /^)  cos  i(a  + /})  =r  sin  2(a  +  Z^)  +  »n  (a  + /^ ) 

und 

Bio  2(a+  /?)  =  2810  (a  +  /?)  cos  (o  +  ß), 
sin  («  H-  /?)  =  2sin  4(a  +  /?)  cos  j (a  +^) 
ist: 

cot^Cy  —  V') 

{2cos (tt  -4-  ^)  —  1  (  CO«  j(g  — '  jg)  —  cos |2^  —  jfa  —  />)( 

~        |2cos(aH-W  +  i|  sin  4(tf-«  — siul2zl  — i(«  — «T 

oder,  weil 

cosi(«  — /J)  +  cos|2^  — i(o  — /?)}=      Äcos^cosM— 4(a— /J)U 
sin  i(a  — /J)  -  sin{2Jf— i(a-/?)j  =  — 2co8  J  sinM— i(a-/?)j 

ist: 

. cos(g-|-/>)  cos  i(g  — />)  — cos  ^  cns|^  — j(tt~^){ 

COt,(y  — V')  — —  cos(«  +  «  sin  4(«-iJ)-co«  ^  sin  M-4(«-^)t' 

Leicht  bringt  man  diese  Gleichung  auch  auf  die  folgende  Foroi; 

co8(«+/?)  iin i I («-/Q-Hy-V') I  =co8^ sin i ^— i[(«— ^-(9— V)l I 

oder  • 

sin  4t(g  — /l)  +  (y  — ^){       cos  A 


sin  M  —  lU«  -  «  —  (9>  -  ^)1 1         eos(«H-i»)'. 


woraus  sich 
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«ini|(«-^).f.(y-V,)iH-«ii>M~i[(«-/»-(y-»)H 
mn4|(«-/»)  +  (,-Vr)(-«nM-i[(«-/»)-(».-^)l( 

,C08  yl-t-cfta(g  •4-  />) 
cos  ^  -^  cos  (a  -4-/1)^ 


also 


Ung  i|^-|-(v- V)|  cot  4M-(«  — ftl 
=:--eol  4J^4-(a  +  jS)j  cot  ij^  — (a  +  /f)}, 

«•d  folgKch 

tangiU^  +  (9>-V)t 
==^  cot  i\J  +  (a-t-ß)\  cot  i\A  —  (,a-t-ß)\  Unüg }\A  —  {a  —  ß)\ 

• 

erg^ebt. 

Wenn  ^  =  90«,  und  folglich  ZTztzOO«",  d.  h,  wenn  di«  Dia- 
fConale  CD  des  Vierecks  AB  CD  eio  Durchmesser  des  um  dasselbe 
bescbHebe Ben* Kreises  ist ^.  so  i«t  cos^  =  0,  sad  folglicb  nach  den 
Obi^^en  cot  4(5?  ■^iff)=s  —  cot  ^(a  —  /?)  =  cot  ^(/J  —  a),  also  y — y 
=:^— a.  Weil  nun  9  + 1^  =  ISO^*  —  (a  +  Z')  i«t,  tio  ist  9>  =  90» 
l-a»  ^=r90®  — /9,  und  die  IJale  J^/^  steht  aUo  auf  der  gehörig 
Terlinicerten  Diagonale  CD  senkrecht,  woraus  sich  der  folgende 
Sats  ergiebt: 

Die  gerade  Linie,  welche  die  Durschnittspunk te  der 
gegenübeVstehenden  Seiten  eines  in  einen  Kreis  be- 
schriebenen Vierecks,  dessen  eine  Diagonale  ein  Darch- 
messer  des  Kreises  istt'nit  einander  verbindet,  steht 
immer  auf  dieser  gehörig  verlängerten  Diagonale  senk- 
reöht. 

Eine  zweck mftssifre  Hebung  filr  Schiler  wird  es  seb,  eiaea 
rein  •  geometrischen  Beweis  dieses  Satzes  zu  suchen. 
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Eine  geometrische  Aufgabe^ 

Aus  J.  F.  PfaCTs  nachgelassenen  Papieren  mitgetheilt 


von 


dem  Herausgeber. 


Weil  es  io  ?ielfacber  Beziefaon|i^  intjcreasant  ist,  die  Arbeiten  , 
grosser  Männer  in  ilirer  nrsprüogliclien  Gestalt  kennen  zu  lernen, 
80  werde  ich,  wo  es  mir  thunlicli  zu  sein  scheint,  hin  und  wieder 
einige  Aufwalze  J.  f.  FfafTs  in  unveränderter  Form  in  dem  Archive 
mittheilen,  wubei  ich  bemerke^  dass  in  den  von  diesem  grossen  Ma^ 
thematiker  nachgelassenen  Heften,  in  welchen  er  seine  Ideen  nie- 
derzulegen pflegte,  fortwährentl  deutsche,  lateinische  und  französi- 
sche Aufsätze  mit  einander  abwechseln.  Ich  wähle  diesmal  absicht- 
lich einen  franziiaisrh  geschriebenen  Aufsatz  über  eine  ganz  ele- 
mentare geometrische  Aufgabe,  und  ersiiclie  die  Leser  nur,  nicht 
unbeachtet  zu  lassen,. dass  alle  di«*se  Aufsätze  ursprünglich  keines- 
wegs für  den  Druck  besiimmt  waren,  da  Pfutt*  wühl  nirmals  an  de- 
ren Veröfl'entlirhung  dachte,  indem  es  ganz  in  seinem  trefflichen, 
böcbst  ansprucbsli»sen  Charakter  begründet  war,,  den  Genuas  ledig- 
lich in  der  Arbeit  selbst  zu  finden,  und  nach  Beendigung  einer 
Arbeit  gleich  wieder  zu  einer  neuen  überzugehen,  ohne  sieb  nm 
eine  besondere  Ausfeilung  der  beendigten  Arbeiten  weiter  zu  be- 
kümmern« Kin  Fascimiie  seiner  Hasdscbrift  soll  vielieicht  später 
einmal  gegeben  werden. 

• 

Probleme. 

Soient  donn^es  deux  <;hordes  ^^, /^i&(Tab.  V.  Fig. 2.); 
I*avgle  qu'elles  fönt  entre  eux  (^tant  proloitg^es)  en 
F\  et  ladistance  de  leurs  miltettx  mh,  II  fa.uft  trottver 
ie  cercle  des  deux  cbordes. 

L     Prertiiere  Solution  g^om^trique. 

Analyse  g^om^trique. 

Soit  C  Ie  ceulre  du  cercle  en  auestion:  les  droitvs  €^^  C^ 
seront  perpendiculaires  aux  cbordes  aB^  DE,  Donc  dans  Ie  ^ua- 
drilat^re  aCbF^  la  somme  des  4  angtes  ^tant  s=  4  droits,  les  an- 
gles   C  et  F  ensemble  feroit  dsus  droits.    Done  Tangle   C  est 
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doDD^.  D'oD  il'tnit,  que  le  lien  g^omtoiqae  da  point  C  tat  \m  cir- 
coofi^rence  d'an  aegnieDt  dono^,  parce  qae  la  base  m6  et  Taugle  C 
de  ce  segmeot  toot  donnds« 

Qa'oo  mhüt  Ce  perpendiculaire  a  «A,  od  anra 

«*•  —  A€r»=  Ca*  —  Cd*  ; 
maiB 

Ja*  +  Ca*=JC*  =  CD*  =  />*•  +  Cd* ; 

dODC 

Ca*  —  Cd*  =  Dh*  —  ^Ä»  5 

dooc 

dtf»  —  be*  =s  /^Ä*  —  Am*. 

Qae  la  droite  ad  «oit  coup^  ea  denz  segaeDa  ^aaz  eo  f^  ob  a 

ae*  —  he*  =  {ae  —  de)  («tf  +  he)  =  2«rd  •/«  =  Dh*^4m*. 

Donc  la  droite  ^  et  le  poiot  e  sont  doon^.  En  tirant  done  par  e 
la  perpendiculaire  eC^  le  ceotre  C  sera  dam  cette  perpendiculaire, 
et  coinme  il  est  situ^  aussi  däna  un  segment  donn^,  ce  ceolre  lui 
mime  aera  donn^. 

CoDstruetion.  . 

D^crivez  iur  la  droite  donnöe  «rd^on  segment,  dont  Pangle  C 
aoit  180^  —  F  (d*apr^  la  Solution  connue  d'Kuclide.  Livr.  111. 
Prep.  33.).    Cliercbez  ä 

.   ^h\Dh^Aa^:=^Db'-Aa{\x) 

la  qnatri^me  proportionelle,  et  faites  la  =y;?,/'^tant  le  miliea  de 
ah,  Par  e  ^levei  eC  perpendiculnire  a  ah^  le  point  oä  ceV|e-ci 
coQpera  le  segment  construit  sera  le  ccntre  dn  cercle  en  qoeation. 
Ce  centre  ^tant  frouv^,  tout  le  resle  8*en  suit  imm^diaiement.  Car 
menant  Aa'=>\AB^  Db^=i\DE  perpendiculaires  a  Ca  et  Cb^  ob 
a  lea  pointa  A^  D^  etc.  etc. 

« 

IL    Seconde  Solution  g^omdtriqne. 

L'angle  F  et  la  droite  ah  dtant  donn^s,  le  liea  gdom^riqua 
da  point  F  est  un  aegmeut  donn^.    Or  on  a 

FA.FB^i^FD.FBy 

donc 

» 

(Fa  —  Aa)  [Fa  +  Aa)  =  (Fb  —  Dh)  {Fb  +  Db\ 

c'eat-ä-dira. 

Fa*  —  Am*  =  /*«»  —  />4», 
Fb*  —  #W«  SÄ  IW»  —  Am*, 
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•  I 

^n'oD  abaisse  de  JP  Bar  a6  Ja  perjieadicalaire  Pg^  od  aora 

DoDC  OD  a 

d'oii  OD  paryieot  a  noe  coDstructioD  toot  a  fait  semhlable  k  la  pr^. 
c^deote,  cd  d^crivaat  le  segmeDt  de  Pautr^  cot^  de  a6,  qui  appar- 
tieot  poorlaot  ao  oi^oie  cercle. 

* 

JIL    Troiai^nie  solaftio^D  alg^brique  trigoDom^triqoe. 


da  cercle  chercb^  jIC 
C5  on  a 


So\t'ABr=z2a,  DEz=iU\  le  rajOD  da 
=^^;  ]a  distaace  ab^:^d,    Daos  le  triaogle  a 

\ 
«Ä»  =  Cii* -+- C^*  —  2tt» .  C» .  COS  C. 

Mais  C=180*  — F,  doDC  cos  t?=z=  — cos/';  Ca^zi^AC^ -^ Aa* 
=  jp'-^a*5  de  mlne  C(^»  =  ä?*  —  ä*.    Dodc  od  aura 

i/»  =Är«  —  «»  -f-^«  —  i»  H-2V/(ar«  — a»)  (;r*  —  b*) .  cos  F. 
Qu'oD  motte  &sr*  —  «•  —  ä*  =  y,  od  aara 

Ä^    —  2  }    ^    —  w    —  2  ,07—0    —  -j ; 

doDC 

</»  — y=scos  F,l/(y  +  a»— Ä»)(y  +  ^«  — a») 


et 


ou 


</♦— 2«^y  +  y»  =  jy»  — (a*  — Ä»)»}  cos  Z'« 


y»  siD  F^  —  W»y  ===  —  rf*  —  (a*  —  ^»)»  cos  -F», 

ttoe  ^uatioD  qaadratiqoe  poar  y.    Od  aarait  pn  tronver  ane  teile 
imm^diatemeDt  pour  op^* 

IV.    Quatrieue  solatioD  trigoDom^triqne. 

Ed  ddsigDaot  les  äD|^les  Ca6^  Cba  par  E^  E\  et  en  coDser- 
Taat  les  d^DomiDatioos  ci  dessus  meatioDD^es,  oo  a 

TMIV.  28 
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0  « 

duuc  , 

^     '    d  yjn  E     ^.        d  «in  E 
siii  F  *  um  F 

Or  OD  a  (Sol.  I.) 

^(sin  £?'»  — sin  i&»)  =  ^»— «»• 


,  sin 

Mais 

sin  £r>-sin  JE?.=.L=^i^  ^  ill^ 

^cos  2ig^eos  2^^^.^  »(£r+g)  «in  i(g-ig) 
=  cos  ir  sin  i(^  —  ^)  =±=  sio  j/*  sin  ÜET  —  Ä). 
DoDc  on  a 

Ajant  trouv^  la  diffi^rence  des  angles  E'^-JS^  eonmie  od  eoBDoit 
leur  soinme  =F,  ^o  trouve  cei  aoglea  enx  ndiiiM^  d'on  aaiTeat 


»v    .;„  irK-       jp\ 2(^— g)(^-4-g)    .      „  .„  /  -, 

)    SID  ^(IT  -^  a)sss  .  tia  jT^  cos  ^F*  %»• 
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XXXVI. 

'  ■        . 

Beweis  des  uingekehrten  ptolemäisdien 

Satzes. 

Aus  J.  F.  PfalTs  Papieren  mitgetheilt 

TOD 

t 

dem  Herausgeber. 


lo  dea  Tiereeke  ABCß  (Tof.  V.  Fl^.  3.)  ae! 

JB.  CD -H  AD . BCzizAC.  BD. 

Med  soll  beweisen,  dass  sich  mn  dieses  Viereck  ein 
Kreis  beschreiben  laust. 

Liesse  sich  um  das  Viereck  ABCD^  dessen  Winkel  wir  der 
Kürze  wegen  bloss  durch  A^  By  C^  D  bezeichnen  wollen,  kein 
Kreis'  beschreiben,  so  würde,  da  die  SnaiBie  aller  Tier  Wioki^l  A^ 
B^  C^  D  Tier  rechte  Winkel  beträgt,  entweder  u^+ ^<  272  oder 
B  ^  D  <^^R  sein.  Sei  nun  einmnl  4  +  C  <i  %R,  Beschreibt 
man  dann,  was  immer  möglich  ist,  um  das  Dreieck  ABD  einen 
Kreis,  so  wird  dieser  Kreis  jederzeit  die  Diagonale  AC  selbst, 
nicht  deren  Verlängerung  über  den  Punkt  C  hinaus,  in  einem  ge- 
wissen Punkte  E  schneiden.  Es  ist  nämlich,  wenn  man  den  Win- 
kel  BED  der  Kürze  wegen  durch  .£?  bezeichnet,  ^-f-^=2/l, 
'  und  folglich ,  weil  tioch  der  Voraassctzung  A  ^  C  '^  %R  ist, 
E'^Cs  was  nach  eittem  bekanntes»  geemctriscbeu  Satze  nur  dann 
maglich  ist,  wenn  der  Punkt  E  in  der  Diagonale  AC  selbst,  niebl 
In  deren  Verlängernnff  über  den  Punkt  C  hinaus  liegt.  Zieht  ma» 
nun  die  Linien  JKF,  jEO^  F6,  so  ist  nach  einem  bekanotea  Sata# 
aus  der  Lehre  Tom  Kreise: 

ACiBC=CF:CE, 
ACiCDzz^CGiCE, 
BC.CD^CGxCF\ 

und  weil  ausserdem  die  Dreiecke  ABCuu^  CEF^  ACD  und  CEQ^ 
BCD  und  CFO^  die  Winkel  bei  C  .mit  einander  gemein  haben, 
so  ist 

^ABCryj^CEF, 

^ACDr^^CEG, 

^BCDfsj^CFO. 

2»* 


Also  ist 


woraus 


ferner 
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CFiEFzzzJC  xAB, 
FG',CF=BDi€D, 

1)    FG i  EPzszAC .  BDiAß ,  CBi 

CGxEG  =  AC  iJDy 
FGxCG  =  ßI}iBC, 


woraus 

2)    FG\EG  =  AC.BD:AD. 

Ans  1)  folgt 

FG\FO—EF=  AC. BD :  AC.  BD^AB.  CD, 

aboy  ,weil  nach  der  Voranssetzuag 

AB.CD  +  AD.BC=zAC.BD 

ist: 

3)    FOiF6  —  EF=iAC.BDiAD.BC. 

'  4 

Daher  ist  nach  2)  und  3) 

FG:EG  =  FG:FG'-EF, 


also 


und  folglich 


EG  —  FG  —  EF, 


EF+  EG  =  FG, 


welches  unmöglich  ist,  ^a.swei  Seiten  eines  Dreiecks  nicht  dessen 
dritter  Seite  gleich  sein  können.  Also  ist  die  Annahme »  dass  usi 
das  Viereck  ABCD  kein  Kreis  beschriehen  werden  könne ,  fislBcb, 
und  es  lässt  sich  daher  um  dieses  Viereck  unter  der  Voraussetsnng 
des  Sataes  immer  ein  Kreis  beschreihen;  wie  bewiesen  werden 
sollte.  • 
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xxxvu. 

Ueber  den  zweiten  Aafsati^  des  Herrn  Doctor 
Barfuss.  Theil  V.  Heft  2.  S.  13$. 

Von 

Herrn   Doctor   O.   Schlö milch, 

Primat Jocenten  an  der  Universität  zu  Jena. 


Wäbrend  Herr  Dr.  Barfoss  in  seinem  ersten  Aufsätze  eine  Kri- 
tik der  neueren- Ansicbten  versucht,  giebt  er  uos  in  seiner  zweiten 
Abbnndlung  eine  Probe  seiner  Darstellung'  der  Analjsis,  gegen 
welche  eine  nur  einigermaassen  scbarf  sebende  Kritik  sehr  Vieles 
einzuwenden  haben  wird.  So  Tiel'sich  in  der  Kürze  tbnn  läset, 
will  ich  hier  erwähnen. 

Den  Anfang  macht  der  Machtspruch :  „es  ist  wohl  zu  nn- 
terscheiden^  ob  eine  Reihe  bloss  eine  Summe  unendlich 
vieler  Glieder,  oder  ob  sie  die  Bntwickelung  einer 
Function  sei*',  d.  h.  mit  anderen  Worten,  wenn  da  steht 

so  können  hier  zwei  Bedeutungen  dieser  Zeile  statt  finden.  Wirk- 
lich! ein  Anfang,  wie  man  ihn  nicht  von  einem  Mathematiker  er- 
warten sollte.  Gleich  die  ersten  Worte  belehren  uns,  dass  eine 
Gleichung  wie  (1)  doppelsinnig  ist;  zwar  wird  hinzugesetzt,  dass 
die  Convergenz  oder  Divergetiz  beide  Bedeutungen  trenne,  aber 
das  hilft  uns  nichts,  wo  wir  die  Form  der' Reihe  noch  nicht  ken« 
neu,  wie  bei  allen  Anfängen  mittelst  der  Methode  der  unbestimmten 
CoefBcienten.  Rechnet  man  aber  mit  so  einer  hypothetischen  Glei- 
chung weiter,  so  weiss  man  keinen  Augenblick,  ob  man  es  mit  einer 
Identität,  oder  mit  einer  syntaktischen  Aehnlichkeit  zu  tbun  hat^ 
ob  also  die  Rechnnngsoperationen^  welche  die  Arithmetik  für  Iden- 
titäten gelehrt  hat,  hier  noch  richtig  bleiben.  Ich  werde  übrigens 
nachher  auf  diesen  Punkt  zurückkommen.  Darauf  kommt  etwa«  zur 
Vertheidigung  des  Resultates 


—  i  =  cos  jc  +  cos  2^  +  cos  3a? 


.  •  • . 


und  diese  Vertheidigung  stützt 'sich  auf  die  Behauptung,  die  frag 
liehe  Reihe  gehe  mcAt  aus  der  Reihe 

« 

cos  or  -I-  cos  2a;  +  ....  +  cos  mar 
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hervor»  weon  man  die  Zahl  m  (die  Gliederaosabl ! )  Ina  Da- 
endliche  wachsen  lasse,  anders  wenigstens  lassen  sich  die 
Worte  des  Herrn  Verfassers  nicht  interpretiren.  Dap  ist  wieder  da 
durch  nichts  motivirt^r  Hachtspruch ;  wenn  in  einer  Reihe  die  Glie- 
deransahl  ins  Unendliche  wächst,  so  wird  sie  eine  unendliche,''  sollte 
man  wenigstens  denken;  wenn  mein  Herr  Gegner  das  nicht  aogiebt, 
so  lässt  sich  darauf  so  wenig  antworten,  als  wenn  jemand  bebaop- 
tet,  er  könne  sich  eine  fferade  Linie  denken,  die  länger  sei,  als 
ein  äher  ihr  con^truirter  Halbkraia. 

In  §.  5.  finden  wir  etwa«  ganz  Neues;  ich  bitte  die  Herren 
Gauss,  Canchj'^  Dirichlet  u.  A.,  die  sieb  so  nnnftts  mit  der 
Coovergenzlehre  ffeplagt  haben,  hier  wohl  aufzumerken,  di^nn  sie 
erfahren:  dass  jede  ans  der  Function  f{jc)  entwickelte 
Reibe  convergirt^  wenn  ihreGlieder  bis  zum  V^rscbwio- 
den  klein  'vrarden«  Es  ist  mir  sehr  lieb,  dass  ich  das  wei&s;  es 
bandelte^ sich  neulich  um  den  Werth  des  Integrales 

y***    e-i         dt 
0  1  —  r-' '  V/i 

1  1  1.  • 

'leb  glaubte  erst,  derselbe  sei  unendlich;  da  aber  Herr  Dr.  Barfaas 

sagt,  die  Reihe  rechts  convergire  (denn  sie  ist  eine  fallende  and 
anch  die  Entwickelung  einer  FuBCtiim).  so  wird  derselbe  wohl  ein 
bestimmter  angebbarer  aein.  Ich  hatte  nämlich  so  geschlossen« 
ea  ist 

11     .  _Lj_  JL 


d.i. 


^\7n  ^^^^  ^  ^*^' 


folglich 


oder 


'^^"(vTi  -«-r72+  ••  +i7Ji)>'^''"l/^ 


aber  ich  sehe  eben,  dass  ich  ^ich  hier  geirrt  habe;  die  Reilie 

T7\  "1"  r/2  •T'  • .  •  •  in  inr. 

gebt  wabrflcbeinlicb   nicht  ans  j-tj  -f-  r^  +  ....+  r^z  hervor. 
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■ 

wmn  mall  die  GliedemataLl  •  im  Unendliobe  wachsen  Viant  — 
Aber  Herr  J)r.  BarfiiM  beweist  doeb  seinen  Salz,  wie  gebt  es 
d^nn  an,  daas  wir  ans  widersprechen?  filieravf  ist  die  Antwort 
folgende. 

Die  Frage,  ob  eine  Reihe  convergire  oder  nicht,  redueirt  sich 
im  Grande  auf  eine  andere,  nämlich  die,  giebt  es  einen  endlichen 
Ausdruck  y  welchen  die  Reihe  identisch  ist  "oder  nicht.  Findet 
das  Erste  statt,  so  muss  die  B^ihe  eine  fallende  und  convergente 
sein ;  denn  wären  alle  Glieder  grösser,  als  eine  angehbare  Grösse  c, 
so  wären  alle  Glieder  zusammen  ins  Uoendliche  fortgesetzt 


d.  u 


9+€ 


«(» 


•  •••/> 


mithin  wäre  die  Summe  der  Reihe  unendlich  und  nicht  einem  end- 
lichen Ausdrucke  iden tisch 9  wie  vorausgesetzt  wurde«  ist  ferner 
sf I  +  s^«  +  sf t  +  •  •  • "  ^n  }^'  =  ^9  so  heisst  diess  nichts  Anderes» 
als  Lim  (üi  -Hsf,  +•...  +  «%)  =  S,  Hieraus  folgt  daoo  unter  der 
Voraussetzung,  dass  S  eine  endliche  Grösse  ist,  sehr  leicht,  dass 
der  Rest  der  Reihe  sich  der  Null  nähero,  also  die  Reihe  convergi- 
lea  fl^iisse.    Wos  tbnt  nun  Herr  Pr.  ßarfussl  er  «eigt»  dass  wenn^ 

isty  die  Reihe  conver^irt,  oder  weil^couTergiren  einer  endlichen 
Grösse  gleich  sein  heisst  und  er  unter  /{a:)  doch  nichts  unendli- 
ches versteht,  so  zeigt  er:  wenn  eine  Reihe  einer  endlichen  Grösse 
gleich  gesetzt  wird,  so  ist  sie  einer  endliehen  Grösse  gleich.  Ja 
aran  zweifelt  gewiss  Niemand,  aber  Herr 'Dr.  Barfuss  nat  seinen 
Satz  doch  im  Gefühl  des  Richtigen  aufgestellt.  Die  Sache  ist  so: 
das  unschuldige  Zeichen  =  ist  bei  Herrn  Dr.  Barfuss  nicht  das 
gemeine.  IdencitStszeichen ,  wie  wir  es  nehmen;  oh  nein!  das  ist 
ein  gar  wunderbares,  protensartiges  Wesen;  einmal  lässt  es  sieb 
wohl  zu  unseren  beschränkten  Begriffen  herab,  das  andere  mal  aber 
bezeichnet  es  einen  höchst  geheimnissvollen  syntaktischen  oder  un- 
bestimmt allgemein  analytischen  Zusammenhangs  so  etwa,  als  wenn 
Scbelliuf^  hinsetzt:   Wärme  =  Expansion,  was  wir  Anderen  Unein- 

feweibten  und  weniger  Erleuchteten  nicht  verstehen,   auch  verste- 
en  zu  W'>llen  uns  gar  nicht  anmaassen  dürfen.    Wenn -daher  Herr 
Dr.  Barfuss  in  §•  5.  den  Beweis  mit  den  Worten  eröffnet:     Bs  sei 


/(ät)  =  Xa>  •+•  X(2) 


X(n)  +  /!(«), 


ao  weiss  man  nicht,  welche  Bedeutung  gemeint  ist;  wahrscheinlich 
aber  ist  hier  nur  von  der  genannten  überschwenglichen,  fdr  uns 
onbegreiflicben  Symbolik  Gebrauch  gemacht.  So  geht  es  nun  fort 
vnd  die  Bedeutung  von  s=:  schwankt  immer  zwischen  beiden  Ex- 
tremen und  klappt  zuletzt  in  die  f^ewöbnlicbe  Auffassung  um.  Das 
Alles  lässt  sich  vermeiden,  wenn  man  auf  den  im  vorigen  Aufsatze 
ven  mir  gedachten  Vorschlag  eingehen  will ,  diese  verschiedenen 
Bedeutungen  dareb  verschiedene  Zeichen  auseinander  zu  halten; 
aUsaerdem  verwirren  sich  alle  Begriffe  und  man  kann  ^ar  nicht 
etnmal  mit  Jeauind  aick  ordentlich  verständigen,  weil  er  sieb  weeh- 
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aelweis  iaaier  binter  der  andercD  Bedentnng  verkrieeheii  ksan, 
wenD  man  ihu  aus  der  ersten  herausgetrieben  bat 

Ich  will  bloss  noch  Biues  berühren^  uu  zu  zeigen,  dass  der 
Herr  Dr.  Barfuss  gar  nicht  einmal  wei^s,  was  die  neuere  Beband« 
langsweise  der  Aoalysis  will.  Bs  ist  dies»  die  Bemerkung  über 
Caucby's  Beweis  für  das  Binomialtbeoren,  der  darin  besiebt»  daas 
die  Gleichungen 

/■(/*)  =  1  -f-  n^je  +  Wa^V- f-  .... 

mnitiplicirt  werden,  wobei  sich  durch  eine  Eigenschaft  der  Bino- 
miulcoefficienten  die  Glejchung  ergtebt: 

ans  welcher  j^«i)=:[/(l)]«  =  (l-^-Är)"  folgt.  Nein  Herr  Gegner 
meint,  weil  dieser  Beweis  sich  auf  eine  Eigenscbdft  der  Caefficieo- 
ten  gründe,  so  passe  er  ganz  gleicbförmtg  auch  für  den  Kall  der 
Divergenz  und  will  so  zeigen,  doss  der  Beweis  ebeDfalfs  Mie  allge* 
meine  Gülfigkeit  der  Binomialreihe  dartbue.  Hier  siebt  man  klar 
das  durchaus  unkritische  Verfahren  meines  Herrn  Gegners,  leb 
muss,  um  diess  deutlich  zu  machen,  folgende  Punkte  benrorbeben. 

I.  Die  Arithmetik  lehrt  uns  bloss  mit  geschlossenen  Ausdrucken 
und  Gleichungen  i.  e.  absoluten  Identitäten  rechnen.  Will  man  nun 
diese  Rechnufigsoperatioiien  auf  nicht  geschlossene  Ausdrucke  (un- 
endliche Reihen)  anwenden,  so  kann  diess«  wenn  man  nicht  gera- 
dezu Hypothesen  machen  will,  nur  dadurch  geschehen,  duss  man 
ein  Priucip  dieser  Anwendbarkeit  aufweist,  d.  h.  dnss  man  sich 
einen  -Rechtstitel  verschafft,  welcher  die  Erlaubnlss  dazu  enthält. 
Diess  ist  eine  Forderung,  welche  jede  gesunde  Kritik  machen  muss, 
die  sich  in  der  Mathematik  ebenso  nothwendig  herausstellt,  wie  die 
ganz  verwandten  Fragen,  welche  die  Kritik  der  \ernuAft.zu  be- 
antworten bat.  Lässt  man  sie  uolierücksichtigt  oder  nimmt  auf 
Treu  und  Glauben  die  allgemeine  Gültigkeit  aller  hrithmetischen 
Operationen  über  die  Gräuzen  hinaus  an,  innerhalb  deren  aie  be- 
weisbar sind,  so  verfällt  man  wie  Herr  Dr.  Barfuss  in  den  Fehler 
eines  unzeitiffen  Dogmatismus,  ganz-  wie  in  der  Metaphysik. 

H.  Woher  nehmen  wir  aber  jenes  Priocip?  Hierauf  lässt  sieb 
antworten,  wenn  man  sich  an  ein  ganz  alljgemeines  Gesetz  erin« 
nerty  welches  sowohl  in  der  Philosophie  wie  in  der  Mathematik  gilt, 
und  welches  dahin  lautet,  dass  wir  überhaupt  nur  von  solchen  Dingen 
wissenschaftlich  etwas  aufmachen  können,  die  uns  rein  anscbatt- 
lieh  gegeben  werden  können.  Dazu  gehört  aber;  dats  wir  sie  aia 
Ganzes  zu  fassen  vermösren.  Diess  lehrt  uns  auf  der  metaphyaiscben 
Seite  die  Nichtigkeit  aller  sogenannten  speculativen .  Theologie, 
Kosmologie  etc.,  weil  wir  weder  Gott,  noch  die  Welt  etc;  uns  in 
Zeit  und  Raum  als  Ganzes  denken  können,  und  auf  der  mathema* 
tischen  Seite  bekommen  wir  dadurch  eben  jenes  Princip»  welches 
ao'beisst:  „einer  wissenschaftlichen  Behandlung  unterliegen 
ins  Unendliche  fortlaufende  Ausdrücke  nur  in  so  fern, -als  nie  aicb 
als  geacblossenes  Ganzes  anaeben  lassen",  prüeken  wir  diesa  in 
aatbematiseher  Sprache  aus,  so  haben  wir  den  Sats;    Alle  nög^i- 
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elMii  KeeliDinig^operatiotieii  aind  Dor  dMo  auf  eine  anendliehe  Reibe 
BDweBdbar,  wenn  dieaelbe  eioer  eodlicheD  be^änzten  GrÖsie  iden« 
tiaeb  iat,  und  »war  ist  {[^rade  Ideadtit  not  big,  weil  keine  andere 
Besiebnng  nna  erkennen  lätat*,  ob  die  fragliche  Reibe  als  endlicbe 
Grdase  betrachtet  werden  könne.  Soll  aber  eine  unend liebe  Reibe 
einer  endlieben  beatimmten  Gri^sse  gieicb  sein,  so  mnst  sie  erstlicb 
fallen,  wie  oben  gezeigt  wnrde^  und  ausserdem  lanss  sie  dann  nocb 
die  Eigenscbaft  beben,  dass  ibre  Sumne  sieb  jener  endlichen  Grösse 
mehr  undn^hr  nähert,  je  mehr  Glieder  der  Reihe  vereinigt  wer« 
den;  Reihen  der  Art  aber  nennt  man  kurz  convergireode. 

III.  Da  also  die  Conyergenz  der  Reihen  das  Prineip  der  An- 
wendbarkeit arithmetischer  Operationen  auf  Reiben  enthält,  so  mnsa 
die  Lfcbre  von  der  Cön?ergenB  der  Reiben  jeder  anderen  Betrach- 
tung derselben  torbergeben. 

Bieraus  siebt  man^  dass  die  Hypothese 

/^jr)=s -<rf  + Äa?-|- Cor* +  . . .  • 

welche  den  Anfang  der  Methode  der  unbestimmten  Coef&cienten 
macht,  viel  grösser  ist,  als  man  gewöhnlich  glaubt,  weil  mit  dem 
Gleichheitszeichen  schon  die  Hypothese  der  Convergenz  und  der 
Anwendbarkeit  aller  Operationen  gemacht  ist,  während  man  nocb 
gar  nicht  weiss,  ob .  man  hierzu  berechtigt  ist.  Vor  Hypothesen 
aber  hat  sich  die  Mathem.alik  am  meisten  zu  hüten,  wenn  sie  nicht 
ihren  bisherigen  Ruhm  einbüssen  will.  Daher  ist  die  umgekehrte 
Methode  torzuzieben,  bei  welcher  die  Form  der  Reibe  (A^ßyC,.) 
bekannt  ist  und  folglich  auch  durch  die  CoD?ergeoz  die  Anwend- 
barkeit der  zur  Suminirung  oöthigen  Opfratiouen  gesichert  ist» 
Ebenso  einfach  sieht  man  jetzt  den  Irrthum  des  Herrn  Dr.  Barfuss 
ein)  er  will  für  jedes  jc  die  beiden  Reihen 

/■(»)  =  l -I- «i,a? -I- «ijÄT* -H ... . 

mit  einander  multiplieiren.  Das  ist  ein  Herumtappen  im  Finstern, 
so  lange  er  nicht  weiss,  ob  er  endliche  Dinge  vor  sich  hat  oder 
ntcht;  mit  unendlichen  Factoren  aber  multiplieiren  lehrt  keine  Arith* 
metik,  sie  lehrt  überhoupt  nicht  mit  Grössen  rechnen,  die  sich  dem 
Rechner  unter  der  Hand  verändern.  Ja  schon  dadurch,  dass  er  nur 
sagt,  ich  will  l  +  iN^^  +  M,a;* +  ^.*  •  mit /(im)  bezeichnen,  ist 
schon  stillschweigend  angenommen,  dass  /(m)  eine  endliche 
Grösse,  folglich  die  Reihe  convergent  sei,  denn  diese  Bezeichnung 
hat  keinen  Sinn^  wenn  sie  nicht  eine  Identität  sein  soll.  (Hier 
bleibt  freilich  dfm  Herrn  Dr.  Barfuss  immer  wieder  die  Hinterthör 
der  syntaktischen  Bnlwickelung  offen.)  Gerade  die  Mnitiplication 
zweier  Reiben  ist  eine  Klifipe,  die  man  nur  durch  Handhabung 
scharfer  Kritik  vermeiden  kann.  Es .  kommt  nämlich  der  Fall  vor, 
dass  das  Produfct  zweier  coov«rgenten  Reihen,  so  wie  man  es 
gewöhnlich  schreibt,  eine  divergente  Reihe  wird>  ivie  man  bei 
Cauchy  page  149.  sehen  kann.  Caucliy  giebt  keine  weitere  Krklä* 
rung;  dieselbe  liegt  sehr  einfach  darin,  dass  man  das  IVoduct  will- 
kiihrlich  nach  einer  Kegel  anordnet,  die  bei  endlichen  Reihen  rich- 
tig ist,  bei  unendlichen  falsch  werden  kann.  Für  Herrn  Dr.  Bar- 
fuss will  ich  noch  bemerken,  dass  er  bei  seinem  Tarlei  des  Cau- 
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elij'tcb«ii  Bill^iiialbaivttiie»  mnt  üben^ehsn  h»t,  4mB  die  Gleiekaag 
Am)A^)^Am^m)  swei  AMOöranffeB  hat,  iiiUnlieh/(«0a3(/(l))* 
iiii4  4it8  Dnepitlidie^  yod  deo«n  die  «rate  dem  Falle  der  CoiiTergMs, 
die  »weite  dem  der  Divergens  eoupreeheD  wärde,  wean  man  aidk 
überhaupt  auf  dea  letalereo  efinla«ieB  dürfte.  Waa  iah  hier  mit^ 
Iheiie,  sind  ovr  die  Graadgedankea  atoer  krttiachea  Pbiloaophie  der 
Hatbematik ,  die  ich  apäter  im  Zpsammeahange  auearbeitea  werde. 
Dieselbe  Frage  naeh  der  Anwendbarkeit  der  arithmetiaehea  Opera* 
tioaen  wiederholt  sich  aiieh  bei  den  imaginären  Gröeaen,  den  na- 
endlicheo  Prodncten  and  Kettenbrücbea  nnd  lätst  sieh  anf  ähnliche 
Weise  aaeh  dort  Idsea.  Einiges  davon  enthält  mein  zu  Ostern  er- 
scheinendes „Handbuch  der  mathematischen  Anaijsis'',  bis  so  dea- 
sea  Yorbaadensein  ich  weitere  Discussionen  über  diesen  Gegenstand 
^u  verschieben  bitte ^  weil  ein  Streit  jiur  dann  au  etwaa  fohreo 
kann,  trenn  die  Principien  der  Sache  klar  upd. bestimmt  aosg^pro- 
eben  vorlieffen. 

.  Noch  eine  Bemerkung  in  Besag  auf  Pries.  In  seiner  Natnr- 
philosApbie  sagt  Fries  einmal  ganz  richtig,  man  könne  eigentlich 
nur  mit  convergenten  Heihen  sicher  rechnen,  hioterher  aber  macht 
Ihn  Eulers  sorglose  Weise  stutzig,  und  er  meint  nun^  da  man  doch 
mit  divergenten  Reihen  auch  operirt  und  nichts  wesentlich  Falachea 
heransgebrsebt  habe,  so  müsse  es  doch  ein  Princip  gehen,  nach 
welchem  Rechnungen  mit  diesen  Reihen  erlanbt  seien.  Darauf  sagt 
er:  mir  scheint  die  Sache  in  dem  Unterschiede  der  sjntaktiaehen 
und  arithmetischen  Bedeutung  der  Reihen  xn  liegen.  Hier  ist  die 
Sache  gans  klar;  Fries  hat  den  richtigen  Grandgedanken,  macht 
aber  Bulers  Autorität  zu  Gefallen  eine  Hypothese ,  für  die  er  nach 
nirgead  einen  Beweis  bringt.  Das 'ganze  Argument  aber  fällt  weg, 
wenn  man  zeigt,  dass  wirklich  allerhand  Verkehrtes  durch  jenes 
Rechnen  in  den  Tag  hinein  herauskommt,  wie  ich  diess  in  dem 
vorigen  Aufsätze  gethan  habe,  und  wenn  man  kritisch  ontersucht, 
auf  welchem  Grunde  jene  Rechnungen  ruhen.  Herr  Dr.  B^rfass,  der 
wie  Ich  glaube  auch  Friesianer  sein  will,  hat  demnach  Fries  sehr 
schlecht  verstandeo.  Das  Vermäcbtuiss,  welches  unser,  zwar  im 
Graisenalter,  für  uoa  aber  doch  noch  zn  frö^  verstorbene  Lehrer 
nas  binterlassea  bat,  besteht  in  der  Anforderung,  die  Wissenschaft, 
der  sich  jeder  einzelne  gewidmet  hat,  nach  daa  Gruudsätsea  seiner 
Philosophie,  die  nicht  umsonst  die  kritische  heisst,  zu  bearbei- 
ten, wie  diesa  für  die  *  Pflanzenph^siologie  bereits  von  unserem  ge- 
nialen Schieiden  geschehen  ist;  ebenso  hätte  Herr  Dr.  Barfnas, 
der  älter  als  ich  ist  and  länger  das  Glück  hatte,  Friea  persöaticJi 
sn  kennen,  die  MatbemBtik  kritisch  bearbeiten  sollen.  Statt  deasen 
ergreift  derselbe  eine  nnglnekliche  Hypothese  uaserea  Ijohrera  nnd 
meint  wahrscbeialich,  weil  sie  Fries  ausgesprochen  hat,  aei  sie  an« 
umstössliche  Wahrheit;  (wie  folgt  denn  nur  aus  dem  Satze,  daas 
die  Priaeipien  der  Mathematik  rein  anschaulicher  Nator  aiod,  die 
Lehre  von  der  syntaktischen  Bedeutung  der  Reihen?).  Da  nun  aa 
Herrn  Dr.  Barfuss  diese  Aufforderung  Ongehört  vorabergezogen  iat, 
so  suche  ich  jetzt  derselben  nachzukommen,  obgleich  diese  Aofgabe 
mit  meinen  Fähigkeiten  hei  weitem  weniger  in  Binklaag  an  aein 
acheint)  ala  mit  den  seinigen. 
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neue  analytische  Gleichung,  and  deren 
Anwendung  auf  die  Bestimmung  eines  vielfa- 
chen Integrals  und  die  Summirung  einer 

Reihe. 

Von 

Herrn  F.  Arndt, 

Lf€brer  am  Gymnacbm  lu  Stralsimd. 


Hollweid«  bat  aicli  in  seiner  Fortsetinng  des  Klügelschen 
WSrterbocbs  (Artikel  Samniirong  der  Reiben  S,  739.)  mit  der 
Siiainiation  der  Reihe  bescbäftifft,   deren  allffeneines  Glied  durch 

7,        -c-^*  — .vQ      -t;  ausgedrückt  wird,  iodem  ^  den  von   Null 

•18  iinendlicb  wachsenden  Index  bezeichnet,  und  stellt  die  Snoime 
durch  drei  bestimdite  Integrale  dar.    Indem  ich  mich  nun  bemühte,, 
die  allgenieiBere  Reihe  ui  sumniren,.  deren  allgemeines  Glied 

Ist,  wo  k  seine  vorige,  Bedeutung  hat,  wurde  ich  auf  die  Untersu- 
chung einer  Summe  mit  endlicher  Gliederzahl  geleitet,  und  das 
Repultat,  welches  ich  fand,  schien  mir  merkwürdig  genug  tu  sein, 
um  es  im  f^olgenden  mitzntheiien. 

1. 

Sind  X,,  X^,  ^,  ....  Am  beliebige,  aber  slimmtlich  von 
einander  verHchiedenc  Crossen,  so  findet  stets  die  in- 
teressante Relation  mutf: 


1 


(1«  —  A,)  {In  —  ij)  «..  (An  —  i«— l) 


*         I 
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Beweis.     Aub    der  Theorie    der  Zerlegung    iler   gebrocIieacB 
Fuijctionen  in  Partialbrüche*)  ist  bekannt,  dass  man  setzen  kana 

1 yJi  A^       ^  ,      Jim—\ 

und  dasB  dann  die  Coefficienten  ^,,  ^,, ....  ^t^\  durch  fiilgeode 
Werthe  bestimmt  sind: 

j  ' 

j= L 

•      (A,-Ji,)....(i,— ii„) 


. 1 

Di?idirt  man  also  die  Wertbe  tob  A^^  A^y  ••••  An^i  resp.  durch 
—  (A,, — X,),  — (X, — Xj),  .... — (Xm  —  ^,),  ubd  summirt,  so  eot- 

steltt 


I 

U.    8.    W. 
I 


a„— A,  u«— ii,)....a„— A^-iv 

und  .wenn  man  die  Glieder  auf  der  Rechten  auf  die  Lioke  brioKt« 
so  entspringt  das  Theorem,  welches  ich  oben  ausgesprochen  habe. 


Zuvörderst  ist  nun  die  Bedingung  der  Convergenx  der  Reihe 
festzustellen,  deren  allgemeines  Glied  wir  oben  angegeben  babeiu 
Wird  dieses  durch  «a  bezeichnet,  so  findet  mau  leicht,  daas  der 

absolute  Werth   des  Verhältnisses  — -^  den  absoluten  Wertb  tob  jc 

zu  seiner  Gr&nze  hat,  und  nach  einem  bekannten  Theorem  tob 
Caucby  (s.  die  Analyse  alg^hrique  p.  134 ),  wird  also  obige  Reihe 
conTergent  sein,  wenn  der  absolute  Werfli;von  of  kleiner  ak  die 
Einheit  ist. 

Dies  Torausgesetzt,  bestimme  ich  die  Summe  der  unendiicbea 
Giiederza(il 

/  ,  f ^'-«-*    .    . 

,  7=di  {lt^k)(X^-i-k) (In  -H  k) 

auf  folgende  Art. 


*)  Griinert  Leitfaden  fQr  den  ersten  Unterricht  in  d^r  böhern  Analysis. 
S.  1$1. 
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Zuvorderst  ist 


1— AT  • 


das  iDtegpral  von  dr  =  0  bis  ^  =  ar  ausgedehnt.  Denn  differeniiirt 
man  den  Ausdruck  auf  der  Linken,  und  sunmirt  die  dadurch  ent- 
standene geometrische  Progression  von  unendlicher  Gliederzabi,  so 

findet  sich  tu^i  welches  zwischen  den  Gränzen  0  and  Of  integrirt 

werden  muss,  um  den  Werth  auf  der  linken  Seite  wieder  zu  findend 
Dm  nun  X, -f-it  als  Factor  in  den  Nenner  zu  bringen,  multi- 
plicire  man  jene  Gleicbug  mit  ^Aa~i>i— iito,  «nd  integrire,  so  ent- 
steht 

das  neue  Integral  von  0  bis  a:  ausgedehnt. 

Ebenso  multiplicireman  diese  Gleichung  mit  aplt'^l»'-^dap ^  und 
integrire;  dann  erhält  man 

t 

Geht  man  auf  ähnliche  Art  fortj  so  gelangt  man  la  dem  allgemei- 
non  Aasdmok: 


(b)  5 


0?**+* 


alle  Integrale  von  ar  =  0  bis  a?  =  ar  erstreckt. 

;)ie8es  vielfache  Integral  gestattet  eine  Zerlegung  in  n  einfa- 
ntegrale. 
'  Denn  nach  der  ersten  allgemeinsten  Reductionsformol  ist  zuerst 


kx-Ux 
x' 


Mnkiplicirt  man  dieses  mit  ^iU— A«~id[ir,  integrirt,  nnd  bestimmt  je- 
des Doppelintegral  auf  der  Rechten  wieder  nach  der  allgemeinste» 
RedttctioDsformel»  so  wird 


«4« 

—      (A,-A,)(A,-A,)*/     \-x 

1     ^     rxu-'Ux 

^(i,-i,MA,-i.)    «^     1-ar   • 

Setzt  mttii  itiese  Botwickeluiig  docIi  weiter  fert^  eo  veramiliet 
«an  leicht  d«a  hier  obwelisende  GesetB»  nuiltek:' 

~.    a,— A,)(i,-i,)....(iU-i,)  ••/    1-* 
(Ai-A,)U,-i,)....(i,.-i,)  V     1-ar 

I 

\ 1 .  fs^—^dx 

Die  FactoreD  der  Neener  befolgen  daa  ^eaets,  daas  stteral  A|  vw 
allen  übrigen  Grössen  A,,  ^«^••••Am,  dann  A,  von  allen  ährigen, 
dann  X^  n.  s.  w.  abgezogen  wird« 

Dm  indessen  die  allgj^etne  Gi^ltigReit  dieses 'Itesnltatea  sa  er- 
weisen, nehmen  wtr  an,  dass'  die  Gieicliaiig  (c)  richtig  sei,  und 
erweisen^  dasa  das  Gesetz  bleibend  ist,  wenn  n  übergebi  in  is-f-1. 
In  der  That,  dittitrpitciren  wir  (c)  mft  a?**44— A«— I^^  y^^^  -y^^^ 
grireo  nach  der  allgemeinsten  Reductionsformel,  so  erhalten  wir 
n  Differenzen,  nämlich: 


1  ^  1 

Da  nnti  über  — .;■,  .■  ;, '       ,  \^— IVh*^.^ — 5-777 — i-r— rx — ; — : 
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ist,  and  t«d  itm  ibrigtm  Ünti  Coeffieienten  dasMlb«  gilt,  ■•  üt 
nach  (a)  offietibar  die  Somme  der  CoeffieieDtea  vod  / — = 

und  folglich  bleibt  die  Gleicbong  (c)  richtig. 
Somit  babeo  wir  nnn 


4sx 

(d)    2 


0 


X 


xh^    •  Xu— 1 


(ii— in-i) (i,— Am-.i)  -..(JU  —  ln-i)  V/  0        1  —  or 


/: 


*x  x^m^l^^dx 


Ui  —  Ih)  {i%  —  X») ... .  (JU— 1  —  Im) 


0      1  — ar    ' 


E«  fragt  sieb  jetst,  ob  diese  Reihe  noch  fiir  ^  =  1  gelte.  Denkt 
man  sich»  nm  dies  sn  nntersuchen,  Jh  schon  so  gross,  dass  die  Facto- 
ren  X^  +JSif  X,  +  ^9  a.  s.  w.  sämmtlicb  positi?  sind,  und  ist  Xo+Jk 

der  kleinste  nnter  ihnen,  so  ist  ß^^i)(i^h)^.^i^^)  <  5^* 


nnd  fo]e\ieh  2^^^^^ty^^^^^^^'^<2^^J^^_^J^y,,  wenn   a  der 

Werth  Ton  Jb  ist»  Ton  welchem  alle  Pactoren  anfangen  poaitiv  in 
sein.  Da  nnn  nach  einem  bekaanten  Satse  die  Reihe,  deren  allge- 
meines Glied  n  ^ifeü  >>'}  conTorgirt,  wenn  m^l  ist,  so  gilt  die 
Formel  (d)  für  «=1  nnter  der  Toranssetznng,  dass  it^l  ist. 

Ist  endlich   1»  =  1 ,   so  wird  die  Reihe  j^       ^  +  .  -^i&-i,i 
-I-  n.  s.  w.»  welche  bekanptermassen  divergent  ist. 


3. 

Mittelst  der  €Mcbmg  ( d )  liaat  sieh  i^ och  etae  andere  bemer« 
keaiwertbe  Reibe  sanmiren. 

Beieiebaet  imn  den  Aoadruck  auf  der  Linken  in  der  Relation 

(d)  durch  ««,  multiplicirt  ihn  mit  x"''^  nnd  differenaiirt  dae  Pro- 
dnct  auf  bekannte  Weise,  nämlich  ^(^J^-**)— (^,,;t,)a:«-^^-* .  #„ 

GX 


äx   ' 


so    erhält    man    wegen    (b) 


dx 


44S 

=  (a  — Ä«)ar«  — ^"  — l.#»4-Är«  — ^*-i  — ^.#„«1.  Führt  Baa  bqb 
die  aus  (d)  sich  ergebenden  Ausdrücke  für  Sm  und  #«-.1  eluy  und 
zieht  zusammen,  so  gelangt  man  zu 


2 


(a  H-  ifr)a?«-**-l 


(g  — A,)a:«  Jli— 1 fxU— 


X 


-Ute 


(ff  —  il«)^— ^— 1 


sämmtliche  Integrale  zwischen  den  Gräozen  0  und  a:  g^endmnen. 

Die  Convergenz  dieser  Reihe  Ist  besonders  festzustellen,  da 
man  von  der  Reihe  in  2.  auf  sie  keinen  Schluss  machen  kann,  in- 
dem sie  dnrch  Differenziation  abgeleitet  ist. 

Dass  aber  vnsere  Reihe  conver^ent  ist,  wenn  der  ahsointe 
Werth  von  ac  kleiner  als  die  Einheit  ist,  erhellt  aus  dem  schon 
oben  angewandten  TheoremN  von  Cauchj. 


SXXVÜI. 
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A  Toccasion  d'nne  eommnnication  de  M.  Hasson  sor  la  Photo- 
metrie, Bf.  Abel  Transon  Signale  nn  ph^nom^ne  corienx  qne  ehacnn 
peut  y^rifier  tr^s  facilement.  Si  on  fait  pirouetter  übe  pi^ce  da 
jen  de  domino  snr  le  petit  clou  qui  fait  ordinairement  saillie  an 
cantre  de  Ja  face  noire,  on  verra  les  points  de  la  face  nam^titäe 
^banger,  a  nn  certain  degr^  de  vitesse  tr^s  faible,  lenr  coaloar 
noire  pour  nne  teinte  d'nn  ronge  assez  yif  (Sooi^t^  philonyitiqiM 
de  Paris). 
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tbog.  Tafeln  (in  gr.  4.).   gr.  8.   Quedlinburg.    1843.   1  ThIr.  8  ggr, 

Ueber  die  Stabilität  der  Erdbekleidungen  und  deren  Funde« 
mente  von  Poncelet.  Aus  dem  Französischen  übersetzt  und  mit 
einem  Anhange  vermehrt  von  4*  W,  Labmejer.  Braunscliweig.  1844. 
8.     1  Tblr.  20  ggr. 

• 

Maschinentafel  in  Farben,  eine  Dampfmaschine  darstellend.  Für 
höhere  iind  niedere  Lehranstalten.  In  |;r.  Imper.  Folio.  -  Mannheim. 
1843.    Auf  Leinwand  mit  H'olzstäben.    4  Tblr. 

Erklärung^  dazu.    4.    Ebend.    1843.    geb.  3  ggr.  ^ 

Werkzeichnungen,  oder  praktische  pnd  detaillirte  Zeichnungen, 
Beschreibungen  und  Erläuterungen  der  verschiedenen  Arten  von 
ausgeführten  Maschinen  und  Maschinerien*  Herausgab«  v.-  C.  T. 
N.  Mendelssohn,  unter  Mitwirkung  mehrerer  Techniker.  2r  Bd. 
Is  Heft;  entb,  Furnier -Sagemaschine  noch  franz.  Princip.  Kreis-, 
säge  für  Tischler^  Instrumentenmaclier  etc.  nach  A.  Gallowaj.  •— 
Transportable  eiserne  Winde  nach  engl.  ConMruetion.  (6  lithogr. 
Blätter,  g»  FoL)  gr.  8.  Berlin.  1843»  1  Tblr.  12  ggr.  (M*a 
vergl.  Liter.  Ben    No,  XIV.    S.  215.) 
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Mallets  Beriebt  fiber  .die  atttosphäriaehe  Biteftbalui  yob  Dablüi 
nach  Dalkey  in  Irlan4»  ausgefübrt  und  in  Betrieb  geeetst  tob  den 
Herren  Clegg  und  Samuda«  Mit  einem  Stahieticb:  Ansicht  der  at-> 
nioepbäriachen  Eisenbabn  von  Dnbiin  naeb  Dalicej.  Dannstadt»  1844. 
8.    6  ggr.     , 

Taffe:  Application  de  la  m^caniqne  aux  machinet  le  plan  en 
usage,  mues  par  Peau,  la  vapeur,  leWent  et  les  aninanx  et  k  di- 
yersee  constrnctions.    Sme  ^dit    In- 8.    Paris.    1^43,    10  fr. 


Leweskj,  N.  B.:    Notice  sur  la  macbine  a  compression 

sph^rifpie  a  triple  moteur^  suivie  de  r^flexions,  lettres,  pdtitions  efc 
avec  4  feuilles«    Paris.    1844« 

Foarne^ron,  M.  B.t  Table  ponr  £seiliter  les  calcnls  des  for- 
■nies  relatives  au  monvement  des'  eaux  dans  les'  tuyaux  de  coo« 
dnite,  et  principaiement  destin^e  b  abr^^r  les  calcnis  et  a  Mtmw 
les  tdtonnemens,  etc.    In  •4.  de  2  feuilles.    Paris.    1844. 


Astronomie. 


MSbins»  A.  P.t  Die  Hauptsätze  der  Astronomie  tum  Gebrauche 
bei  Vorlesungen  für  Gebildete.    2te  Aufl.     Leipzig.    1844.    gr.  8. 

Stiefel,  B.:  Das  Planetensystem»  durch  ein  Dratbgerippe,  Brei- 
tebsbn  genannt,  dargestellt,  wodurch  die  interessanten  Brscbeinuageo 
an  den  11  Planeten  und  4  Kometen,  namentlich  die  schiefe  Lage 
ihrer  Bahnen ,  die  ffefahrliche  Stellung  mehrerer  Kometen ,  die  Be- 
wegung der  SonneF  und  der  Sonnenflecken ,  sogar  der  Umlanf  der 
Sternschnuppen  um  die  Soone,  Jedermann,  besonders  der  Schulju-^ 
gend,  aufs  Deutlichste  veranschaulicht  werden  können,  (Auf  Pappe 
in  einer  Kiste,)  Nebst  Anweisung, in  8.  Schwäbisch  HalL  Iw* 
$  Thlr,  -<-  Die  Anweisung  allein  p  ggr. 

Betrachtungen  über  die  Anordnung  des  Sternsjstems.  Bin  Vor- 
trag im  wissenschaftlichen  Vereine ,  zu  Berlin  am  .3.  Pebruar  1844 
gehalten  von  J,  F.  Encke,    Berlin.    1844.    8.    6  ggr. 

Untel;  EUmens  d'astronomie  ou  cosmographie.  2me  Edition. 
In -12.    Paris,    1843.    1  fr.  80  c, 

Les  usages  de  la  snh^re,  des  globes  Celestes  et  terrestres;  par 
Delamarche.  Huitl^me  edition.  In -8.  de  15  feuilles  4  plus  8  cartes. 
Paris,    1844,    3  fr, 

Schumacher,  C.  A.  t.i  De  vigtigste  af  Astrdnomiens  Hevedlaer- 
domme,  populaert  fremsatte.  l.Xievering.  8.  Frolund^og  Flincb. 
Oopenhagen.    1843.    e|  A.    48  fs.    (compi.  t  3  Lev.) 
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Flntb  und  Bbbe  von  F.  H.  Gemar.  Nacb  den  eagliachea 
BMbaditiiiigeii.    Magdebiirg.  1842.   8.    14  ggr; 

Kleiner  astronomiseher  Almanaefa  anf  das  Jahr  1844*  Vonfig'.'- 
lieh  zum  Gebranch  der  Seelente  heranagegebea  von  Hermann  Kar- 
sten. Rostock  nnd  Lei|»ig.  8.   12  ggr. 

Die  Einrichtnng  ist  ans  den  früheren  Jahrgiogen  bekannt. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Herausgegeben  Ton 
C.  L.  Edlen  von  Littrow  und  F.  Schanb.  22.  Tb.  (Neuer  F^ge 
2.  Bd*)  Mit  3  lith.  Tafeln,   ^r.  4.   Wien.  1843.  2  Thlr.  16  ggf° 

JMiddelboe,  S.:  Haandbog  for  den  practiske  Nayigateur.  8. 
C^penhagen.   1843.   4  R.  48  s. 


t 

\ 


Physik; 


ünde  4«r  Physik.    Vom  Professor  A.  von 

sen.    Zweile^Liefernng. 

"1.  vergl.  Literar.  Bericht.   No.  XV.   S.  237. 


Brandes,  B.  W..:  Vorlesungen  4iber  die .Natnriehre  für  Leser, 
denen  es  an  mathematischen  Kenntnissen  fehlt.  2te  verm.  n.  verb» 
Auflage,  besorgt  von.C.  W.  H.  Brandes  und  W.  J.  H.  Michaelis. 
Mit  Kupfern.   Iste  Lieferung»  gr.  8.   Leipsig.   1844.  geh.  1  Thlr. 

Ponillet:    I^brbnch  der  Experimentalphysik  und  der  Meteoro- 
logie.    Noch  der   3ten  Original  -  Ausgabe  aus  dem  Französischen 
übersetzt,    mit  Zusätaen.  und  Ergäntnngen  verseben   von   C.  H. 
Schnuse.  Band  2.   Mit  18  Tafeln  Abbildungeu.   gr«  8.   Quedlinburg. 
'  1843.  2  Thlr.  20  ggr. 

*  .  ^ 

Derselbe:  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie,  für  deutsehe 
VerMItnisse  frei  bearbeitet  von  Dr.  Job.  Müller.  9  — 12  Lief,  oder 
IL  Bd.  4  —  0  Lief.    Braunschw«ig.   1844.  gr.  8.  k  12  ggr. 

Lantenschliigery  Dr.  G.:  Figurentafeln  znr  Physik'»  nebst  aus- 
ftkrlicher  Erklärung.  1.  Heft.  3.  Anfl.  Lex. -8.  Mit  12  Tsfeln. 
Darmstadt.   1843.   12  ggr. 

Sammlung  von  Lehrf^sen,  Formeln  nnd  Aufgaben  ans  der  ge<> 
wfthnltcben  Reehenknnst,  Mathematik  nnd  Physik  von  Dr.  J.  Göte. 
Vierter  Theil  ( Sammlung  von  Lehrsitaen ,  Formeln  und  Aufgaben 
ans  der  Physik,  Astronomie  und  mathematischeo  Geographie). .  Befft 
lin.    1844.   8.   1  Thlr.  4  ggr. 

M.  vergl.  Literar.  Beneht.  Now  XV.  S.  SS7. 


Omm,  Dr.  C.  W.:  JN«Qa  Beiträge  smr  Chemie  md  Fhfnk, 
mit  ffalvanokaostischeii  AblnUnnffeB.  Du  lattm  Beitren  Ste  Licfisr« 

8.   Würtburg.    1843.    8  ggr, 

Degain ,  M. :  Goors/  ^mentaire  de  pb^tiqu«.  4  ^dit.  3  yollt. 
in  8.  ensemble  de  57  fenillet,  plus  12  pl.    Pftria.    1844.    10  fr. 

Boucbardat,  A.:  Cours  .des  sciences  pbjsiques  k  rusage  des 
^l^ves  de  pbilosopbie  r^dig^  d^apres  le  programme  du  coDseil  ro- 
ye^e  nostraction  publique.   Partie  1.  t.   Paria.    1844.   7  fr. 


l 


Becquerel«  H.:  Trait^  de  Physique 'cousid^^  dau  sea  rap- 
orta  avec  la  cbimie  et  leg  scieoces  uatureUes.  Tom.  2.  8.  m 
1  feuilles.   Paris.   1844.   7  fr.  50  c. 


•  Sommerville:  On  tbe  Conuezion  of  tbe  pbysi&l  adeoees. 
5th  edit.    LoDdoD.    1844..  10  sb.  Od. 

s 

% 

^Bird,  G.:  Elements  of  Natural  Philosopby,  being  an  ezperi. 
mental  Introduction  to  tbe  Study  of  tbe  Physicai  Sciences.  2d  edi- 
tion,  revised  and  enlarged.    1843.    12  sb.  6  d. 

Trattato  di  fisica  elementare,  deM*  abate  Francesco  Zantedesdü. 
Venexia.  ^  1843.   Vol.  I.   In -12. 

Mozzoni:  Elementi  di  fisica  generale  ad  uso  delle  scnole  di 
filosofia.  Settima  editioue  een  nuove  ugglilute  e  conreti«ui  per 
cura  di  L.  Masieri.    Milano.    1843.    In- 8. 

Ducoin  -  Qirardin :  Trattenimenti  sulla  fisica  e  sue  jpiii  curiiMe 
applicazioni.     Versione  di  Carlo  A.  Volle.     Toriuo.    lökZ^    ln-& 

2  tavole  litograficbe; 

'  "  •     .       • 

Scink,  abbate  Domenico.  Elementi  di'  fisiea.  Seconda  edisioae 
milanese  con  aggiunte.  Milano.  1842.  Tomo  III.  In -12.  e  5  ta[- 
Tole.    Tomo  IV.  ed  ultimo.    1843.    In -12.    4  tafole. 

Scarpatit   Catecbismo  di  fiaica,  ec.   N^poli.   1842.  ln-8. 

Trattato  di  fisica  elementare,  complicato  dal  prpfeasoi«  Curfe 
Bossari.    Milano.   1843.   In- 10.    2  tavole« 

Elementi  fi8ico.-cbimici,  del  dr.  Hauriaio  ReirigUo,  profeaaore 
di  botanica  e  materia  •  medioa  uella  r«-  scnola  yeterinaria,  ad  nae 
degli  allievi  della  medesima.   Fossano.   1843.    In -8. 

Fardely,  Will.:  Der  elektriscbe  Telegraph,  mit  besonderer  Ba- 
rticksicbtigung  seiner  praktiscben  Anwendung,  für  den  getahrloaea 
und  zweckmässigen  Betrieb  der  Eisenbabnen,  nebst  Beifügung  der 
neuesten  Einriebtungen  und  Verbesserungen,  und  einer  auaftlbrli- 
eben  Besebreibnng  eines  aiektro^magvetiacben  Dmoktelegra^a. 
Mtt  erlfiiiterndeB.  Zeicbnaageu.  gr«  8.  mit  2  Taf •  in  i  Fol.  Mau* 
beim.   1844.   1  Tbir. 

Galletti,  B.  et  Jauain:    De  rElaetmit«  en  g^^raL  et.de  ses 
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aMKcaHoiNi    e»   pMtieilicr.     1.   pttrtie,    a?ee    %   fMiUei.     Paris. 
1844.   8. 

Lardner«  D.  and  C.  Y.  Walker:  Manual  of  Eleictricity  and  He- 
teorology.   Fol.  2.   London«   1844.    8.    6  s. 

Francis,  €r.:  Btectrical  Expdriments  illustrating  the  Tbeorjr, 
Practice  and  Application  of  tbe  Science  of  Free  or  Frictional  Elec- 
tricity,  contaiomg'  the  Methods  of  Making  and  Managing  Btectri- 
cal Apparatus  of  everr  descrtption,  ivith  nnmerous  lllnatrative  Bn- 
gravings.   London.    l844^   8.   cioth.  4  sh. 

* 

Noad,  H.  M.:  On  ElectriciCy,  comptisin^  Galvanism;  Magne- 
tiam,  Electro-Magnetism,  Magneto -and  Thermo -electticitj.  New 
editioB  illastr.  bj  nearly  900  woodcuta.  6.    Ldndon.   1844,    14  sb. 

lotoroo  ai  proeeasi  meccanici  atti  a  fvilnppare  ne*eorpi  aolidi 
relattricitk  statica,  e  di  alcone  applicasnoni  clie  ne  deriväno,  me- 
moria di  AttfODio  Perego,  profegsore  di  fiaica  e  storia  naturale  nelP 
i.  V.  liceo  di  Breacia.    firetda«   1843.   In -8. 


Scoreabj,  W.:  MagDetical  Inveatigationa*  Part  2,  comprialDg 
InTetttgationa  eoncerning  the  Lawa  or  Principles  affectiag  the 
power  of  Magoetie  Steel  Plates  orBara^iu  eombination  aa  well  aa 
aiogly,  under  variotta  eonditiona  aa  to  masa,  hardness^  qQality» 
form  etc.  aa  also  eoncerning  the  comparatIfe'poweM  of  hast  Iroa. 
8.   London.   1843.  galoth  10  sh.  6<  d. 

Palmieri»  Luigi  e  P.  Santi  Linari:    Nuove  esnerieoze  sulle  in- 

dozioni  del  magnetiamo  teiteatre.    Napoli.    1843.   In  4. 

* 

Instrnctions  po'ur  le  dagnerr^otype  et  ruaage  de  Pappareil  Gau- 
diu,  tnivi  d^ane  Notiee  abr^g^e  de  l'^lectroplaatique  et  la  tvavaii  au 
baia  dWgent.    ln>8.  da  3  l'enilles.   Paris«  1844. 

Kiener,  Jos.:  Almanach  th^ortqae  et  pratique  d6  Pdclairage 
par  le  gaz.    lti-12.   3  feuiUes«   Paris.   1844.  . 

.  Nahl^  Dr.  F.  G.:  Meteorologische  und  naturhiatoriache  Anna- 
len  des  Jahres  1843.  2  Thir..  12  ffgr.  2.  Heft,  gn  8.  Oarmatadt. 
1844.    '  .  ^° 

Annalen  für Meteorolojifie,  Brdmagnetismus  undjrer- 
wandte  Gegenständ,  redigirt  von  Grunert,  Koller,  Kreil^ 
Lamont,  Plieninger,  Quetelet,  Stieffei,  herausgegeben 
Yon  Dr.  J.  Lamont. 

Jahrgang  1843.  Heft  VI.  München.  1843.  8.  Magneti- 
sche Terminbeobachtungen  in  Mailand,  München,  Pr^»  Kremsmün- 
ster 1842.  — *  Meteorologische  und  magnetische  Beobachtungen  in 
Craean,  1841  und  1842,  von  Herrn  Professor .  Weisse.  —  Meteore«- 
loffische  Beobachtungen,  angestellt  an  der  kgj.  Sternwarte  in  Nea« 
pel  in  den  Jahren  1841  und  1842  von  Herrn  Capocci.  —  Resultate 
der  msgnetischen  Measuagen  dea  Herrn  Kreil  in  Böhmen.  — >  Stand- 
licher Gang  der  Temperatur  und  dea  Luftdruckes ,  beobachtet  im 
Jahre  1843  an  der  königl.  Sternwarte  bei  München,  erste  Jahres- 
hilfte.  Meteorologisohe  Beobachtungen  au  Of^n  1842,  von  Herrn 
Profesaar  Mayer«  -^  VermisoMe  Nachiiditeii  vom  Htfana|^bilr. 


2<» 

i 

I 

Jakrgang  184S.  Haft  VII.  Magstlisehe  SloraMW,  tosb- 
»chtet  im  magnetUcheD  Obiervatorium  in  Muncheo  wahrend  4ca 
Jalirei  1842.  —  Meteorologische  Beokacbtungen  an  der  k.  Stern- 
warte in  Hailand  y  angeitelTt^  im  Jahre  1842 ,  mitgetheilt  von  Herrn 
Capelli.  —  Regenmenffe  zu  Carliruhe.  Von  Berrn  Prof.  Stieffei.  — 
Monatliche  Resultate  der  Windrichtung  und  Stärke  in  Regentbarg, 
Wörzbnrg,  Hof«  Schönthal,  Mergentheini ,  Schnssenried,  Giengen 
an  der  Brenz,  Tuttlingen,  Issuj,  1841.  —  Tägliche  Beobachtungen 
der  Windrichtung  und  Stärke  in  Wien,  Salzburg,  Stuttgart,  Bens- 
berg und  Cronberff,  1842.  —  Meteorologische  Beoba<3itungen  in 
Breda  von  Herrn  Wenkebach.  —  Meteorologische  Beobachtungen 
in  Grätz,  1842.  Von  *Herrn  Professor  Dr.  Gluti.  —  Ueberaicht  der 
meteorologischen  Beobachtungen  zu  Bodenbach  im  Jahre  1842  yon 
dem  k.  Forstmeister  Herrn  Se^dl.  —  ZusainmensteUnnsr  der  monnt- 
liehen  Mittel  der  Temperatur  und  des  Luftdruckes  in  Prag  nad 
Schösal  1841,  dann  in  Wien,  Salzburg,  Hohenpeissenberg,  Landa- 
berg, Freysing,  Dillingen,  Mallersdorf,  Burglengenfeld,  Gnnscn- 
hausen,  Ansbach,  Neustadt  a.  d.  A.,  Wünburg,  Hof,  Cronberg, 
Bensberg,  Prag,  Schössl,  Bodenbach,  Utrecht,  1842.  —  Menge  des 
meteorischen  Wassers  1841  in  Lyon,  Parma,  Hohenpeissenberg, 
München,  Regenslnirg,  Lnndsberg,  Neuslndt  a;  d.  A.,  Iway«  Gien- 

gen  an  der  Brenz,  Schnasenried , .  Scbönthal ,  Schöasi,  Prag.  — 
lonatliche  Mittel  des  Dunstdrüoka  in  Wien,  Schnasenried,  Hof, 
Würzburg,  Bissingen,  Giengen  an  der  Brenz,  Ansbach,  Burglen» 
Kenfeld ,  1841.  —  Meteorologische  Beobachtungen  in  Carlsmlie, 
1842,  von  Herrn  Professor  StieffeL  ^ 

Froebel,  Dr.  J.;  Grundzüge  eines  Systemei  der  Krystnllologie 
oder  der  Naturgeschichte  der  unorganischen  Individuen.  8.  Zirich 
und  Winterthur.    1843.   geb.  21  ggr. 

Geinitz,  Dr.  H.  B.:  Geber  die  in  der  Natur  möglichen  nnd 
wirklich  vorkommenden  Krystallsysteme.  gr«  Lex* -8.  Mit  3  lith. 
Tafeln.  Dresden.   1843.    geb.  8  ggr. 

0 

Hartmann,  Dr.  C:  Grundzüge  der  Geologie  in  allgemein  ftsa« 
liebem  Vortrage.  Mit  107  (eingedruckten)  AbbiMungen.  gr.  8. 
Leipzig«    1845.    geh.  2  Thlr.  16  ggr. 

Bnrmeister,  Dr.  H.:  Geschichte  der  Schöpfung.  Eine  Darstel- 
lung^ des  Entwickelungsganges  der  Erde  und  ihrer  Bewohner,  gr.  8. 
Leipzig.   1843.    geh.  1  Thlr.  19^  ggr. 

Bertrand,  Dr.  A.:  Die  Revolutionen  des  Erdhalls.  Nach  der 
5ten  verm.  nnd  mit  neuen  Atfimerkungen  von  Arago,  Blie  de  Bean- 
mont,  Alex.  Brongpiard  n.  A.  bereicherten  Ausgabe  des  firanzüsi- 
sehen  Originals  für  das  Bedürfniss  deutscher  Leser  frei  bearbeitet 
von  Dr.  P.  von  Maack.  Mit  5  Steindrucktafeln,  gr.  8.  Kiel.  1844. 
geh.  1  Thlr.  12  ggr. 

Hngi,  F.  J.:  Die  Gletscher  und  die  erratischen  Blöcke.  Lez.-8. 
Solothnrn.    1843.   geh.  1  Thlr.  18  ggr. 

Hopkins,  E.:  On  the  Conneacion  of  Geology.  with  Terrestrial 
Magnetism,  ahowing  the  general  Pohurity  of  Mattcff  tbe  "    "* 
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Str«ct«re  of  CrjitaUiii«  Rodcs,  ibeir  Trasiiti«»»  HotemBlit  and 
DUioeatMDt ,  ibclndiDg  the  SedimentMy 'Roekii  tbe  Laws  ragul». 
tiag  tke  Disüribotieii  of  Melalliferous  Deposits,  and  other  Magaolia 
PhoBOMOBa.    London.   1844.   8.  24  engravingiu    10  ab.  tt  d. 


Vermischte  Schriften. 


Videnskaboraes  Selskabs  natnrvidenakabeli^  og  natbettatitko 
Afbandlinger,  X  4«  Med  28  Tavler.  Coponbagen.  1843.  2  Rbd« 
48  Sk. 

Astrononiifleb- meteorologiscbea  Jabrbach  für  Prag 
von    K.   Kreil.     Dritter  Jabrgang.     1844.     Prag.,  1  Tbln 

Ansser  der  gewöbniicben  astroaoteiscben  Epbeneride  eatbftit 
dieser  Jabrgang  die  drei  folgenden  lesenawertben  Aufsätze:  iMag« 
netiscbe  Störangen.  Bessel's  Bestimmung  der  ^Parallaxe  eines  Fix« 
Sterns.  Doppler's  Erklärung  des  farbigen  Licbts  der  Doppelsterna 
und  einiger  anderem  Gestirne«  Dieif  wabrbaft  populär  gebaltenen 
Aufsätze. sind  in  jeder  Beziebung  geeignet,  ricbtige  Ansichten  über 
die  bebandeken  Gegenstände  auch  in  grösseren  Kreisen  gebildeter 
Leser  aui  verbreiten,  und  genügen  den  Bedüffnissen  und  Anforde* 
fangen  der  Zeit. 

Jabrbuch  für  1844.  Herausgegeben  von  H.  C.  Scbn- 
macber;  mit  Beiträgen  von  Steinbeil,  Aloser  und  Arge- 
lander.    Stuttgart  und  Tübingen.    1844«   8. 

Diese  Abtbeilong  des  Jabrbupbs  entbält  ausser  den  gewöbnii- 
cben Tafeln  drei  interessante  Abbandlungen«  Zuerst  ein  Schreiben 
des  Herrn  Professor  von  Steinbeil  in  Bluncben  an  den  Herausge^ 
ber  über  mehrere  von  demselben  tbeils  neu  erfundene,  tbeils  ver- 
besserte ältere  histriimente,  welche  wir  hier  nur  dem  Namen  nach 
auSnbren  können,  die  I.ieser  des  Archivs  aber  dringend  aufzufordern 
niebtunter  lassen  können,  sich  mit  diesen  jaeueti  sinnreichen  Ginrieb» 
tuttgen  bekannt  zu  machen.  Die  einzelnen  Rubriken  sind  folgende: 
Meridiankreis;  Astrograph;  Heliotrop  (eine  neue  sehr  einfacbeEanricb- 
tung  dieses  bekannten  von  Gauss  erfundenen  Instruments,  auf  welche 
wir  besonders  die  Geodäten  aufmerksam  mocben);,. Mikrometer;  Bei- 
träge zur  Optik  (der  Verf.  bat  Frauenbofers  Fernrohre  sorgfältig 
untersucht  und  ihre  Dimensionen  ermitteit)^  Correctionsfernrohr; 
Prismenkreisel  Photometer;  Technik;  Galvanische  Uhren ;  Pjroscop 
(eine  Vorrichtung,  den  Ort  eines  Feuers  in  der  Nacht  mit  Sicher« 
heil  zu  bestimmen,  welche  sehr  einfach  ist  und  wohl  der  Aufmerk* 
samkeit  der  Behörden  empfohlen  zu  werden  verdient;  eine  von  der 
V.  Steinheifschen ,  so  viel  uns  noch  erinnerlich  ist,  ganz  verschie- 
dene Einrichtung  zu  gleichem  Zwecke  ist  früher  von  Littrow  in 
einer  besondern  Schrift  beschrieben  worden);  Optische  Probe  (zur 
Prüfting  des  Gehalts  der  Biere);  Weingeistprobe  (Branntweinwai^). 
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^  Hi«r«iif' folgt  dM  «weite  Anfsats-  ven  Moeer  fibcr  seioe-  Bet- 
deckODg  des  sogenaooten  imncbtbareD  Lichte.  —  in  de«  drittes 
AHfsotse  ist  ein  von  uim  seit  längerer  Zeit  eifrig  gehegter  Wunsch 
yon  Herrn  Professor  Argelander  in  Bonn  euf  eine  ansgeseiefanete 
Weise  erfüllt  worden.  Der  Herr  Verf.  bat  nämlich  in  diese«  ziem- 
lich langen  und  sehr  deutlich  geschriebenen  Aufsatze  Liebhabern 
der  Astronomie ,  welche  nicht  im  Besitz  kostbarer  Instrumente  nnd 
vieler  mathematischer  Kenntnisse  sind,  eine  Anweisung  ertbeiit,  auf 
welche  Himmelserscheinungen  sie  ihr '  Augenmerk  vorsuglicb  zu 
richten  und  wie  sie  dieselben  su  beobachten  haben,  wenn  sie  durch 
ihre  Beobachtungen  der  Wissenschaft  so  viel  als  möglich  nutzen 
wollen,  und  betrachtet  nach  einer  allgemeinen  Einleitung  über  die 
Art  zu  beobachten  überhaupt  nach-  und  nach  die  folgenden  Brsdiei- 
nangeo  mit  hinreichender  Ausführlichkeit:  das  Nordiiebt,  das  Zo- 
dlaeallicht,  die  Sternschnuppen,  die  Dämmerung,  die  Milchstrasse, 
die  Grössen  und  Farben  der  Sterne,  die  veränderlichen  Sterne. 
Ein  Aufsatz  wie  der  vorliegende  hat  uns  längst  gefehlt,  und  wir 
legen  das  aufmerksame  Studium  desselben  LieMilibern  der  Astrono- 
mie dringend  un's  Herz.  Dann  wird  es  boffentlicb  auch  fernerbin 
nicht  mehr  Leut,e  geben,  die,  nur  mit  einem 'sehr  massigen  Fern* 
robre  versehen ,  vielleicht  viele  Nächte  damit  verschwenden,  einem 
in  einer  gcwöbplichen  Zeitung  angekündigten  telescopiscbeo  Co- 
meten  aufzusuchen,  und,  wenn  sie  denselben  gefunden  zu  haben 
glauben,  dann  doch  nicht  wissen,  ob  sie  an  dem  angegebenen  un- 
gefähren  Orte  nicht  einen  bloisen  Nebelfleck  gesehen  haben,  weil 
es  ihnen  sowohl  an  allen  Mitteln,  als  auch  an  allen  Kenntnissen 
zu  einer  genauen  Ortsbestimmung  fehlt.  Noch  bedaaerlicber  aber 
ist  es,  wenn  dann  dergleichen  Leut<$,  wie  sie  uns  leider  wirklieh 
vorgekommen  sind,  sieb  wohl  gar  für  Astronomen  halten,  indem 
sie  doch  genaue  winkelmessende  Instrumente  kaum  dem  Namen 
nach  kennen ,  und  nur  mit  Mühe  den  pjtliagoräischen  Lehrsatz  zu 
beweisen  im  Stande  sind.  Wir  hoffen  daher  zuversichtlich,  dass 
auch  in  dieser  Beziehung  der  treffliche  Aufsatz  des  Herrn 'Profes- 
sor Argelander ,  sehr  woblthätig  wirken  und  Leute  wie  die  vorher 
näher  charakterisirten  veranlassen  werde,  Ihre  Thätigkeit  auf  nütz- 
lichere Dinge  zu  richten  und  jene  schwierigem  Beobachtungen  den 
eigentlichen  Astronomen  zu  überlassen« 

The  Cambridge  mathematical  Journal.  No.  XX.  Fe- 
bruar v.  1844.  —  I.  «On  tbe  Lunar  Theory.  Continued  from 
Toi.  III.  p.  257.  —  If.  On  the  Eqnation  (i>+Ä)*y=X.  —  III. 
Elemeotarv  Demonstration  of  Dupin's  Theorem.  '—  iV.  Note  on  a 
Definite  Multiple  Integral.  —  V.  Pfote  on  some  Points  in  the  Theerj 
of  Heat.  —  VI.  On-  the  Intensity  of  Light  in  the  Shadow  ef  a  verj 
snall  Circular  Disk.  —  TU.  On  the  Motion  of  tbe  Centre  of  Gra- 
vitf  of  Broken  Bodies.  Bv  W.  Waltion.  M.  A.  Trinitj  College.  — 
Till,  On  the  inverse  Cafculus  of  Definite  Integralsi  Bj  Geotge 
Boole.  —  IX.  On  a  New  Species  of  Bquations  of  Differences.  — 
X.  Notes  on  Magnetism.  Bj  R.  L.  Ellh,  M.  A.  JPellow  of  Trinitj 
College.  — ^  XI.  Addendum  to  Art.  IL 


^71 


Bitte. 


Bei  dem  Encbeinen  dieser  Nummer  des  Literarischen  Bericbts, 
welche  die  erste  des  fanften  Theils  des  Archivs  ist,  ersuche  ich 
die  geehi:teD  Leser  dieser  Zeltschrift,  mir  etwanige  Wünsche  we- 
gen der  Einrichtung  des  Literarischen  Berichts  mittnthei|en ,  und 
mich  mit  desfaHsigen  Rathschlägen  ffütigst  zu  unterstützen,  indem  ' 
es  mein  eifrigster  Wunsch  ist,  durch  denselben,  so  wie  durch  die 
Herausgabe  der  Zeitschrift  überhaupt,  dem  betreffenden  Publikum 
so  Tiel  als  möglich  zu  nützen.  Alle  mir  zu  machenden  Zusendun* 
^en  werden  auf.  dem  We^e  des  Buchhandels  sicher  und  auch  stets 
in  möglichst  kurzer  Zeit  m  meine  Hände  gelangen. 

Der  Herausgeber.- 


xvm. 

Literarischer  Berieht 


Schriften  über  Unterrichtsmethode. 


üeber  Zweck  uod  Methode  des  matbematiscben  Ud- 
terrichtg  auf  GjinDasien  nebst  angeknüpftem  Versuche 
einer  einfacher  begründeten  Auflösung  der  Sectio  au- 
rea  yon  Joseph  Helmes,  Oberlehrer  der  Mathematik  und 
Physik  am  Gymnasium  zu  Celle.     Hannover.     1844.    4. 

'  Dieses  manche  gute  Bemerkung  entbaltendeSchulprogramm  enthält 
namentlich  auch  eine  Würdigung  einer  unter  dem  28.  Februar  1843 
in  Betreff  des  mathemutischen  Unterrichts  erlassenen  Verfügung  des 
Churfürstllch -Hessischen  Ministeriums  des  Innern  auf  ein  von  der 
Schul -Commisäion  für  Gymnasialangelegenheiten  eingezogenes  Gut-/ 
achten.  Selten  ist  wohl  eine  das  wahre  Wesen  einer  Wissenschaft 
und  deren  Bedeutung  für  den  Schulunterricht  so  durch  und  durch 
verkeDuende  Verordnung  erlassen  worden.  Nun  es  giebt  ja  in- 
Churhessen  auf  dessen  Landes  -  Universität  und  Gymnasien  treflf- 
liebe  Mathematiker  und  ausgezeichnete,  völlig  mit  dem  Wesen 
der  Mathematik  und  ihrer  Bedeutung  als  Unterrichtsmittel  ver- 
traute Lehrer  genug,  welche  die  Wissenschaft  doch  nach  wie 
vor  in  ihrem  Geiste  behandeln  und  vortragen  werden,  wenn  sie 
auch  in  Bezug  auf  den  Umfang  des  Unterrichts  in  materieller  Be- 
ziehung sich  innerhalb  der  vorgeschriebenen  Gränzen  zu  bewe- 
fen  genöthigt  sind,  was  man  sich  aber  auch  leicht  gefallen  lassen 
ann,  da  bei  dem  mathematischen  Schulunterrichte  am  Ende  doch 
Alles  auf  die  Methode  und  den  Geist  ankommt,  in  welchem  derselbe 
ertheilt  wird.  Ueberdies  wird  ja  auch,  wofür  sich  u.  A.  Th.  IL 
S.  212.  des  Archivs  ein  sehr  in  die  Augen  fallender  höchst  erfreu- 
licher Beweis  findet,  in  Churhessen  von  den  höchsten  Personen 
dem  mathematischen  und  physi|^aliscben  Unterrichte  so  viele  Auf- 
merksamkeit und  Theiloahme  geschenkt,  dass  von  der  in  dem  vor- 
liegenden Programme  eehörig  gewürdigten  Verordnung  ein  dauern- 
der nachtheilige^  Einlluss  auf  das  Gedeihen  d^s  mathematischen 
Unterrichts  auf  den  Churhessischen  Lehranstalten  nicht  befürchtet 
werden  darf. 


Baad  V. 
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Die  im  Anhange  zn  diesem  Programme  (S.  27  —  34.)  abge- 
druckten Bemerkungen  über  die  sectio  anrea  slimnieo  im  Ganzen 
mit  dem  Inhalte  des  im  Archive  Tbl.  IV.  S.  15.  abgedruckten  Auf- 
satzes überein.  Damit  es  nun  nicht  scheine,  als  habe  der  Herr 
Verfasser  wissentlich  ein  nnd  denselben  Gegenstand  an  zwei  ver- 
schiedenen Orten  veröffentlicht,  so  ist  der  Herausgeber  des  Archivs, 
in  dessen  Händen  der  erwähnte  Aufsatz  sich  mindestens  ein  ganzes 
Jahr  vor  seinem  Abdrucke  befand,  gern  erbötig,  in  dieser  Bezie- 
hung alle  Schuld,  wenn  übefbaupt  eiae  daraus  erwachsen  kann,  auf 
sich  zu  nehmen. 

Sind  die  Naturwiss^Dsobaften  ein  BildungsmitteW 
Eine  literarische  Streitfrage,  der  öffenflichen  Veurthei- 
lung  vorgelegt  von  Dr.  Eti^s  Fries,  Professor  an  der 
"Universität  zu  Upsala,  Aus  dem.  Schwedischen  vom  Pro- 
fessor Hornschnch.    Dresden  und  Leipzig.    1844.    8»    8  gffr. 

Allerdings  war  diese  kleine  Schrift  eines  der  ersten  schwedi- 
sehen  Naturforscher  der  üebersetzung,  zu  deren  Heransgabe  der 
Herr  Uebersetser  d«rch  Herrn  Hofratb  Reichen bacb  in  Dresden  be- 
sonders veranlasst  wurde,  und  der  Verpflanzung  auf  deutschen  Bo- 
den werth.  Das  Original  findet  sich  in  der  unter  dem  Titel:  Bo- 
taniske  utflygter.  En  sammliog  af  strödda  ttllfällig 
hetsskrifcer.  Första  bandet^  Upsala,  1843^  8.  eracbieneoen 
Sammlung  kleiner  Schriften  des  Herrn  Froi,  Elias  Tries.  Möge 
der  Inhalt  dieser  Schrift  immer  mehr  beherzigt,  und  den  Natarwis- 
senschaften  immer  allgemeiner  der  hohe  Rang  als  Bildunganutlel 
des.  jugendlichen  Geistes  und  Iterzens  angc^ieaen  werden,  welcher 
denselben  in  jtifit  Beziebong  so  sehr  gebührt,  wie  nur  derjenige 
gehörig  zu  beurtlieiien  versteht,  der  durch  eignes  sorgfältiges 
Studium  selbst  bis  zu  einer  gewissen  Tiefe  in  diesen  Zweig  der 
menschlichen  Kenntnisse  eingedrungen  ist.  Andere  solKen  sieb  «in 
IJrtheil  nicht  anmaassea,  wie  leider  namentlieh  nur  zu  eft  von  einer 
gewissen  Seite  her  geschieht.  Man  kann  nur  mit  Bedavem  aaf  sol- 
che aus  Unkenotoiss  und  Unwiasenbeit  hervorgegangene  Grtbetlc 
herabsehen. 


Systeme,  Leiir«  und  Wörtorbrieber. 


Versuch  einer  h e urist i sehe nEntwickelung  der  Grand- 
lehren  der  reinen  Mathematik  zum  Gebrauche  bei  dem 
Unterrichte  auf  Gelehrtenscbulen  von  Carl  Gustar  Wun- 
der, Professor  und  Lehrer  der  Mathematik  nnd  Physik 
an  der  Königlichen  Landesschuie  St.  Afra  zu  Hoisaea. 
Zweite  durchaus  umgearbeitete  und  um  Vieles  vermehrte 
Ausgabe.    Leipzig.     1844.    8.     1  Thir.  15  ggr. 

Dieses  vorzügliche,  mit  grosser  Griiadlichkeit  nnd  zweck- 
massiger Kürze  verfasste  Schulbuch  erscheint  im  dieser  oeven  Auf- 
lage in  einer  vielfach  verändp.rtcn  Gestalt  mit  heträclillkheB  Ver- 
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melirnoffen.  So  viel  uns  die  erste,  jetzt  gerade  nicht  v«r  usb  lie^ 
geede  Auflage  noch  im  Gedächtnisse  ist,  sind  ili  dieser  neuen  Anf* 
läge  die  Beweise  der  verschiedenen  Sätne*  ohne  dieselben  Tollstän- 
dig  zu  entwickeln,  mit  allen  nöthigen  Hinwetsungen  auf  frühere 
Sätze  etwas  weiter  ausgeführt  worden,  was  nur  gebilligt  werden 
kann,  da  das  Buch  nun  mehr  die  Gestalt  eiqes  eigentlichen  Com- 
peudiums  erhalten  hat.  Der  lohalt  desselbeif.  erstreckt  sich  über  die 
gemeine  und  uligemeine  Aritbmetiki  die  Elemente  der  Anaijsi«,  die 
Algebra  bis' einschliesslich  zu  den  Gleichungen  des  dritten  Grades, 
die  unbestimmte  Analytik,  die  ebene  und  sphärische  Trigooometrie, 
die  Elemente  der  analytischen  Geometrie^  und  die  Kegelschnitte. 
In  einem  Anhange  ist  eine  Reihe  zweckmässig  gewählter  Cebnngs*' 
aufgaben  beigegeben. 

R0CCO9  Carlo:    Catechismo  di  mati^matichie  pure  ad  uso 
studii  generali«    Napoli.     1842.    In -8, 


\ 
t 


« 


Arithmetik. 


Neun  Abbandlongen' über  eben  so  wichtige  als  inter- 
essante Gegenstände  aus  der  Algebra  und  niedcrn  Ana- 
Ijsis.  Für  höhere  Lehranstalten,  so  wie  zum  Selbstun- 
terrichte. Von  den  Prufessoren  Lefdbure  de  Fourcj, 
M.  Vincent,  L.  F.  Ritter.    Stuttgart.   1844.   8.    1  Tblr.  6  ggr. 

Ständen  nicht  die  Worte:  „Für  höhere  Lehranstalten,  so  wie 
vorzüglich  zum  Selbstunterrichte ''  auf  dem  Titel,  so  könnte  man 
durch  dessen  übrige^  Fassung  wohl  zu  der  Vermuthuog  verleitet 
werden,  in  dieser  Schrift  etwas  Neues  in  materieller  oder  formeller 
Beziehung  zu  suchen,  worin  man  sich  aber  getäuscht  finden  würde, 
da  dieselbe  nichts  als  allgemein  bekannte  Dinge  enthält.  Ihr  Inhalt 
ist  folgender.  Die  Anwendung  der  quadratischen  Gleichungen  zum 
Bestimmen  des  Maximums  und  Minimums  der  Functionen.  Von 
L.  F.  Ritter.  —  Die  Auflösung  der  unbestimmten  quadratischen  Glei- 
chungen mit  zwei  Unbekannten.  Von  L.  F.  Ritter.  —  Die  combi- 
natorischen  Grnndoperationen.  Von  L.  F.  Ritter.  —  Die  Kiemente  * 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Von  L.  F.  Ritter.  —  Die  höhe- 
ren arithmetischen  und  geometrischen  Reihen.  Von  L.  F.  Ritter. 
Der  S.,  108.  gegebene  Begriff  der  höheren  arithmetischen  und  geo- 
metrischen Reihen  ist  ziemlich  unbestimmt;  überhaupt  sieht  man  aus 
deni  ganzen  Aufsatze  gar  nicht,   was  der  Verfasser  unter  höheren 

geometrischen  Reihen  verstanden  vtrissen  will,  in  einem  so  Völlig 
estimmten  Sinne  nämlich,  in  welchem  gewöhnlich  der  Be|criff  der 
höheren  arithmetischen  Reihen  gefasst  wird.  —  Trigonometrische 
Formeln  und  Reihen,  welche  in  der  höheren  Mathematik  eine  grosse 
Anwendung  finden.  Von  Lef^bure  de  Foor^j.  In  einer  Note  zu 
dieser  Abhandlung  (S.  160.)  sagt  Herr  Ritter:  „Die  Zahl  2,7182818 
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machte 'Neper  (geboren  zu  Marchiston/)  in  Schottland  1550,  fc- 
storben  1618),  der  Erfinder  der  Logarit hingen,  zur  Basis  seines  Lo- 
garithmensystems^',  und  nennt  auch  nachher  immer  Nepersch«  Loga- 
rithmen die  Logarithmen,  deren  Basis  die  obige  Zahl  e  ist.  Das 
ist  falsch.  Bekanntlich  ist  schon  vor  ziemlich  langer  Zeit  ein 
Streit  über  ^\e  Nepersthcn  Logarithmen  zwischen  Karsten  nnJ 
Kästner  geführt  worden.  In  der  zweiten  Sammlung  astronomi- 
scher Abhandlungen.  Göttingen.  1774.  S.  68.  hat  Kästner  die 
Basis  der  NeperVchen  Logarithmen,  die  Zahl  nämlich  deren  Neper^- 
scher  Logarithmus  die  Einheit  ist,  berechnet,  und  für  dieselbiS  den 
Werth  999999!l,00000005  gefunden.  Die  einzig  richtige  Benennang 
für  die  Logarithmen,  deren  Basis  'die  Zahl  e  ist,  ist  der  auch  ganz 
gewöhnliche  Name  natürliche  oder  .hyperbolische  Logarithmen. 
Wozu  also  eioe  neue  und  dazu  falsche  Benennung?  Von  der  Con- 
'vergenz  und  Divergenz  der  Reihen  ist  in  der  vorüe'^genden  Abhaud* 
lang  überhaupt  nicht  die  Rede.  —  Die  trigonometrische  Auflösung 
der  binomischen  Gleicliuogen  von  jedem  Grade.  Von  Lefi^bore  de 
Fourcj.  —  Die  trigonometrische  Auflösung  der  allgemeinen  GleU 
chungen  des  dritten  Grades.  Von  Lef^bure  de  Pourcy.  —  Von  der 
Berechnung  des  Fehlers,  welcher  aus  der  Anwendung  der  Propor- 
tion entspringt,  die  der  Gebrauch  der  Logarithmentafeln  vorschreibt. 
Von  M.  Vincent.  —  Uebrigens  ist  die  Darstellungsweise  in  dieser 
Schfifc  deutlich,  und  dieselbe' kann  denjenigen  Anfängern,  welche 
über  die  ganz  gewöhnlichen  Elemente  der  Algebra  hioaasg'ehen 
wollen,  immerhin  empfohlen  werden,  welches  wahrscheinlich  ancli 
der  Zweck  ist,  d^n  der  Verfasser  durch  dieselbe  zu  erreichen  beab- 
sichtigte, da  ein  anderer  nicht  wohl  den\bar  ist.  Für  l^hrer  ent* 
hält  sie,  wie  schon  bemerkt  worden  ist,  in  keiner  Beziehung  etwas 
Neues. 

Leicbte  und  sichere  Methode  sämmtliche  Wurzeln 
einer  höhern  numerischen  Gleichung  aufzusuchen  und 
zu  berechnen.  Für  Schüler  und  praktische  Rechner« 
Von  G.  A.  J  a  h  n.     L e  i  p  z  i  g^  ^  1844,     8.     12  ggrv 

Laut  der  Einleitung  hat  der  Verfasser  durch  dieses  eine  ziem* 
liehe  Anzahl  vollständig  auspreführter  Beispiele  enthaltende  Schrift, 
cheu  vorzüglich  praktischen  Rechnern  zu  nützen  gesucht,  und  sich 
daher  in  demselben  weniger  auf  Demonstrationen  als  auf  Rech- 
nung^egeln  eingelassen,  überhaupt  so, wenig  als  möglich  Vorkennt- 
nisse vorauszusetzen  gestrcbf.  Schülern  der  Algebra,  wenn  der 
Verfasser  darunter  Schüler  auf  wissenschaftlichen  Lehranstalien  %'er- 
steht,  möchten  wir  aber  doch  die  Beweise  nicht  zu  erlassen  geneigt 
sein.'  Denn  eine  wahre  (einsieht  in  das  Wesen  einer  Methode,  wel- 
che doch  auf  höheren  Lehranstalten  zunächst  und  vorzugsweise  der 
Zwe'ck  alles  Unterrichts  sein  muss,  wird  nur  durch  völlig  strenge 
Beweise  aller  aufgestellten  Sätze  erreicht. 

Coleuso.  J.  W.:  The  Elements  of  Algebra,  desi^ned  for  tbe 
nse  of  Schools.  4th  edition,  revised  and  corrected.  i2mo.  Cani> 
bridge.     1844.    cloth.    4  sh.  6  ds. 

Bonnycastle's  lutroduction  to  Algebra.  12th  edition,  corrected 
and  improved  hy  Maynard.  ,  London.  1844.  12mo.  4  sh.  boards. 
A  Key  to  the  same.     12mo.    4  sh.  0  ds. 

•)  Merchixtun. 
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BonDyeastle'g  Treiittse  ou  Algebra.  2J  eüitiau.  2  vols.  Svo», 
LoDjIon;     1844.     1  L.  5  ab.  6  da. 

Nicholson  and  Rowbotham,  Practical  System  of  Algebra,  de« 
sigoed  for  tbe  use  of  Scbools  and  Private  Studeots.  5Üi  edition,. 
carefullj  examiaed.     12nio.     London.     1844.     boards,    5  sb. 

Toffoli:   eleoienti  di  algebra.     Venedig.    2/'  L. 

\ 

^  Twenne  Grader  Alffebra  i  saoimandrag  af  G.  R.  WeidenLielm, 
Loireot,   T^ärare  wid  Militärskolan  i  Jöaköulag.     JÖDköpiog,  J.  P.  * 
l.undström;  103  sid.    8to.     b.  28  sk. 

W.  Croll  (Onderwyzer  aan  het  Voorbereidings-loJititut  te  Me- 
demblik):  Algebraische  toepassingen  op  de  beginselen  der  stelkuast 
Tan  S.  F.  Lttcroix^  van  §  1  tot  |  200.  Eerste  deel.  gr.  8vo.  1V& 
Gravenbage  en  te  Amsterdam,  bij  Gebr.  van  Cleef.   f.  1,00. 

Der 'zweite,  die  erste  Abtheilung  der<  Integralrechnung  entbal- 
teoUe  Theil  der  in  No.  II.  S.  28.  des  Literarischen  Berichts  ange- 
zeigten tretl'li\clien  Le^ons  de  calcul  diff^rentiel  et  de  cal- 
cul  integral,  redig^es  principalement  d 'apres  les  m^- 
tbodes  de  M.  A.  F.  Cauchy,  et  etendues  aux  trav;aux  les 
plus  r^ceus  des  gdom^tres  par  M.  l'Abb^  Moigno.  10  fr»^ 
ist  nun-  ersehienen. 

Connel,  J.:  The  Elements  of  Differential  and  Integral  Calculus;' 
witb  Numerous  Examples  and  Familiär  lllustrations.  Designed  for 
tbe  Use  of  Scbools  and  Private  Students.  London.  1844.  8vo. 
clothp    9  sh. 

Ramus,  C:  Differential- og  inlegral-Regning.  4.  Copenhagen. 
5  Rbd.  32  sk. 

Tbeoreroa  Taylorianuro.  Dissertatio  inauguralis 
mathematica,  quam  etc.  auctoritate  et  consensu  amplis- 
simi  Philosophorum  ordinis  in  Literarum  Universitate 
Jenensi  ad  magisterii  dignitatem  rite  impetrandam 
publice  defendet  auctor  Oskar  Schlömilcb.  Jenae. 
MDCCCXXXXIV.    4. 

Diese  Dissertation  eines  jüngei^en  Mathematikers,  der  sein  Ta- 
lent schon  durch  mehrere  ausgezeichnete  Arbeif^sn  bewährt  hat,  und 
von  dem  die  Wissenschaft  noch  manche  schöne  Frucht  zu  erwarten 
berechtigt  ist,  betrifft  %war  einen  bekannten,  aber  fiir  die  neuere 
strengere  und  gründlichere  Behandlung  der  Differentialrechnung 
höchst  wichtigen  Gegenstand.^  Auch  ist  der  von  dem  Verfasser  für 
den  Taylorschen  Satz  gegebene  Beweis  von  dem  von  Cauchy  ge« 
gebenen  Beweise  nicht  wesentlich  verschieden,  und  kann  dies  auch 
eigentlich  nicht  sein,  weil  es  nach  unserer  Üeberzeug^ng  schwer- 
lich von»  den  durch  Cauchy  in  Anwendung  gebrachten  verschiedene  . 
Fundamente  geben  durfte,  auf  denen  sieh  das  Taylor'sche  Theo- 
rem, ohne  über  die  natürlichen  Gränzen  der  Differentialrechnung 
hinaus  liegende  Sätze  in  Anwendung  zu  bringen,  mit  gleicher  Si- 
cherheit aufführen  Hesse.  Dessenungeachtet  scheint  uns  diese  Ab-  . 
handluDg  in  mehrfacher  Beziehung  verdienstlich  zu  sein,  und  zwar 
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H.  A.  desbalb,  weil  der  Verfasser  iden  Beweis  uoter  einer  nebr  «dsIjt- 
tischeo  Form  als  dies  von  Caucby,  dessen  Beweis  eigentlich  eine  gaos 
synthetische  Form  bat,  geschehen  ist,  dargestellt  bat,  was  ganz  der 
Natur  'der  Wissenschaft  gemäss  ist.  In's  Einzelne  können  wir  hier 
nicht  weiter  eingehen,  empfehlen  aber  die  Abhandlung  allen  denen, 
welche  sich  für  die  lieueren  so  wichtigen  Fortschritte  der  Wissen- 
schuft interessiren.  Dass  übrigens  der  Verfasser  gerade  diesen 
Satz  zum  Gegenstande  einer  Habilitationsschrift  wählte,  kann  nur 
vollkommen  gebilligt  werden,  weil  er  dadurch  am  besten  zeigen 
konnte,  in  welchem  Geiste  er  einen  der  wichtigsten  Tbeile  der  Ma- 
thematik bei  seinen  Vorträgen  zu  bebandeln  gesonnen  sei;  nnd  dass 
auf  diese  Welse  die  Universität  Jena  einen  mit  den  Fortschritten,  wel- 
che in  Beziig  auf  wahrhaft  strenge  und  gründliche  Behandlung  die 
Wissenschaft  in  neuerer  Zeit  gemacht  hat,  so  vollkommen  vertrao- 
ten  Lehrer  wie  den  Verfasser  gewinnt:  dazu  können  wir  derselben 
nur  in  jeder  Beziehung  Glück  wünschen. 

Santini,  G.:  Tavole  dei  logaritmi  dei  numeri  naturali  dalP  1 
sino  al  lOIOOO  e  dei  logaritmi  dei  seni,  coseni,  tanf^enti  e  co- 
taogenti  di  minuto  in  mmuto  coi  principali  ffradi  di  10  in  10  se- 
condi,  precedute  da  un  trattato  elementare  di  trigonometria  plana 
e  sferica«  Edizione  seconda,  augmentata  delle  tavole  logaritmiche 
per  la  somma  e  per  la  differeoza  dei  cel.  Gauss.  Padua.  1844^  6**  L, 

Christison,  J.:  Mathematical  Tables,  consisting  of  ibe  Log^ 
rithms  of  Numbers,  Logarithms  of  Sines,  Tanffents  and  Secants, 
Natural  Sines,  and  various  other  Tables,  useful  in  Business,  aud 
in  Practical  Geometry,  together  with  Tables  of  Interest,  Probabili- 
ties  of  Life,  and  Annuities.  —  Carefullj  revised  and  corrected  bj 
John  Christison,  Mathematician.  8vo.  Edinburgh.  1844.  cloth. 
4  sh.  6  ds. 

In  No.  503.  der  astronomischen  Nachrichten  bat  Herr  Th. 
Clansen  zu  Dorpat  den  folgenden  Satz  ohne  Beweis  mitgetbeili: 

Alle  Combiuationen  von  ganzen*  Zahlen ,  deren  Summe  m  ist, 
seien 


a  -*-  o'  -I-  a" 


n.  s.  w. 


nnd  die  Anzahl  der  gleichen  a,  a',  a!\  .,,.  seien  iL,  1',  A", . . . .;  der 
glt^ichen  ß,  ^^ß\....  seien  ji*,  /»',  /»",....;  der  gleichen  ;',  r ,  ?^9 .  — 
seien  y,  v\  v*' .  ,,.\  so  ist 

1  1  1  ] 


c.ä'.o".,..'  1.2.S....Z  '  1.2.8....  X'  •  1.2.3... .r 

■  1  I  1  I     

p»p  ,p    ....     1.2.S....^     1«2.S....^      1.2.3*««.^ 

1111 


y.y  ./'....  *  1.2,3....  y  *  1 .2.3...  •  s''  '  1.2. 3  •••,/' 

U.  s.  W.  =1. 
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Zn»  Bei8|>i€l: 

7=7,  7  =  3-i-2rl-2, 

M-l,  3  +  2-f-l  +  l, 

5  +  2,  3-M  +  H-l-f.l, 

5-+-l-fl,  2  +  2  +  2-Hl, 

4  +  3,  2  +  2  +  1  +  1  +  1, 

4  +  2+1,  2+1  +  1  +  1  +  1  +  1,  . 

,    4  +  1  +  1  +  1,  l  +  l^l  +  1  +  l  +  l  +  l; 
a  +  3  +  l5 


UDd 


7    "*"'8*  "*"!^.2  "**  5   '  1.2  "'"4.3  "*"4.2  "*"  4   '1.2.3 
■^3.3  *  1.2  "*■  8.2.2'  1.2  "*"8.2  •TTS  "*"  3   '1.2.5.4 


^2.2.2'  1.2.3  ^2.2  '  1.2  '  1.2.3  ^  2  '1,2.3.4.5 

,  1 1 

"^1.2.3.4.5.6.7 

1d  Now  485.  derselben  Zeitschrift  hat  Hetr  Claus en  folgend«! 
Theorem  ebenfalls  ohne  Beweis  nitgetheilt: 
Die  Summe  der  Reihe 

^        n     ,    (»-l)(j,-2)       (i,-2)(if-3)(n-4) 

2   ■^*  2.3  2.3.4  -t--M 

bis  ein  Glied  verschwindet,  ist  . 

S  2  1         «>        2 

jenacbdem  »  beziehungsweise  von  der  Form 

6e;,  6t^  +  I,  2,  3,  4,  5 
ist. 


Rump,  Fr.  H.,  Oberlehrer  am  Köniffl.  Gymnasium  in  Coesfeld: 
Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie,  aunäcbst  für  Gymnaaien.  1«  Bd.; 
entk.  das  System  (snm  Gebrauche  für  Schüler),  gr.  8.  mit  5  Fi- 
fltntentafeln.    Coesfeld.    1844.    16  ggr. 
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Breitner,  Prof.  Dr.  H.  A.:  Lehrbuch  der  Geometrie  fifr  Gjb- 
nasien,  Realschule^  und  höhere  Bürgerschulen.  Mit  7  SteiDtafein. 
3te  Aufl.    gr.  8.    Breslau.    1844.     1  Thlr.  4  ggf. 

Holzapfel:  Grundlehren  der  Elementar  -  Geometrie.  3te  Aufl. 
CoDstanz.    1843.    8  ggr. 

'  SoDDenburg,  0.  A.:  Leitfaden  der  gesammten  Elementar -Geo- 
metrie für  höherh  Schulunterricht  bearbeitet.  Mit  5  Figiirentafeliu 
gr.  8.    Bremen.     \\  Thlr. 

Vincent,  A.  J.  H.:  ^ri%i  du  cours  de  g^ometrie  r^dig^  con- 
jointemenjt  par  Pauteur  et  par  M.  Bourdon.  Ouvrage  adopt^  par 
Tuniversit^.    In -8.    Paris.     1844.    4  fr.  50  c. 

Mdhistre,  A.:  Les  Analogies  de  la  g^om^trie  ^l^mentaire,  ou 
la  G^om^trie  dans  Tespace,  ramen^e  a  la  g^ometrie  pUoe.  Deuxiene 
Edition.    In -»8.  de  5  pl.    Chartres  et  Paris.     1844.    5  fr. 

Lafremoire,  H.  Ch.  de:  Trait^  ^l^mentaire  de  g^om^trie  de- 
scriptive,  renfermeot  la  partie  exig^e  pour  Padmission  aux  ^coles 
Poljtecbnique,  militaire,  navale  et  forestiere  etc.  Tome  L  In -8. 
Tome  iL    In  »8.    Avec  15  planches.    Paris.    1844.    5  fr. 

Wichmann,  M.  L,  G.:    Proprietates  maxime  insignes  pentagoni 
.sphaerici  cujus  singulae  quinque  diagonales  quadranti  aequales  ejusgoe 
projectiooum  in  planum  tum  centralis  tum  stereographicae.     (Mit 
1  Figurentafel.)    Göttingen.    f. Thlr. 

Ein  neuer  Lehrsatz  der  Stereometrie.  Eine  Beilage 
zu  allen  stereometrischen  Lehrbüchern.  Von  Karl  Koppe, 
Oberlehrer  am^Gymnasium  zu  Soest.   Essen.  1843.  8.  Oggr. 

Diese  kleine  Schrift  liefert  einen  elementaren  Beweis  des  schon 
früher  von  dem  Verfasser  mit  Hülfe  der  Integralrechnung  gefunde- 
nen^ und  in  Crelle^s  Journal  Bd.  AVill.  Heft  3.  roitgetheilten 
Satzes  über  eine  gewisse  Art  von  Körpern,  die  der  Verfasser  nach 
dem  Vorschlage  des  Herrn  Geheimen  Oberfinaozraths  Benth  in 
Berlru  jetzt  Obelisken  genannt  h'nr.  Ein  anderer  elementarer 
Beweis  dieses  Satzes  von  Steiner  findet  sich  in  Crelie's  Jour- 
nale Bd.  XXIII.  H.  3.,  dürfte  sich  über  seiner  S«*,harfciinoigkeit 
ungeachtet  allerdings  für  den  Blemcntaruuterricht  nicht  so  eignen 
wie  der  in  der  vorliegenden  Schrift  gegebene  Beweis.  Wir  empfehr 
len  daher  diese  kleine  Schrift  den  Lehrern  der  Mathematik^  da'wir 
der  Meinung  sind,  dass  der  Satz  in  den  stercometrischen  Elemen- 
turunterricht  aufgenommen  zu  werden  verdient.  In  einem  Anhange 
ist  noch  übf>r  die  Ausmessung  der  Fässer  auf  elementarem  Wege 
gehandelt.  Hiebei  denkt  sich  der  Verfitsser  ein  Fasä  als  einen  Theil 
eines  durch  Umdrehung 'einer  ISltipse  um  ihre  Hauptaxe  entstande- 
nen Sphäroidä,  abgeschnitten  durch  zwei  auf  der  Axe  senkrechte 
und  vom  MittelpuuKte  gleich  weit  entfernte  Rhenen.  Die  von  dem 
Verfasser  gefundene  Regel  ist  ihrem  AusdrucIcG  nach  mit  der  nach 
Lambert  benannten  Fassregel  einerlei.  Nur  aber  müssen  wir  be- 
merken ,  dass  dieser  letzteren  Regel  eine  ganz  andere  Entstehung 
der  Fässer  zum  Grande  liegt,  als  .die  vom  Verfasser  angenommene, 
indem   nach  Lambert   ein  Fass   auf  folgende  Art   erzeug^  wird. 
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AB  sei  ein  aoe  dem  Mittelpunkte  €7  mit  dem  Halbm^aer  AC=z  BC 
beschriebener  Kreisbogen,  und  ^^  sei  der  nach  dem  Mittelpttokte 
M  dieses  Kreisbogens  gezogene  Halbmesser  desselben.  Errichtet 
■an  nun  in  einem  beliebige^  Punkte  dieses  Halbmessers  eine  seak« 
rechte  Linie  DE^  fällt  auf  dieselbe  von  den  Endpunkten  A  und  \ff 
des  Bogens  AB  die  Perpendikel  AD'  und  BEy  und  denkt  sich  die 
Figur  ABDE  um  die  Linie  DE  wie  um  eine  feste  Axe  herumge- 
dreht, so  stellt  der  auf  diese /Weise  entstandene  Körper  ein  Fass 
dar.  Für  solche  Pässer  ist  die  Lambert'sche  Regel,  die  bekantatlich 
bei  der  Berechnung  des  Inhalts  dieser  Gefasse  bei  Weitem  am  häu- 
figsten gebraucht  wird,  schwerer  zu  beweisen.  Dass  der  von' dem 
Verfasser  für  seine  Regel  bei  der  von  ihm  angenommenen  Fnt- 
stehungsart  der  Fässer  gegebene  Beweis  so  leicht  und  einfach  aus« 
fallen  konnte,  ist  nicht  zu  verwundern,,  weil,  wie  aus  der  elemen- 
taren Lehre  von  den  Kegelschnitten  bekannt  ist«  die  Formel  für  den 
eubischen  lohalt  eines  elliptischen  Sphäroids  ohne  alle  Schwierig- 
keit gefunden  werden  kann.  Immerbin  wird  aber  auch  die  von  dem 
Verfasser  gegebene  Fassregel  bei'm  mathematischen  üllementarun- 
terrichte  zweckmässig  benutztwerden  können,  und  zwar  um  so  mehr 
und  mit  desto  grösserem  Nutzen,  weil  dieselbe  mit  der  vielgebraucb* 
ten  Lambert'scben  Regel  einerlei  ist,  wenn  auch  letztere  allerdings 
eine  andere  Eotstehungsart  der  Fässer  voraussetzt,  was  nie  unbe- 
achtet bleiben  darf.  .Uebrigens  aber  wird  man  auch  der  Natur  der 
Sach6  nach  über  die  eigentliche  Entsteh ungsajrt  dieser  Gefässe  nie 
ganz  auPs  Reine  kommen  können,  und  jede  Fassregel  notbwendig 
auf  einer  willkührlichen  Voraussetzung  beruhen  müssen. 

O'Brien»  M.:  Treatise  on  Plane  Coordinate  Geometrj;  -or,  tha 
Application  of  the  JMethod  of  Coordinates  to  the  Solution  of  Pro- 
blems in  Plane  Georoetry.  Part.  L  8.  London.  1844.  Plates, 
boards.    9  sb. 

Grundzüffe  der  Theorie  der  Kegelschnitte  auf  rein 
elementare  Betrachtungen  gegründet  von  A.  Jacobi, 
Lieutenant  in  der  Preussischen  6.  Artillerie-Brigade. 
Breslan.    1844.    8.    6  ggr 

In  dieser  kleinen  empfeblensw.erthen ,  übrigens  zum  Thell  nur 
Andeutungen  enthaltenden  IS^chriit,  sind  die  Haupteigen^chafieu  der 
Kegelschnitte  im  Sinne  der  neueren  Geometrie  entwickelt. 

'Lehrbuch  der  Mathematik  für  die  höhereq  Klassen 
der  Gymnasien  u.  s.  w.  von  Dr.  J.  Götz.  Erster  Tbeil« 
Die  Elemente  der  Kegelschnitte.  Leipzig.  1844.8.  12ggr, 
Die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  ist  in  dieser  Schrift  nach 
der  gewöhnlichen  gemischten'  algebraisch  -  geometrischen  Methode 
abgehandelt.  Hin  und  wieder  hat^e  der  Herr  Verfas8er  wohl  auf 
die  Quellen  verweisen  können,  aus  denen  er  allem  Anseheine  nach 
geschöpft  hat.  Indess  kommt  darouf  hei  einem  Elemeotarbuche 
nichts  un,  und  es  soll  dnher  hiedurch  keineswegs  ein  Tadel  der^ 
Schrift  an  sich  ausgesprochen  sein. 

Anhang  zu  dem  RIementar-Lehrbuch  der  dynamischen 
Wissenschaften  von  A.  Brix.  Enthaltend  eine  Zusammen- 
stellung der  wichtigsten  Theorien  aus  der  niedern  Ana- 
lysis,  Curvenlehre  und  Stereometrie. 


I 
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DieM  neue  Auflage  dei  Anbatiifi  es  des  Herm  Verftunera  w 
TÜvlea  Beziehviigeii  ansgeteichneten  Biemeatar-Lebrfciidba  der  SUi» 
tftk  fester  Ktfrper,  dessen  .erste  Auflage  1831  ersefaieaen  ist,  iat  fr&» 
her  gedruckt  worden  als  die  neue  Auflage  der  Statik  selbst,  iia4 
wohl  noch  nicht  im  den  Buchhandel  g^komoien.  Der  Herr  Verfas- 
ser bat  aber  diesen  Anhang  dem  Heransgeber  des  Archivs  yonüg- 
lieh  aus  folgendem  Grunde  schon  jetzt  mitzutbeilen  die  Güte  ge- 
habt. 

in  4*  ^^*  UD<1  f  •  ^-  ^'^^^  nftmlich  die  nachstehenden  den  Ver- 
fasser eigenthünlicheii  Sätze  von  der  Ellipse  bewiesen. 

Die  Berühmngslinten,  welche  durch  die  Endpunkte  zweier  con- 
jugirter  Durchmesser  einer  Ellipse  an  dieselbe  gezogen  werden 
köofnen,  nennt  4ler  Herr  Verfasser  der  Kürze  wegen  conjngirte 
Tangenten,  und  beweist  dann  ann)lchst  den  folgenden  interes- 
santen Satz: 

Die  Durchschnittspunkte  aller  conjugirten  Tangenten  einer  El- 
lipse liegen  in  dem  Umfange  einer  mit  derselben  concentriscbea 
Ellipse,  deren  Achsen  die  IMagonalen  von  den  4luadraten  aus  den 
Achsen  der  ersten  Ellipse  sind;  woraus  steh  ferner  die  folgendeo 
Zusätze  ergeben: 

1.  Die  sich  gegenseitig  begräncenden  Tangenten  der  inner« 
Ellipse  sind  für  die  äussere  Ellipse  eonjuf^irte  Sehnen. 

%  Das  von  diesen  Sehnen  gebildete  Parallelograuim  hat  ^eiueu 
Ar  alle  Lagen  desselben  unveränderlichen  Inhalt,  welcher  gleick 
dem  Rechtecke  ans  den  beiden  Axen  der  inoern  Ellipse  ist. 

3.  Verlängert  man  die  conjugirten  Durchmesser  der  inner» 
Ellipse  bis  an  den  Umfang  der  äussern,  so  bilden  sie  für  letztere 
ebenfalls  conjogirte  Durchmesser,  deren  Längen  man  findet,  wenn 
man  die  der  ionem  Ellipse  mit  1/^2  muhiplicirt. 

Wegen  dieser  verschiedenen  Analogien  nennt  Herr  Brix  .die 
äussere  Ellipse  die  conjugirte  der  innern,  und  beweist  dann  im 
f.  50.  noch  den  folgenden  Satz: 

Der  Inhalt  der  äusseren  oder  conjugirten  Ellipse  ist  immer  dop- 
pelt so  ffross  wie  der  der  innern  Ellipse. 

Wen  nun  in  dem  im  4ten  Hefte, des  4ten  Tbeils  des  AreUva 
abgedruckten  Aufsatze  des  Herrn  L.  Mossbrngger  zu  Aaran 
nahe  verwandte  Gesetze  vorkommen,  so  hat  Herr  Brix  schon  nuter 
dem  lOten  April  d.  J.  gerade  um  die  Zeit,  wo  das  erwähnte  Beft 
des  Archivs  ausgegeben  worden  war,  den  Heransgeber  des  Archivs 
aufgefordert,  das  obige  Verhältniss  aufzuklären,  und  namentlich 
ancn  zu  bemerken,  dass  die  neue  Auflage  des  Anhangs  zu  der  Sta- 
tik schon  vor  8  Monaten  gedruckt  worden  ist,  um  sich  bei  dem 
späteren  Erscheinen  der  neuen  Auflage  -  seines  Buchs  im  Buchhan- 
del in  keiner  Weise  dem  Vorwurfe  auszusetzen,  Herrn  Hoas- 
brnggers  Arbeit  mit  Stillschweigen  übergangen  zu  haben.  -  Dass 
sich  oer .Herausgeber  dieser  Pflicht  ^egen  Herrn  Brix  durch  das 
Obige  sehr  gern,  und  bereitwilligst  ent^^digt  hat,  braucht  derselbe 
wehl  nicht  erst  noch  beaotiders  zu  versichern. 


28$  -  ' 

Praktische  Geometrie 


Lehrbach  einer  neuen  Methode  des  FeldmeiseiiB.  Von 
E.  Schott.    Berlin.    1S44.    1  Thlr.  8  ggr. 

Diese  neiie  Methode  des  Feldmessens  komoit,  um  sie  uur  gans 
in  der  Kurse  einigermaassen  zu  cbarakterisireo,  darauf  hinaus,  dass 
mittelst  eioes  eignen  in  der  Schrift  beschriebenen  Instruments  un« 
mittelbar  die  Verhältnisse  der  Seiten  rechtwinkliger  Dreiecke  zn 
einander  bestimmt,  und  dann  diese  Data  zur  Berechnung  der  ge« 
suchten  Grössen  benutzt  werden.  Ausser  der  Beschreibung  der  Ein- 
richtung und  des  Gebrauchs  des  Instruments  ist  der  ganze  übrige 
Inhalt  der  Schrift  —  deren  Preis,  beiläufig  gesagt,  im  Verhältniss 
zu  ihrem  Umfange  und  Inhalte  unverantwortlich  hoch  ist  —  für 
einen  Jeden,  wer  mit  den  Elementen  der  Mathem^tik^  bekannt  ist, 
—  und  diese  Kenntnisse  sollte  man  doch  wohl  billig  von  jedem  Feld- 
messer verlangen  —  völlig  annütz.  Dass  übrigens  diese  neue  Mes- 
sungsmethode Beifall  finden  werde>  müssen  wir  in  jeder  Beziehung 
sehr  bezweifeln.  Auch  hätte  der  Verfasser  theoretische  Dntersu* 
chungen  über  den  Grad  der  von  derselben  gewährten  Genauigkeit 
anstellen  sollen,  was  gaQz  unterlassen  worden  ist. 

Bonnycastle,  J.:  An  Tntroduction  to  Mensuration  and  Practical 
Geometrjy  with  Notes  confaining  the  reason  of  everjr  ruie.  — 
19th  edit.  corrected  and  improved  bj  S.  Maynard.  12mo.  London. 
1844.    4  sh.  6  d. 

A  Key  to  the  same.    12mo.    4  sh.  , 


Mechanik. 


Hart,  A.  S.:  An  Elementarj  Treatise  on  Mechanics.  Dublin.« 
1844.    6^  sh. 

Stamkart,  J.  F.:  lets  over  bet  grondbeginsel  der  virtuele>  snel* 
heden,  toege|Nist  op  de  beweging  der  wi^bruggen,  voorgedhigen  in 
de'  Wetenschapfielijke  wintervergaderingen  van  bet  wisknndiff  ge« 
nootschap:     „Ben  onvermoeide  arbeid  komt  alles  te  boved,     di 


13den  Maart  1843.   gr.  8vo«    Te  Amsterdam,  bij  Weijtingh  en  Van 
der  Oaart.    t  1,  20. 

Manuale  pratico  di  idrodinamica.  Con  an  appendice  contenente 
il  teste  di  alcune  leggi  relative  alle  acqne.  Ad  uso  dejrli  ingegkieri 
ed  agenti  di  campana.  Di  F.  Colombani.  Milano.  I842.  In  •8»; 
tabella  a  stampa.  e  tavole  intitgliate  in  foglio.    6. 

Ueber  den  Anbang  zu  Brix  Elementarlehrbucbe  der  dy* 
BaarscbenWissenschaflen  s.  ».Geometrie« 
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Praktische  Mechanik. 


Eleinputare  Berechnung  des  Widersiandes  prisinati. 
scher  Körper  gegen  Biegung.  Von  Herrn  Brix.  Aus  den 
Verhandlungen  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Ge- 
werbfleisses  inPreussen  besonders  abgedruckt.  Berlin. 
1844.    4. 

In  dieser  besonders  atlen  den  Lehrern,  denen  eine  elementare^ 
die  höhere  Analysis  nicht  in  Anspruch  nt'hmende  Behandlung  der 
mechanischen  Wissenschaften  bei  ihren  Vorträgen  obliegt,  zu  em- 
pfehlenden Schrift  hat  der  Verfasser  den  auf  dem  Titel  genannten 
wichtigen  (iCgcnstand  der  praktischen  Mechanik  auf  ganz  elemen- 
tarem Wege  liehandelt,  und  ist  dabei,  wie  dies  immer  zu  gescbeben 
pflegt,  wenn  man  bei  der  Behandlung  eines  Gegenstandes  eineu 
neuen  Weg  einschlägt,  auch  auf  manche  neue  Sätze  geführt  wor- 
den, in  welcher  Beziehung  wir  den  Leser  u.  A.  auf  die  in  §.  4. 
nod  §.  5.  au/gestellten  allgemeinen  Gesetze  hinweisen,  durch 
welche  die  elementare  und  einfache  Darstellung  des  fraglichen  Ge- 
genstandes in  dem  Umfange,  in  welchem  der  Verfasser  dieselbe  in 
dieser  Schrift  durchgeführt  hat,  vorzuglich  möglich  gemacht  und 
l^edingt  wurde.  Daher  ist  die  Wissenschaft  auch  in  materiellerBe- 
Ziehung  in  dieser  beachtungswerthen  Schrift  keineswegs  ganz  leer 
ausgegangen.  < 

Demme,  Andr.  Valent.:  Der  praktische  Maschinenb  luer.  16te 
Liefer.   8.   Mit  20  Tafeln  Abbildungen.    Quedlinburg.   1844.   2Thlr. 

1^  re«-. 


Optik. 


Hunt,  researches  on  light:  an  examination  of  all  the  pheno- 
mena  connected  with  the  cheteical  and  molecular  changes  produ- 
ced  by  the  influeoce  of  the  solar  rays,  embracidg  all  the  known 
Photographie  processes,  and  new  discoveries  in  the  art.  London. 
1844.    10  sh.  6  d.  • 


Astronomie. 


Stern,    Moriz    A.:     Himmelskunde,   .Volksfasslich    beltrbeitet. 
1.  Bdchn.    8.     Karlsruhe.     1844.    0  ggr. 
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« 

Poppe,  Dr.  J.  B.  M. :  Die  Erd-  and  Himmelsknnde,  im  Liebte 
der  neuesten  Zeit.  Bine  gedrängte  populäre  Darstellung  der  astro* 
nomiscben  Wissenschaften  for  Leser  ans  allen  Ständen.  Mit  13  Ab- 
bildungen auf  4  Taf.     i.  Lief.    gr.  8.    Zürich.    1844.    13  ggr. 

Sacks,  S.,  Königl.  pension.  Bauinspectpr  zu  Berlin:  Axen- Pa- 
rallelismus. Eine  Denkschrift  über  die  wahre  Lage  der  Sonnen- 
und  Erdachse  im  Welträume.  Durch  eine  Maschine  erläutert,  gr.  8. 
Berlinl     1844.    4  ggr. 

Derselbe:  Diagonon,  eine  Maschine  zur  versinnlichten  An- 
schauung der  sphärisch  •  astronomischen  Kreise  und  Winkel,  wie 
solche  in  Folge  der  täglichen  Axendrehung  der  Erde  am  Himmel 
gedacht  werden.     Berlin.     1844.     gr.  8.     8  ggr. 

Astronomie.  Le  Plan^taire,  pour  servir  k  d^montrer  diffi^rens 
pbenom^nes  qui  ont  lieu  dans  notr^  Systeme  solaire;  par  jMI-  Ic  ba- 
ron  de  Montchauvel.    In -4.    Paris.    1844.  , 

Bonnycastle's  Introdaction  to  Astrouomj.  New  Edition,  by 
Professor  Young.     London.     1844.     12mo.    9  sh.  cloth. 

Pinnock's  Astronomj  made  Easy;  intended  for  tbe  use  of  Young 
Cbildren.  18mo.  London.  1844.  Witb  numerous  eogravings, 
eloth  1  sb.  6  d. 

Kerigan,  T.:  Practical  Treatise  on  the  Eclipses  of  tbe  Sun  and 
Moon,  and  the  Deflection  of  the  Moon  and  Planets,  explaining  their 
Calculntion  by  Simple  and  Direct  Methods,  with  Remhrks  on  the 
Anomalies  of  the  Present  Theory  of  the  Tides,  the  Superior  At- 
traction .  of  the  Sun  over  that  of  the  Moon  at  the  surface  of  the 
Earth  etc.    8.    cloth.    4  sh. 

Bffemeridi  astronomiche  di  Milano  per  Panno  bisestile  18f4, 
calcolnte  dair  abate  Giovanni  Capelli'  e  da  Curzio  Buzzetti.  €on 
nppendice  di  memorie  ed  Observazioni  astronomiche.  Mailand.  1844, 

Almanacco  nautico  per  Panno  1843,  con  numerose  tarole  astro- 
nomiconnutiche,  un  planisfero  Celeste  ed  una  carta  magnetica,  piib* 
blicato  dal  dott.  Vincenzo  Gallo  professore  di  matematicbe  etc. 
Anno  terzo.  Le  appendici  contengono:  1)  Agginnte  alP  astrono- 
mia  nautica  del  dottore  C<  L.  di  Littrow  astronoroo  aggiunto  all* 
1.  r. 'spccnia  di  Vienna;  2)  Tratfati  e  convenzioni  di  commer- 
cio  e  di  navigazione  fra  rAustria  e  le  diverse  poteoze.  Venezia. 
184^. 

Almanacco  nautico  per  l*anno  1844,  pubblicato  dal  ingegnere 
dott.  Vincenzo  Gallo.    8.    Triest.  1843. 
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Physik. 


Peschel,  C.  F.:  Lehrbuch  der  Phjsik,  naclhdeiii  g^- 
genwärtigeii  Standpunkte  dieser/lVissenschaft  bearbei- 
tet, zum  Gebrauche  bei  Vorlesungen  auf  höheren  Gjoi- 
nasien   und  mit  besonderer  Berücksichtigung  von  Mili- 

und  25  Tab.    Dresden.     1844.    Cart.  in  Leinv.    6  Thir. 


tairbildungsanstalten.    gr..8.   Mit  13  Steiutateln  in  gr.  4. 


Das  Werk  ist  nun  vollständig  erschienen.  M.  vergl.  Litenir. 
Ber.  No.  VII.  8.  113.^  Auch  die  ii^eite  Abtheilung  lässt  keine  be- 
sonderen Eigeutbumlichkeiten  erkennen.    Der  Preis  ist  sehr  hoch. 

Brandes:  Vorlesungen  über  die  Naturlehre  für  Leser,  denen 
es  an  mathematischen  Vorkenntnissen  fehlt.  2te  verm.  und  verfa. 
Ausgabe,  besorgt  vou  C^  W.  H.  Brandes  und  W.  J«  H.  Michaelis. 
Mit  Kupfern.    2te  Lief.    gr.  8.    Leipzig.    1844.    1  Thlr. 

Meissas:  La  phjsioue  facilement  apnrise.  Notions  ^l^menlaires 
de  physiijye.  Pet.  in  18.  (Aussi:  No.  151.  du  Pantheon  classique 
et  htt^raire)  avec  figures.    Bruxelles.     1844.    6  ggr. 

Om  den  fördelaktigaste  construction  af  tbermo-e1ek(riska  ap- 
parater. Präs.  Adolf  Ferdinand  Svanberg,  Physices  Professor; 
kesp.  Adolf  Törnsten.    Stockholm.     1844.    8  sid  4to,  med  1  pl. 

Annalen  für  Meteorologie,  Brdmagnetismus  und  ver- 
wandte  Gegenstände,  redigirt  von  Grunert,  Koller, 
Kreil,  Lamont,  Plien4nger,  ftuetelet,  Stieffei,  herans- 
gegeben  voa  Dr.  J.  Lamont. 

Jahrgang  1843.    Heft  VIII.    Windrichtung  und  Stärke  und 
Bewölkung   des  Himmels,    1841  und   1842,  .beobachtet   an   der  k. 
Sternwarte  bei  München.  —  Stündlicher  Gang  der  Temneratur  and 
des  Luft-    und  Dunstdruckes,    beobachtet   im  Jahre  1843   an   der 
k.  Sternwarte  bei  München.    Zweite  Juhreshälfte.  —  Resultate  aus 
den  Beobachtungen    der  Temperatur   des  Bodens,    welche  in  den 
Jahren  1837  —  1842  in  Cpsala  aufgezeichnet  wurden,  mitgetheilt 
von  Herrn  Dr.  Angström,   Observator  der  Stern  warte,  in  Dpsala.  — 
Metoorologische  Beobachtungen  in  Leipzig  und  Würzburg.  —  Mag- 
netische Beobachtungen  vom  Juni  bis  December  1843,  aufgezeich- 
net im  magnetischen  Observatorium  der  k.  Sternkarte  bei  München. 
•—  Meteorologische  Beobachtungen  zu  Freising,  angestellt  vom  Hrn. 
Lycealprofessor  Meister.  —  Höhe  der  Isar  bei  Freising,  aus  den 
täglichen  Beobachtungen  des  k.  Werkmeisters  Herrn  Lang,  berech- 
net und   mitgetheilt   von, Herrn   Professor  Meister.   —   Vermischte 
Nachrichten  vom  Herausgeber:  Herrn  Sabines  Contributions  to  Ter-, 
restrial  Magnetism  No.  IV.  und  V.  Observations  on  dajs  of  unusual 
magnetical  disturbance  made  at  the  British   colonial  observatories. 
Meteorologische  Beobachtungen   des  Herrn  P.  Stephan  Postimajer, 
Prior  des  Benedictinerklosters  in   Ottobeuern.    Gleichzeitige  Tem- 
peraturbeobaicbtung  der  Moosach  und  Isar,  1842;  von  Hrn.  Lyceal* 
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Professor  Meister  in  Freysing.  AnszSge  nos  iwei  Briefen  des  Herrn 
Colla,  Ilirectoi*B  des  metsorologiscbea  Obversntorioais  in  Parmsy 
an  den  ^erausgeber.    Üebersicht  der  meteorologiscbeu  BeobNcbtun» 

gen  in  Grönland  und  Labrador,  dann  in  Kisbnagur  in  Bengalen, 
eobacbtuogen  von  Herrn  Professor  Loomis  in  Hudson. 

Jabrffang*  1844.  Heft  IJK.  Meteoroloffisobe  Beobachtungen 
in  Ascbaftenburg  im  Jahre  1842  von  Herrn  Reetor  nnd  Professor 
Dr.  Kittel.  Monatmittel  der  meteorologischen  Beobachtungen  nu 
Schössl  im  Jabre  1841  und  1842  nach  den  Beobachtun^^sstundeo,  uud 
allgemeine  Zasammenstetlungfür  die  Jabre  1831^  1840,  1841,  1842, 
Ton  Herrn  Anton  Bayer.  — Tägliche  meteorolpgiiche  Beobachtun- 

ßen  in  Hof,  dann  Bewölkung  und  Windrichtung  in  Wiirzliurg  und 
e|prölkuDg  in  Leipzig  im  Jahre  1842.  —  Tägliche  meteorologische 
Beobachtungen  in  Ofen  im  Jahre  1842,  >on  Herrn  Prof.  Mayer,  Di- 
rector  der  Sternwarte.  —  Meteorologische  Beobachtungen  in  Salzburg 
1843,  Ton  Herrn  Prof.  Kottinger.  —  Meteorolog^igche  Beobachtungen 
in  Bensberg  bei  Köln  am  Rhein  im  Jahre  1843,  von  Herrn  Voigt, 
k.  preuss.  Lieutenant  und  Lehrer  im  Cadetten- Corps.  —  Versuch 
einer  ersten  genäherten  Bestimmung  der  Höhe  von  München  über 
dem  mittleren  Spiegel  det  Ostsee,  von  Herrn  Professor  Grunert  in 
Greifswald  *).  —  Btagnetisebe  Declination  in  Brössel,  von  Herrn  DL- 
rector  Quetelet  t*  Monatliche  Mittel  der  meteorologischen  Beob- 
achluogen  an  der  k.  Saline  in  Reichenhall.  —  Magnetische  Stö- 
rungen, beobachtet  in  München  im  Jahre  1843.  —  Resultate  aus  den 
neteorologisphen  Beobachtungen  in  Breda  1843,  von  Herrn  Prof. 
Wenckebacb.  —  Meteorologische  Beobachtungen  in  Utrecht  1843, 
von  Herrn  Prof.  van  Rees.  —  Bemerkung  über  die  Berechnung  des 
mittleren  Barometer-  uod  Thermometerstandes,  nebst  Tafel  für 
1841,  1842,  1843,  vom  Herausgeber.  —  Lufttemperatur  in  hundert-, 
theiligen  Graden,  und  Luftdruck  in  Millimetern  auf  dem  Faulhorn 
in  der  Schweiz,  von  Herrn  Prof.  Martins  in  Paris.  —  Meteorologi- 
sche Beobachtungen  auf  dem  Hohenpeisseoberg  1843,  von  Herrn 
Pfarrer  Ott.' —  Monatliche  Mittel  der  meteorologischen  Beobachtun- 
gen in  Gunzenhausen,  Burglengenfeld,  UfFenheim,  Ansbach,  Neu- 
stadt a.  d.  A.^  und  Mallersdorf.  —  Meteorologische  Beobachtungen 
in  Western,  Reserve  College  in  Hudson,  angestellt  von  Herrn  Prof. 
Loomis*  —  Bemerkungen  über  die  in  Upsala  während  der  Jahre 
1838  — 1841  beobachteten  Bodentemperaturen  von  Herrn  Dr.  Aog- 
ström,  Observator  der  Sternwarte  in  üpsala.  —  Vermischte  Nach- 
richten vom  ^Herausgeber.  Magnetischer  Theodolit.  Mittheilungen 
von  Herrn  Hofrath  Mädler  uod  Herrn  Professor  Meister. 

Schumacher:  Die  Krystallisation  des  Eises,  gr.  8«  Leipzig. 
2  Thlr. 


*)  Das  Resultat  dieser  meiner  ersten  Bestimmang  der  Höhe  von  Miincben 
Gber  dem  Nullpunkte  meines  Barometers  ist  1625,4  par.  Fuss.  Die 
Höbe  des  Nullpunkts  meines  Barometers  Über  dem  mittlem  Spie^^el 
der  Ostsee  ist  erst  noch  durch  ein  Nivellement  aoszumitteln,,  und  wird 
später  mitgctheilt  werden. 
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Vermischte  Schriften. 


Bulletin  de  1»  clasae  pbytico-matb^matiqne  de  Tacadteie  inpe- 
riale  des  sciencea  de  St.  Petersbourg,  Tome  111.  ea  24  Nra. 
ffr.  iD-4.     St.  Petersburg.     1844.     R.  2. 

Tbe  Senate  Honse  Problems.  For  1844.  Witb  soluHons  br 
Mattbew  O^Brien,  >  Robert  Leslie  Ellis,  Moderators.  Cambridge. 
1844.    4.    4  sb.  6  d. 

Cambridge  Matbematical  Miscellaoj.  Edited  by  Prof.  Pierre. 
1844.    Qiiarterly.    Cambridge.    5  Tbir.  8  ggr. 


Preisaufgabe  der  JablonoTrski'schen  Gesellacbaft  so 

Leipzig  für  1845. 

Es  sind  noch  einige  Bruchstücke  einer  von  Leibnitz  erfundenen 
geometrischen  Charakteristik  übrig,  in  welcher  dfe  gegenseitigen 
Lagen  der  Orte,  ohne  die  Grösse  von  Linien  und  Winkeln  zu  Hülfe 
zu  ziehen,  unmittelbar  durch  einfache  Symbole  bezeichnet  und  durch 
deren  Verbindung  bestimmt  werden,  und  die  daher  von  unserer  al- 
ebraischen  und  analytischen  Geometrie  gänzlich  verschieden  isL 
s  fragt  sich,  ob  nicht  dieser  Calcul  wieder  hergestellt  und  weiter 
ausgebildet  oder  ein  ihm  ähnlicher  angegeben  -uerden  kann,  was 
keineswegs  unmöglich  zu  sein  scheint.  Gott.  Anzeigen.  1834.  S. 
1940.  (Eiusendungstermin  Iste  November  1845.  An  den  Sekretair 
der  Gesellschaft.  Die  Preisschriften  können  auch  deutsch  verfasst 
sein.  Vorz^iglich  bat  man  nachzusehen:  Ch.  Hugenii  aliorumqac 
secuÜ  Avil,  virorum  celeberrimorum  exercitationes  mathematicae, 
edd.  J.  Tylenbroek.  Hagae.  1823.  Fase.  II.  p.  6.  Diese  Preis« 
aufgabe  scheint  uns  besondere  Aufmerksamkeit  zu  verdienen,  und 
die  Lösung  derselben  eine  sehr  verdienstliche  Arbeit  zu  sein.    G.) 
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Literarischer  Berieht 


Schnften  über  Untenichtsmethode. 


Prsgrsmae  officiel  dea  aatieres  d'exaraen  du  baecalanr^at  ^b 
■ciences  math^aiatiqaea  et  physiques.   In-lSu    Pari*.   1844. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


^mm    ■  ■  » 


Ohm,  M.:  Die  reine  Elementar  -  Mathematik,  tum  Gebrauche  an 
böhern  technischen  Lehranstalten,  besonders  aber  an  Gymnasien 
und  min  Selblitnnierricbte  bearbeitet  nnd  mit  sehr  vielen  Uebangs-' 
beispielen  vergehen.  1.  Bd.  Die  Arithmetik  bis  zu  den  hohem  Gljfei- 
cbangen*  3te  mit  einer  voHstttndigen  Beispielsammlong  versehene 
Auiage.    8.    Berlin.    1844.    2^  Thir. 

Grnndriss  der  reinen  Hftthematik,  oder  Leitfaden 
fnr  den  Unterricht  in  der  gesammten  Elementar-Mathe* 
matik.  Zum  Gebrauch  für  die  oberen  Klassen  der  Gym- 
nasien und  höheren  Lehranstalten.  Von  J.  CH.  Liido- 
wieg,  Artillerie  -  Capitain  a.  D.,  Oberlehrer  der  Mathe-' 
matik  lind  Physik  am  Gymnasium  zu  Stade.  Erste  Ah- 
thfiilang.  Arithmetik  und  Algebra.  Mit  Einschluss  der 
Gombinationslehre  und  einiger  Tfaeile  der  höliern  Alge- 
bra.   HaiiDOveh    1844.    8.    1  ThIr.  4  ggr. 

Nach  der  Angabe  des  Herrn  Verfassers  in  der  Vorrede  ist  die- 
ser Grnndriss,  dessen  erste  Abtheilung  hier  vorliegt,  im  Sinne  sei- 
ner grSsaereB.Lekrbüokar  (Lehrbueli  der  Arithmetik  und  der  An- 
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• 

faDgsgriiode  der  Algebra.  2te  Auflage.  HoDDOver.  1835.  — -  Leb 
buch  der  ebenen  Geometrie  and  Trigonometrie.  2te  Aofl.  llaoB«rtr 
1839.  —  Lehrbuch  der  Stereometrie  und  sphärische  Trigon^aKtr? 
Hannover.  1840.),  und  mit  Bezugnahme  auf  dieselben  aosg'eariiefi^. 
Dieser  ersten  Abtheilung  sind  für  den  Unterricht  in  Prim«  eiaip 
Kapitel  aus  der  höheren  Algebra  beigefügt  worden.  Der  Vortrv 
des  Verfassers  ist  deutlich,  wie  schon  ans  seinen  froheren  LehrU- 
chern  hinreichend  bekannt  ist. 

Leitfaden  für  den  mathematischen  Elem^ataroDtpr- 
rieht  in  Handels«  und  höhern  Bürgerschulen.  Von  Dr. 
Julius  Michaelis,  Lehrer  der  Mathematik  an  der  Öffent- 
lichen HAndeJslehranstali  zu  Leipzig.  Leipzig.  1^4.  $. 
12  ggr. 

Ein  ganz  kurzer,  TÖllig  elementar  gehaltener,  deatlicli  ^- 
schriebener  Lettfaden  fiir  den  Haterricht  in  den  Anfangn^oBdea 
der  ebenen  Geometrie,  Stereometrie,  BuchstabenrechnaDg-  und  AJ- 
ffebra»  und  der  ebenen  Trigonometrie,  der  seinen  nächsten,  auf 
dem  Titel  angegebenen  Zweck  gut  zu  erfüllen  scheint.  Die  Be- 
weise und  Auflösungen  sind  nirgends  ausgeführt,  sondern  überall 
nur  angedeutet.  Die  auf  S.  70.  und  S.  71.  angegebenen  Näherungs- 
cönstructionen  und  manche  andere  für  das  geometrische  Zeichnea 
nützliche  Cönstructionen  sind  in  der  vorliegenden  Schrift  grans  ai 
ihrem  Orte.  Der  Druck  und  das  Papier,  ao  wie  auch  die  eing^edmek- 
ten  Holzschnitte  lassen  njchta  zu  wünschen  übrig. 

Benecken:     Lehrbuch  der  Mathematik.     Ister  Theil:   die  ebes« 
Geometrie,   gr.  8.   Mit  1  Figurentafel.   Quedlinburg.  1844.    10  ggr. 


Arithmetik. 


Handbuch  der  besondern  und  allgemeinen' Arithme- 
tik für  Praktiker,  zunächst  für  das  Selbststudium  ge- 
meinverständlich abgefasst  von  Dr.  L.  C.  Schulz  v.  Strass- 
nitzki,  öffentl.  ordentl.  Professor  der  Mathematik  am 
k.  k.  polytechnischen  Institute  zu  Wien.  Wien.  1844.  8. 
3  Thir,     , 

Der' Inhalt  dieses  empfehlenswerthen,  sehr  deutlich  geschriebe- 
nen, mit  vielen  Beispielen  ausgestalteten  Handbucha  entspricht  ganz 
seineni  auf  dem  Titel  angegebenen  Zwecke. 

Leitfaden,  der  allgemeinen  Arithmetik  für  Gymna- 
sien, Real-  und  höhere  Bürgerschulen,  so  wie  fürHaus- 
lehrer  tind  zum  Gebrauche  beim  Selbstunterrichte.  Von 
Dr.  A.  Wigand,  Lehrer  der  Mathematik  und  «weilemCol- 


legen  an  der  Realschüleimc  Waisenhause  zu  Halle.   Balle. 
18l4.    8..10ggr.       .. 

Dieser  deutlich  ye^^sste  kii«a0  Leitfaden  entreckt  sich  über 
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K^ie  gewIMinlicheii  £ieaeiite  der  «Hgeüdiieii  ArithinetUL  vad  Alge* 

^  Ina  ia  nenilieher  VolktäDdigkeit    Auf  die  Auflösung  der  qnadrati- 

\^  ^«  oebe»  GleicIiMigeii  mittelst  der  goaiometrisobeD  Fanctionea  ist  auch 

''la^a  1^  Aöekiich't  geDomoieD.     Bin  Nachtrag    enthält   die   l^ehre  von   den 

h(   '^  h  Deefaialbnichea,  wofür  der  Griiad  in  der  Vorrede  angegeben  ist. 

I  frk^    '    .  ThoMSOB)  J.»  An  EKementary  Treatise  an  Algebra,  Thearetieal 
«^d  Practical.    12aio,    London.     1844.    cloth.  5  s. 

p»«i;  Watson,  W»:  l^asy  and  Compreheosive  Introduction  to  Algebra,  . 

o/ei.  «lesigned  for  the  use  of  ScbooU,  witb  piain  aud  familiär  Ezankples^ 

aj  ^f,  atnd  numeroils  Notes  and  Observations,  intended  as  Aids  to  Private 

ax/f.  Mudeats.   2d  edition,  inucb  improved  and  cnlargea.    12mo,    bound. 

'  3  sb,  ' 

Elementar- Lärobek  i  Algebra  af  B.  G.  Björling.  Sednare  De- 
]eo.  'Andra  npplegan  af  FörIVittarens  i,,  Bf  einen  tar-Afhandling  om 
Logor.  oeb  Serien    Upsala,     1844. 

AI.  vergl.  Literar.  Bericht.     No.  Xllh  S.  195. 

Sebortrede^  R.s  Logaritbmic  Tables  to  Seveo  Places -of  Deci- 
mals;  eontaining  Logarithms  to-  numbers  from  1  to  120)000,  nam«> 
bers  to  Logarithms  from  0  to  100,000,  Logaritbmic  Sines  and  Tnn- 
Mnts  to  everj  Second- of  the  Circle,  with  Arguments  in  Space  and 
Time,  and  new  Astronomical  and  Geodetioal  Tables.  Royal  •  8to. 
Bdinborgh.    1844.    oloth  4  L.  4  s. 

Theorie  der  Lotterie- Anleben  neb&t  einer  Methode 
den  Werth  eines  Kapitals  bei  verschiedenem  Zinsfnsse 
und  den  hieraus  sicn  ergebenden  Curs  zu  bestimmen; 
mit  Rücksicht  auftiie  Grbssberzoglicb  Badischen  Staats- 
Anlelien.  .Von  Dr.  L.  Oettinger,  örd.  öffentl.  Professor 
der  Mathematik  an  der  Universität  zuFreibnrg  inBreis- 
^au.     Frei  bürg.     1844.    8. 

Da  die  Theorie  der  Lotterie  •  Antehen  noch  nicht  gegeben  ist, 
so  ist  diese  Schrift  unstreitig  für  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
und  politische  Arithmetik  schon  in  dieser  Beziehung  von  nicht  ^e* 
ringem  Interesse.  Dies  gilt  aber  auch  von  ihrem  zweiten  Theile,' 
über  welchen  sich  der  Herr  Verfasser  in  dem  Vorwort  auf  folgende 
Art  äussert:  ,^ln  keiner  der  bisher  über  politische  Arithmetik  er- 
sehiejiepen  mir  .bekannten  Schriften  ist  die  Froge  aufgestellt  und 
beantwortet,  in  welchen  Fällen  des  Geschäftslebens  Zinses  -  Zinsen 
gerechnet  werden  müssen.  Man  liess  die  Frage  unberührt  und  des- 
wegen unentschieden,  vielleicht  mit  aus  dem  Grunde,  weil  die  Ge*. 
setze  Zinseszios  im  gewöhnlichen  Leben  nicht  zulassen,  und  glaubte, 
\ie  dem  Vertrag  oder  der  Willköhr  anheim  geben  zu  müssen.  Die 
Untersuchungen  des  §.  9.  zeigen,  wann  mit  Zinses- Zinsen  gerech- 
net werden  muss,  und  yf»nn  die  Rechnung  mit  einfachen  /Winsen 
nicht  zugelassen  werden  kann.  Die  Fälle,  worin  dies  geschehen 
kann,  sind  dort  genau  bezeichnet.  Hiebei  ist  wohl  zu  bemerken, 
dass  der  Calcul  über  die  Frage  keine  Antwort  giebt,  ob  bei  einem, 
aaf  einen  bestimmten,  spätem  Zeitpunkt  und  auf  einmal  heim  zu 
zahlenden  Kafiitale,  das  mehrere  «lahre  vor  der  Verfallzeit  nach  et- 
waiger Uebereiokuuft  abgetragen  werden  soll,  Zinses  «Zinsen  oder 
einfache  Zinsen  getcchnet  werden  sollen?    Br  kanti  hierauf  nicht 
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antworteD',  deiiD  hier  entieliei^ii  äussere  Gründe  >  wie  die 
des  Kapitals;  die  richtige  Zabtiijig  der  Ziosea  auf  den  VerfaliCag; 
die  Alöp^ltchkeit,  erhobene  Zinsen  sogleich  'naUhriMreBd  aualegeB. 
Sind  die  Zinsen  von  der  Bedeutung  und  ist  die  Möglichkeit*vor- 
honden,  dass  sie  sogleich  wieder  zinstragend  aagelej^  werden  kön- 
nen, wie  an  einem  grossen  Geldmärkte;  bei  Anstalten,  worin  grosse 
Geldmassen  verwaltet  werden;  bei  gegenseitig,  zu  bestimmten  Zei- 
ten wiederkehrender,  Abrechnung;  so  wird  wohl  kein  Grund  vor- 
handen sein,  die  Rechnung  mit  Zinses- Zinsen  als  unzulässig  zu 
erklären.  Eine  weitere  Erörterung  dieser  Sache  gehört  jedoch  nicht 
hieher,  sondern  nur  die  Resultate,  zu  welchen  der  Calcnl  fährt.** 

Scbnuse,  Dr.  G.  H.:  Sammlung^  ausgewählter  allge- 
meiner Formeln  und  Aufgaben  aus  der  Differentialrech- 
nung und  deren  Anwendung  auf  Geometrie.  Ein  Balfs. 
buch  für  Lehrer  und  Schüler  an  hohem  Dnterrichtsan- 
stalten.  2te  Liefer.  Mit  1  Tafel,  irr.  8.  Braunschweiff. 
i  Thlr.  *^     .         .  * 

Die  erste  Lieferung  ist  Literar.  Ber,  No.  XVL  S.  U2,  ange- 
zeigt Die  zweite  ist  noch  nicht  in  unsere  Hände  gelangt,  und 
wird,  sobald  dies  geschieht,  ausführlicher  angezeigt  werden. 

Calcnli  differentiarym  finitarnm  inversi  ezercita- 
tiones.  Attctore  E.  G.  Björling,  Phil.  Mag.,  ad  Reg.Acad. 
Upsal.  Math.  Doc.  Pars  I.  (Ex  Actis  Reg.  Societ.  Scient 
üpsal.j.     Upsaliae.    MDCCCXLIV.    4o. 

Der  Verfasser  heschäftifft  sich  in  dieser  Abhandlung  veiziglich 
mit  der  Auflösung  der  vier  folgenden  Probleme« 

JH{ ? ) 

Probleme  I.    Invenire  — ^ . 

dar« 

Problemti  11.   Invenire  -   '    '^- — > 

Probleme  llf.  Invenire  valorem  «  generalem,  quo  fiat  satis 
oonditioni  .^%  =  e^y^  y'  deootante  functiooem  ipsius  a:  rationalem 
ac  integram  mti  gradns  positoque  ^j{r  =  A  (band  =0). 

Probleme  IV.  Invenire  valorem  %  generalem,  quo  fiat  satis 
conditioni  ^z=:e'*^y,  y.  denotante  functionem  ipsius  js  rationalem 
ac  integram  mti  gradus,  r  constantem  quomlihet  (realem  aut  Imagi- 
nariam)  excepto  0,  positoque  ^x-=zh  (band  =0). 


Geometrie. 


• 

Die  Elemente  der  Geometrie  und  der  ebenen  und 
sphärischen  Trigonometrie;  von  A.  M.  Legendre.  Ans 
dem  Französischen  übersetzt  und  mit  Anmerkungen  be- 
gleitet von  A.  L.  Crelle.  Vierte  Auflage  der  Gebersetzang 


293 

(Äacb  der  l2i6D  Auflaeede«  OriiriDali).    Berlin.    1844.   8. 
2TWr. 

Scteint-  cio  § ani  nirverändefter  Abdruck  der  TorbergehendeD 
Auflage  dteeer  empfehlmiBwerdieD  Debersetiuoff  des  immer  noch  als 
ansgeaeichaet  aoerkatiDteo  Werk«  von  Legeadre  zu  sein. 

■Lebrbneh    der    Geometrie    für    Gymnasien*      Von    C. 
Meyer*,  Professor  am  Königlichen  "Gymnasiam  zu  Pots- 
dam.   Erster  TbeiL    Planimetrie.    Dritte  Auflage.    Zwei- 
ter  Theil.      Stereometfte.     Zweite    Auflage.,    Potsdam. 
'184a.    8.  ^     ' 

•  .  Diesea  Lebrbnefa  enthält  die  gewöhnlichen  Elemente  der  ebe- 
nen und  körperlichen  Geometrie  in  deutlicher  und  stren^r  Dar« 
Stellung.  Was  den  Vortrag  der  Lehre  von  den  Parallellinien  be-  , 
trifft,  so  Mnrd  dieselbe  hauptsächlich  anf  den  Satz  gegründet,  dass 
zwei  einet  and  derselben  dritten  Unie  parallele  gerade  Linien  ein- 
ander jederzeit  selbst  parallel  sein  müssen.  Diesed'  Satz  stellt  der 
Verfasser  als  einen  Lenrsatz  auf^^  und  gegen  den  Beweis  desselben 
'  an  sich  kann  allerdings  auch  eigentlich  nichts  Wesentliches  einge- 
wendet werden.  Gewünscht  hätten  wir  aber,  dass  der  Verfasser, 
was  IHM  bei  <ßesem  vielbesprochenen  Gegenstände  von  ganz  beson- 
derer Wichtigkeit  za  sein  seheint,  recht  deutlich  und  bestimmt  her* 
vergeh^ben  hätte,  welches  Axiom  der  von  ihm*  gegebenen  Daretel- 
}ung  eigentlieJi  zum  Grunde  liegt;  denn  dass  man  ohne  ein  solches 
besonderes  Axiom  in  der  l^hre'  von  den  Parallellinien  nicht  aU4« 
kommen  kann,  sdieint  nun  einmal  gewiss  zu  sein.  Zergliedert  man 
aber  die  DarsteBung  des  Verfassers,  so  findet  man  allerdiogpi,  dass 
in  derselben  ein  solcher  besonderer  Grundsatz  versteckt, 'aber  nicht 
als  ein  solcher  aufgestellt  worden  ist,  welcher  bei  dem  Beweise 
von  f.  21.  Zusatz,  in  Anwendung  gebracht  werden  moss,  wenn 
derselbe  in  völlig  strenger  Form  gegeben  werden  soll.  Dieser  8ntz 
ist  hier  übrigens  kein  eigentliches  Asiom,  sondern  vielmehr  ein 
Postuldt,  und  kann  auf  folgende  Art  ausgesprochen  werden: 

Wenn  swischen  den  Schenkeln  eines  Winkels  ein 
Punkt  gegeben  ist^  so  lässt  sich  immeY  eine  die  beiden 
Sehenkel  des  Winkels  sehneidende  gerade  Linie  ziehen  , 
die  in  Verbindung  mit  den  beiden  Schenkeln  des  gege- 
benen Winkels  ein  Dreieck  bildet,  innerhalb  dessen  der 
gegebene  Punkt  liegt. 

Insofern  man  die  Möglichkeit  des  in  diesem  Satze  ^  der  übri- 
gens wenigstens  in  ähnlicher  Form  auch  schon  anderen  Parallel en- 
theorien  zum  Gruude  gel4*gt  worden  ist,  Geforderten  ohne  Beweiis 
aagiebt,  und  demselben  d/^n  Namen  eines  eigentlichen  Postulats 
ntcht  streitig  mircht  —  was  wir  aber  allerdings  zu  thun  geneigt 
sein  möchten  —  lässt  sich  gegen  die  von  dem  Verfasser  gegebene 
Darstelking ,  wie  es  uns  scheint,  nichts  Wesentliches  einwenden. 
Bior  sind  wir,  wie  schon  erinnert,  der  Meinung,  dass  der  Verfasser 
namebtitch  in  einem  Schulbnche  dieses  Postulat  hätte  fiirmlich  auf- 
stellen und  anf  diese  Weise  den  Schülern  die  Schwierigkeit,  die 
tu  der  l^ehre  von  den  PanHIeIHnien  nun  einmal  vorhanden  ist«  und 
niich  unterer  innigsten  IJeberzeugung'  nur  durch  ein  dieser  Lehre 
eigenthimliches  Axiom  oder  Postulat,  da  die  gewöhnlichen  blosse 
Grössen vergleichungen  belreff^nden  Axiome  hier,  wo  man  es  mit 
blossen  Lagenbeziehnngen  zu  tbun  hat,  nicht  mehr  ausreichen,  ge* 
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koben  werden  kiinn,  hätte  klar  und  deutlich  vor  Augen  legen  sol- 
len. Leider  wird  in  dieser  Lehre  immer  noch  in  vielen  Lehrbüchern 
ein  solches  Versteckespielen  mit  Sätzen  g-ehiindhabt)  was  derselben 
gewiss  schon  zu  grossem  Schaden  gerei<£t  und  den  grossteu  Tbeit 
der  öfters  ganz  verunglückten  Versuche  zu  ihrer  besseren  BegräB- 
dnng  hervorgerufen  nat.  Keineswegs  soll  äbrigens  hiedurcE  ein 
indirecter  Tadel  der  von  dem  Verfssser  gegebenen  Darstellung  an 
sich  ausgesprochen  werden,  die  wir  im  Gegentheil  ganz  zweck- 
mässig finden,  wenn  nur  das  in  derselben  versteckte,  oben  Bäher 
bezeicnnete  Postulat  bestimmt  hervorgehoben  worden  wäre. 

Zur  Empfehlung  gereichen  dieser  Schrift  auch"  ^gutes  Papier, 
schöner  Druck,  und  die  in  den  Text  eingedruckten,  sehr  gut  aus- 
geführten Holzschnitte. 

Leitfaden  der  gesaramten  Elementar- Geometrie  fir 
höhern  Schulunterricht,  bearbeitet  von  Dr.  A^SonneB- 
burg,  ordentlichem  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik 
an  der  Houptscbule  zu  Bremen.    Bremen.     1844«    8. 

(Schon  vorläufig  Literar.  Ber.  No.  XVIIl.  S.  280.  angezeigt.)  ^ 

Dieser  Leitfaden  erstreckt  sich  fiber  die  ebene  Geometrie  «aii 
ebene  Trigonometrie,  Stereometrie  und  sphärische  Trisonoaetrie. 
In  der  Vorrede  erklärt  sich  der  Verfasser  näher  über  die  Hetkede 
seines  Unterrichts,  welches  die  Melhode  eines  jeden  guten  Lehrers 
ist,  und  sagt  dann  über  das  vorliegende  Buch:    „Es  galt  hier  er- 
stens, um   das  die  Aufmerksamkeit  störende  Niederschreiben  ein- 
zeloer  Punkte  (von  Seiten  der  Schüler)  in  den  l^etirstonden  zu  ver- 
hindern,  die   wichtigsten   Erklärungen  und   die  Haupt  •  Lehrsätze 
bestimmt   und   scliart,    die  Beweise  der  letzteren  dagegen  nur  in 
ihren  vorzüglichsten  Punkten  hinzustellen,  alles  weniger  Wichtige 
aber  jenen  unterzuordnen  und  anzudeuten,  jedoch  so,  dass  der  den- 
kende Schüler  allein,    der  schwache  mit  einiger  Hülfe,   sich 
hindurchfinden  könne;  zwölftens  dem  Schüler  einen  leichten  Ceber- 
blick    über    das   weitläufige  Gebiet  der  Elementar  -  Geometrie  zu 
verschaffen^  und  ihn  hei  vorgekommenen  Versäumnissen  den  Zusam- 
menhang leicht  wieder  auffinden  zu  lassen;   drittens  zu  häusli- 
chen Arbeiten  statt  der  schriftlichen  Ausarbeitung  des  in  den  Ijchr- 
stundeo  Durchgenommenen  (wo  ja  das  Abschreiben,  selbst  bei  stren- 
ger Ceberwachung,   immer   eine  bedeutende  Rolle  spielt),    solche 
Sätze  und  Aufgaben  zu  den  Haupt •  Lehrsätzen  auszuwählen,  an  de- 
nen der  Schüler  sein  jedesmaliges  Wissen  und  Können  bewähre; 
viertens   überall   da;  wo  Beispiele  die  Sache  verdeutlichen  und 
befestigen,  diese  auch  in  hinreichender  Anzahl  beizufügen;  end- 
lich galt  es,  nicht  einen  besondern  Tlieil  der  ElesKintar- Geometrie, 
sondern   das  gesammte  Gebiet,  derselben  so  gedrängt  wie  möglieh, 
übersichtlich  und  praktisch  zu sammenzus teile u.*'    Wir  glauben,  dass 
das  B.uch  allen  diesen  Anforderungen  gut  entspreche,  und  dass  der 
Verfasser  namentlich  rücksichtlich  der  zu  sehr  oder  zu  wenig  aus- 
führlichen Darstellung  einen  glücklichen  Mittelweg  eingeschlagen 
habe,    empfehlen    dasselbe    daner   aus   Oeberzeug^ung    zu   weiterer 
Beachtung»      Auf  die   sogenannte   neuere  Geometrie  ist  in  einem 
Anhange  zur  ebenen  Geometrie  (S*  95.  —  S..  100. )  so  weit  Röck- 
sicht genommen,  als  es  die  Natur  eines  solchen  Schulbuches  ge- 
stattet.   Den  Euler'achen  Satz  von  den  Polyedern  hätte  der 
Verfasser  wohl  noch  mit  aufnehmen  können,  da  sich  derselbe  nach 
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de»  jetaig«Q  Stende  der~  WitseniclMift  so  leicht  beweiMD  läset. 
Auch  ferdieiit  der  toü  Gauss  gegebene  schöne  Beweis  des  Le- 
geodre'schen  Theorems-  tob  deoi  sphärischen  Excess 
(M.  s,  Archiv.  ThI.  I.  S.  436.)  immer  mehr  Eingang  in  die  Blemente 
ZQ  finden,  als  derselbe  bisher  gefunden  hat.  Cebrigens  konnte  der 
Verfasser  des  Torliegenden  Lehrbuchs  diesen  schönen  Beweis  schon 
deshalb  nicht  in  dasselbe  aufnehmen,  weil  er  die  trigonometrischen 
Reihen  tou  dem  Vortrage  der  Trigonometrie  ausgeschlossen  hat» 
was  bei  der  Tendenz  .und  der  ganzen  Anlage  dieser  Schrift  nicht 
gemissbilligt  werden  kann. 

Lehrbuch  der  Blementar-Geometrie.  Eine  Samm« 
Inng  methodisch  geordneter  und  aufgelöster  geometri- 
scher Aufgaben  mit  155  dem  Texte  beigedruckten  Holz- 
schnitten, für  Lehrer  und  zum  Selbstunterricht,  insbe- 
sondere für  Volksschulen  und  Schullehrer  -  Semin'arien. 
Bearbeitet  und  herausgegeben  von  F.  W.  Pietzsch,  Leb* 
rer  an  der  Raths  -  Töchterschule  zu  Dresden.  1844.  8. 
12  ggr. 

Diese  Schrift  verdient  nur  den  Namen  einer  Anleitung  zum  geo- 
metrischen Zeichnen,  aber  nicht  eines  Lehrbuchs  der  Elementar- 
Geometrie. 

> 

Fülle:  Lehrbuch  der  Stereometrie  für  die  obern  Klassen  der 
Gymnasien  und  Realschulen.  Mit  6  Figurentafeln,  gr.  8.  Breslau. 
1*44.    i  Thlr. 

Derselbe:  Auszug  ans  Vorstehendem.  Mit  6  Figurentafeln, 
gr.  8.    Ebendaselbst,    i  Thlr. 

Tevss^dre»  A.:  El^mens  de  g^om^trie  populaire.  Avec  6  plan- 
ches.    o.    Paris.    3  f.  50  ^c. 

Planches,  Jules:  Cabiers  de  g^om^trie  ^l^meniaire,  pour  servir 
de  compMmeot  au  Trait^  de  Legendre.  Quatrieme  cahier.  In* 8. 
Paris.    1844. 

Adh^mar,  J.:  Trait^  de  g^om^trie.  G^omdtrie  plane,  ln-8.' 
Parisi    1844.    10  fr. 

Dnlague:  Legons  de  navigation,  contenant  les  ^Mmens  de  f^6o* 
m^rie  et  de  trigonom^trie.  Reproduction  de  la  di!i[i^me  Edition, 
revne  etc.  par  V.  Bagay.    ln-8.    Paris.    1844. 

Brasse,  J.:  The  Enunciations  and  Figures  belonging  to  the 
Propositions  In  the  First,*  Sizth,  and  part  of  the  Elevenä  Books 
of  Enclid's  Elements,  usually  read  in  the  (Jniversities.  5tb  editioo, 
40  Cards  in  a  case.    London.   1844«  5  s.  6  d.  or,  sewed.  d  e.  0  d. 

Wedgweod:  The  Principles  of  Geometrical  Demonstration  de« 
dneed  from  -the  Original  Coneeption  of  Space  and  Form^  London. 
1844.    2  8. 

Kauffmann  und  Schwenk:  Aofgaben  aus  der  darstellenden 
Geometrie.    Mit  00  lith.  Tafeln.    8.    Stuttgart.    1844.    ii  Thlr. 
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Bünau,  H.  von:  Die  Bleütute  der  ProjeeCioMlebre.  Ekm  Leit- 
faden for  den  Untecriclit  an  ffewerlilicheii  CehraoatalUa  bearheitel. 
Mit  20  Kupfertafeln.    8.    Leiyzig.    1844.    If  Tblr. 

1  V 

Leroj».  C.  F.  A.:  Trait^  de  St^reotomie»  conpreDant  lea  appli- 
catioDs  de  la  g^om^trie  descriptive  ä  la  th^rie  des  ombrea,  la^per» 
8|^ecd?e  liD^re,  la  goomonique,  la  coupe  des  pierrea  et  la  eaar- 
peote.    In -4.,  plus  ua  atlas  in  folio  de  74  pl.    Paris.    1844.    34  fr. 

Tabacci:  Applicazioni  di  geometria  descrittiva  al  disegno  ar- 
cbitettonico  e  delle  maccbine  e  formule  per  calcolare  le  superficie 
delle  volte  eomposte.  Fase  L  .2  tavale  lUogr,  8.  Padora.  1844. 
2.  61. 

Consid^rations  g^n^ralea  .aar  les  courbea  a'lg^bri- 
qnes.  Par  M.  Steicben,  Professenr  a  TEcole  Militaire 
de  Bruxelles. 

Wahrscbeinlicb  ist  <iiese  mir  von  dem  Herrn  Verfasser  gntiffsi 
zugesandte  Abbandlung  aus  einem  Journal  entlebnt,  welcbea  ich 
aber  anaugeben  ausser  Stande  bin.  6« 


Praktische  Geometrie. 


üntersucbungen  über  Gegenstände  der  hohem  Geo» 
däsie.  Von  €.  P.  Gauss.  Aus  dem  zweiten  Bande  der  Ab- 
handlangen der  Königl.  Gesellschaft  der  WisseBsehaften 
zu  Göttingen. '  1844.    4.     12  ggr. 

Der  berühmte  Verfasser  beabsichtifft  in  einer  Reihe  Ton  Ab- 
handlungen  seine  durch  die  im  Königreiche  Hannover  ausgef&hrten 
grossen  Messungen  veranlassten  geodätischen  Dntersuchungen  zn 
veröffentlichen,  und  äussert  sich  rücksichtlich  dieser  vorJiegeedeD 
ersten  Abhandlung^  auf  folgende  Weise. 

Von  der  Aufgabe :  die  Theile  einer  gegebenen  Fläche  auf  einer 
andern  gegebenen  Fläche  so .  abzubilden ,  dass  die  Abbildung  dem 
Abgebilaet^  in  den  kleinsten  Theiien  ähnlich  wird,  habe  ich  im 
Jahre  1822  eine  allgemeine  Auflösung  gegeben,  welche  Herr  Con- 
ferenzrath  Schumacher  im  3.  Heft  der  Astronomischen  Abhandlungen 
hat  abdrucken  laasen*  Bei  der  Anwendung  dieser  Aii(gabe  auf  die 
höhere  Geodäsie,  für  welche  sie  eine  vorzuglich  ergiebige  Uolfs« 
qneiie  wird,  macht  sich  das  Bedürfniss  fublbarj  AbbildungeB»  welche 
unter  der  aagegebisnen,  Bedingung  stehen»  durch  eine  besondere 
Benennung  auszuzeichnen,  und  ich  werde  dieselben  daher  con- 
forme  Abbildesgen  oder  Uebertraguogen  nenaeo»  indem  ich  diesem 
sonst  vagen  Beiworte  eine  mathematisdi  scharf  bestimmle  Bed^otaeg 
beilege. 

In  der  angeführten  Schrift  ist  die  allgemeine  Auflösung,  welche 
eine  willknbrlicbe  Function  einsehlies^y  atif  mehrere  bestiaitate 
Flächen  angewandt;  das  Istite  dort  behendelte.  Beispüel  belfiffl;  die 
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eonforme  Uebertraguag  der  Oberfläche  des  Umdrebungsellipsoids 
auf  die  Kugelfläcbe,  und  es  ist  S.  21.  zugleich  eine  solche  Bestim- 
mung der  arbiträren  Function  angegeben,  die  zu  einer  sehr  brauch- 
baren Anwendung  auf  die  höhere  Geodäsie  benutzt  werden  kann. 
Diese  Benutzung  war  a.  a.  0.  aar  kurz  angedeutet,  und  eine  ausführ- 
lichere Entwickelung  vorbehalten.  Ich  werde  jedoch  anstatt  dieser 
speciellen  Auflösung  eine  etwas  abgeänderte  und  für  die  geodätU 
schen  Anwendungen  noch  viel  mehr  geeignete  Methode  zur  confor- 
men  Uebertragung  der  ellipfioidischen  Fläche  auf  idie  Kugelfläche 
in  der  gegenwärtigen  Abhandlung  entwickeln,  und  damit  zugleich 
alles  zu  einer  solchen  Benutzung  Erforderliche  verbinden. 

Reinhold,  C:  Anweisung  zum  praktisch  -  richtigen  NiveUiren 
oder  Wasserwägen;  bestehend  in  der  Beschreibung  und  Abbildung 
eines  verbesserten  Nivellir- Instruments  mit  Fernrohr  und  Böhren- 
libelle,  dessen  Einrichtung  die  möglichst  genaue  Horizontalstellung 
der  yisir-Axe  ohne  äussere  Hülfsmittel  leicht, und  sicher  gewährt, 
und  in  der  Darstellung  einer  sichern  und  richtigen  Nivellirmethode 
mit  Selbstcontrole.  (Besonders  abgedruckt  aus  »dem  20sten  Bande 
von  „Crelle's  Journal  für  Baukunst!)  Mit  3  Figuren  tafeln.  4.  1844. 
Berlin.  .  H  Thir. 

Regnault,  E.  £.:  Tratte  di  topograpbie  et  de  g^od^ie  fo- 
restiires.    Avec  8  pL    In -8.    Nanci.    Ia44.  10  fr. 

* 

Principii  elementar!  de  geometria  pratica,  ed  applicazioni  al  dl* 
segno ,  raccolti  ad  uso  degß  artieri  allievi  della  gratuita  scuola  di 
disegno  in  Vercelli.    In -4.  gr.  15  tavole.     Vercelli.    1843.     5.  — . 

Hummel,  J.  E.:  Anleitung  zum  Projections  -  oder  geometrischen 
Zeichnen.  Nebst  einem  Anhange  der  nötbigsten  Constructionen  krum- 
mer Linien,  hauptsächlich  in  Bezug  auf  das  Praktische  bearbeitet. 
Mit  16  Kupferfafeln.    gr.  8.    Berlin.    1844.    U  ThIr. 


Trigonometrie. 


Nübel,  Chr.:  Lehrbuch  der  Trigonometrie.  Für  die  höhern 
Klassen  der  Gymnasien  und  Schulen,  so  wie  zum  Selbstunterricht, 
gr.  8.    Mit  1  Figurentafel,    f  Thlr. 


Mecliaiiil£« 


Kulik,  J.  Pb. :   Anfangsgründe  der  höhern  Mechanik  mit  Rück- 
sicht auf  ihre  technischen  Anwendungen.     1.  2.  Lieferung.    Mit 
BudV.  26 
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8  Figurentafeln.     8.     Leipzig.     1844/    Preis  fiir  das  voilitiedifre 
Werk  4  Tbir. 

CbapoiaDs  Paraboliska  KoDstroküpDs  -  Sjsten »  tiilüflipadt  p« 
Handelsfartyg,  af  G.  C.  Witt,  Seeuod  •  Lojtnant  i  KoDgl.  Maj:ta 
Flottas  Konstruktions- Korps.     Denaa  Afbandling  tUlbör  den  Hög- 


wederböriigen  faststälda  Lärokursen  wid  Skeppsbyggeri-loatitatefc 
i  CarlskroDa.    Carhkrona.    1844.    8:o.  med  1  plancb. 


Praktische  Mechanik. 


Schubert:  Blenente  der  Maschineolebre.  2te  Abth.:  Fod  der 
Bearbeitung  fester  Körper  im  Allgemeinen,  von  den  einfacben  Werk- 
zeugen und  von  den  WerkKcugsmaschinen.  gr.  8.  Mit  35  Stein- 
tafein  in  Folio^.     Dresden.     1844.     10  Tblr. 

Tb^orie  de  P^quilibre  de  la  vis  k  filet  triangulaire, 
eu  6gard  au  frottement.  (Bxtrait  d'un  travail  plus 
^tendu).  Par  M.  Steicben,  Professeur  k  P£cole  nili- 
taire  de  BruxelJes. 

Wabrscbeinlich  ist  diese  von  dem  Herrn  Verfasser  mir  gütigst 
zugesandte  Abbandlung  aus  einem  Journal  entlehnt,  welcbes  ick 
aber  anzugeben  ausser  Stande  bin.  G. 

Westpbalen:  Anwendung  der  Turbinen  im  Vereine  mit  sta- 
kenden Dampfm^scbinen  beim  Ersteigen,  und  der  Wasserdrackwerke 
beim  Herunterkommen  der  Convois  auf  Gebirgseisenbabnen.  Ver- 
gleicbung  dieses  Systems  mit  der  Anwendung  der  atmosphärischen 
Eisenbahn  zur  Uebersteigung  der  Berge,  gn  4.  Dresden.  1844. 
1*  Tblr. 

Redtenbacber,  F.,  Paof.:  Theorie  und  Bau  der  Turbinen  und 
Ventilatoren.  Mit  6  kleinen  und  11  grassen  Tai.  liez.-8.  Mann- 
heim.   1844.    7  Tblr. 

Westpbalen:    Ueber  die  Gebirgseisenbabnen  mit- stehenden  Ma- 
schinen und  Anwendqnff  von  Gegengevichteo«    gr«  4.    Mit  4  litk. 
*^  Beilagen.    Dresden.    lSl4.    1^  Thir. 

Majocchi,  G.  A«:  Cenni  storici  iotomo  all'  elettro-aag^elismo 
considerato  come  forca  motrice.    In -8. 

Walther:  Vorlegeblätter  zum  Unterrichte  und  zur  Selbstnbung 
im  Maschinenzeichnen.  Folio  (12  Blätter).  Augsburg.  1844. 
\\  Tblr. 
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Optik. 


Hers:  Die  neuem  Verbesserungen  am  Mikroskope  nebst  den 
sie  begieitenden  Aenderangen  in  der  Diojilrik.  gr.  o.  München. 
1843.    1  Tbir. 


Astronomie. 


Bode,  J.  B.:  Anleitung  zur  Keontniss  des  gestirnten  Himmels, 
herausgegeben  von  C.  Bremiker.  lOte  vermehrte  und  verbesserte 
Auflage.  Mit  3  KupCern  und  einer  allff.  Himmelskarte  nebst  trans- 
parentem Horizont,  /gr.  8.    Berlin.     1§44.    3|  Tbir. 

Hieraus  für  die  Besitzer  früherer  Auflagen  besonders  abgedruckt: 

Nachtrag,  enthaltend  den  Lauf  und  die  Erscheinungen  der  Pla- 
neten in  den  Jahren  1844  bis  1854  und  die  Finsternisse,  gr.  8. 
Ebendaselbst.    ^  Tbir. 

Frege,  ¥.  £.:  Planetensystem  der  Sonne,  ^r  Schulen.  12 
Wandtafeln  in  gr.  Fol.    Meissen.     1844.     1|  Thlr. 

Ife,  O.A.:  Die  Vorkenntnisse  der  Astronomie,  Geographie  und 
Naturlehre.  Ein  Lehrbuch  zum  Gebrauch  in  Elementarschulen  und 
Erziehungsanstalten,  so  wie  auch  bei  häuslichem  Unterricht  8. 
BeHin.    1844.  .|  Thlr. 

Wirth,  Dr.:  populäre  Darstellung  der  physikalischen  und  ma- 
thematischen Verhältnisse  unserer  Sonne  und  ihrer  Planeten.  4. 
Bamberg.     1842.    i  Thlr. 

Guy's  Elements  of  Astronomy,  ^th  Edition^  «niarged  and  eor« 
rected  throughout,  royal  18mo.    ,1844.     18  plates.    bound  6  s. 

,Struve:  Expedition  chronom^trique  ex^cnt^e  par  ordre  deS.-M« 
Tempereur  Nicolas  I.  entre  Poulkova  et  Altena  pour  la  d^tenoinatioo 
de  la  longitode  g^o^aphiaoe  relative  de  INibservatoire  central  de 
Aussie.  Rapports  faits  a  I  acad.  imp.  des  sciences  de  St.  Peters- 
bourg.    1844.    If  Thlr. 

Astronomische 'Beobachtungen,  auf  der  K9nig1.  Sternwarte  zu 
Berlin.  Herausg.  von  F.  Encke.  2,>B.and.  Fol.  Berlin.  1844.   5'Tlrlr. 

Mädler,  J.  G. :  Beobachtungen  der  Kaiserl.  Universitäts-Stern- 
warte zu  Dorpat.    10.  Bd.    (N.  Folge  2.  Bd.)    4.    Dorpat.    1844. 

Qnetelet,  A.:  Annuaire  de  TUb'dervatoire  royal  de  Brnxelles. 
Xle  ann^e.    In.  18.    Bruxelles.    1844.    |  Tbir. 
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Physik. 


Wieber:    I>ekrbacfa  der  Physik  für.  die  ohtm  Elavea 
naiien    ood    höhern  BorgerachvIeD.      gr*  8.      Mit  8  Fi 
Breslao.     1844.     U  Tbir. 


Braodea,   H.  W.:    Vorlesoogen  ober  die  Katnrlebre  fir 
deoeo  es  an  matbefliatisclieii  VorkenDtaissen  feblt.    2te  rer 
verb.   Aufl.*  vonr  €.  W.  H.  Brandes  und   W.  J.   B.  Mickaelis. 
Knpfera.    3fte  Liefernng.    Lex. -8.     Leipzig.     1844.     1  TbIr. 

Menge,  A.:     Pbjsik.    Mit  zahlreicben  in  den  Text 
HolzscbniUen.     8.     Graodenz.     1838.     U  Tblr. 


es 


Sonbeiran,  E.:  Pr^cis  ei^mentaire  de  pbTsiqae.  2mit  editi^a« 
8.    Paris.    1844.    6  fr.  50  c. 

Majoccbt,  G.  A.:  Blementi  di  fisica  per  oso  delle  seaole  ele- 
mentari  naggiori  del  rerno  Lonbardo-Veneto.  Seconda  cdisioBe 
coD  tafole  in  rame.     In-o.  con  6  tavole.     Milano.    1843.    2.  61. 

Memoire  sor  ]a  Constitution  phjsiqoe  du  caloriqae  et  aar  Im 
pr^tendae  force  r^pnlsive.    in- 12.    Reims.    1844. 

Scbwaab,  Dr.  W.:  Versuch  einer  neuen  Theorie  der  Hagelkil- 
dnng.    8.    Cassel.    1844.    ^  Tblr. 


Vermischte  Schritten. 


Cbassarant,  J.  Tb.:  Opinions  nouvelles  en  mati^re  de  phjsiqoe 
et  d'astrononie.    In* 8.    Niinet.    1844. 

Santini,  Francesco:  Memorie  matematiche.  Ferrara.  1843. 
10-4. 

Abhandlung  der  mathematisch  •  physikalischen  Klasse  der  Ki^- 
ni^  Baier.  Akademie  der  Wissenschaften.  III.  Bd.  3.  Abth.  gr.  4. 
Mit  vielen  lith.  Beilagen.     1843.    München.    2  Tblr. 

Afhandlin^er,  det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskaba  na- 
turvidenskabelige  og  mathematiske.  lOe  Deel.  Med  28  Tavler. 
gr.  4.    Kjöbenhavn.    1843.    2^  Tblr. 


Literarischer  Bericht 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Wörterbacb  der  angewandten  Mntliematik.  '  Ein 
flandbnch  zur  Benntznng  bei'm  Studium  und  Betriebi^ 
derjenigen  Wissenscbaften,  Künste  und  Gewerbe^  wel- 
che  Anwendnngen  der  reinen  Matbematik  erfordern. 
Zugleieh  als  Fortsetzung  von  G.  8.  RlügePs  Wörter- 
buch der  reinen  Matbematik.  Im  Vereine  mit  mehreren 
Gelehrten  und  Praktikern  bearbeitet  von  G.  A.  Jahn, 
llr.  philoi.  und  Lehrer  der  Mathematik  in  Leipzig. 
1.  %  Lief.    gr.  8.    Leipzig    1844.    k  18  ggr. 

Ein«  ausrührliebere  Anzeige  dieses  Werks  scheint  zweckmässig 
bis  dahin  ausgesetzt  zu  werden,  wo  mehrere  Lieferungen  erschie- 
nen sein  werden,  da  dieselben  schnell  auf  einander  folgen  zu  sollen 
seheineD. 


Arithmetik. 


Desnarest,    V.:    NouFeau  trait^  d^arithm^tique.    In  -  8.     Com- 
plague.     1844. 

Forster:     Elements   of  Algebra.     2   Edition.     London.     1844. 
2sh. 

Hill,  Ma|r.  C.  J.  Prof.  i  Math.:    Proleffomena  tili  braije  bli- 
fvande  allmän  storbetslära.    Lund.    1844.    4. 

Band  V.  27 
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Derselbe:  Utka§t  tilP  en  allmäD  theorie  för  binomitka  iasfri- 
nära  rötter  säsoni  grund  för  de  trigonometriska  functioneroes  alge- 
braiska  liärledning  samt  löäDing  af  casus  irreducibilU.  Luikd. 
1844,  .8. 

Sammlung  voo  Beispieleo  und  Aufgaben  aas  der  all- 
gemeinen Arithmetik  uud  Algebra.  Für  Gymnasien,  hö- 
here Bürgerscbulen  und  Gewerbschulen  in  systemati- 
sch (*r  Folge  bearbeitet  von  Eduard  Heis,  Oberlehrer  der 
Mathematik,  Physik  und  Chemie  an  der  combinirten  kö* 
heren  Bürger,  und  Provincial-Iiewerbschule  zu  Aacheo. 
Dritte,   vermehrte  AuHage.    Köln.     1844.    8.     1  Thir. 

Von  diesem  ausgezeichneten  Schulbuche  wird  in  einem  der 
nächsten  Hefte  eine  ausführlichere  Beurtheilannc  geliefert  werden, 
weshalb  jetzt  die  vorläufige  Anzeige  von  dtm  Brscbeineo  der  drit- 
ten vermehrten  Auflage  desselben  genügen  mag. 

Grundriss  der  höheren  Analysis.  Herausgegeben  tod 
Joseph  Salomon,  ö.  o,  Professor  der  gesammten  reioeo 
Mathematik  am  k.  k.  polytechnischen  Institute  in  Wien. 
Wien.     1844.    8.    3  Tblr. 

Dieses  sehr  deutlich   geschriebene,    und,    besonders  in  Bexug 
auf  das  Publikum,  für  welches  es  besonders  bestimmt  ist,  ziemlicb 
voltständige    und   reichhaltige  Lehrbuch  der  sogenannten   Analysis 
des  Endlichen,  der  Diflereazialrechuung  und  der  lutegra^rechnnog, 
ist  weder  ganz  im   Geiste   der  älteren  ^   noch   ganz  im  Geiste  der 
neueren  Behandlungsmethode  der  Analysis  verfasst,  aosdern  es  fio- 
den   sich   vielmehr  in  demselben  beide  Methoden  mit  einander  ver- 
eioigt,  was  wir  in  Rücksicht  auf  das  Publikum,  fiir  welches  der 
Verfasser   zunächst  geschrieben  hat,   nur  vollkommen  billigen  kön- 
nen, da  z.  B«  die  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  bei  allen 
ihren  UnvoDkommenbeiten  dem  Praktiker,  dem  es  oft  weniger  auf 
die  Methode  an  sich ,  als  vielmehr  auf  die  AufHndung  eines  Retnl* 
tats  ankommt,  in  vielen  Fällen  vortreffliche  Dienste  leisten  kann. 
Dabei  hat  aber  der  Verfasser  die  Uuvollkummenbeiten  der  älteren 
Methoden  durchaus  nicht  verschwiegen,  sondern  vielmehr  nickt  un- 
terlassen, an  geeigneten  Stellen  besonders  auf  dieselben  hinznwei- 
sen,   und   die  neueren  Methoden   keinesweges,  wie  dies  leider  nnr 
zu  oft  noch  geschieht,  ignorirt,  sondern  denselben,  so  weit  es  sei- 
nem nächsten  Zwecke  angemessen  und  entsprechend  war,  mit  Recht 
eine   ganz   besondere   Aufmerksamkeit  geschenkt,   sich   dabei   auch 
selbst  als  einen  mit  den  grossen  Fortschritten,  welche  die  Analysis 
in  neuerer  Zeit  namentlich  in  Beziehung  auf  strengere  Iheoretiscbe 
Begründung  gemacht  hat,  vollkommen  vertrauten  Gelehrten  gezeigt« 
Daher  findet  man  denn  in  diesem  Werke  so  Manches,  was  man  in 
vielen  anderen  neueren  Werken,   selbst  in  solchen,  die  eine  bloss 
theoretische  Richtung   verfolgen,    vergebens  sucht,  wie  s.  B.  die 
Lehre   von  der  Cobvergenz  und  Divergenz  der  Heihen;  die,  wenn 
man   bei   eigenen  ITntersuchuogen  vor  Fehlschlüssen   gesichert  sein 
wUi,  so  wichtigen  Bedingungen  der  Uagletchbeit;  die  eben  so  wich* 
tige  Lehre  von  den  Mittelgrössen;  eine  genauere  Theorie  der  ima- 
ginären Grössen;  eine  sehr  gut  durchgeführte  allgemeine  Theorie 
der  Gleichungen^    o.  A.  also  natürlich  auch  den   wichtigen  Satz, 
dasB  jede  Gleichung  mit  beliebigen  reellen  oder  imaginären  Cnifli» 
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eientev  immer  wenigsten»  eine  reelle  oder  im#gia&re  Wpr^el  Tom 

der  Form  p  -4-  ^l/—  1  bat,  auf  welchen  am  Ende  Alles  ankaimnl,, 
and  auf  dem  die  g^nse  Theerie  der  Gleichungen  als  ihrer  eigenl* 
liehen  Basis  ruhet,  ohne  Zubnifeoabme  anderweitiger  Hülfsmitlel 
rein  algebraiach  bewiesen;  die  gehörige  fierüeksicbtigang  der  Reale 
eder  Brgäiisnttgen  der  Taylor^seben  niid  Maclanria^scben  Reihey 
und  vieles  Andere,  was  hier  besonders  namhaft  zu  machen  uns  der 
Raum  fehlt.  Auch  die  Integralrechnung  ist  in  hinreichender  Ann-, 
f&brlicbkeit  behandelt,  und  vielen  Abschnitten  ist  eine  grössere  An^ 
xahl  aweckmüiig  gewählter  Uebungsb^piele  beigeliigt.  Deber  dia 
Anwendung  der  Anaijsis  auf  die  Geometrie  denkt  der  Herr  Ver-P 
fasser  ein  eigenes  I^hrbucb  herauszugeben,  weshalb  dieselbe  Ia 
dem  vorliegenden  Werke  keine  Berücksichtigung  gefunden  hat* 

Wir  glauben  in  der  That,  lo  viel  eine  Vür  jetzt  natürlich  we» 
niger  ins  Einzelne  gehende  Durchsicht  des  Werks  dieses  Drtheil 
zu  begründen  im  Stande  ist,  Praktikern,  welche  der  Annlyais  ein 
strenges. und  ernstes  Studium  zu  widmen  gedenken,  sich  dabei  aber 
auch  nicht  zu  weit  über  den  Kreis  der  nächsten  Brauchbarkeit  and 
Nützlichkeit  hinaus  bewegen  wollen,  gegenwartig  kein  besseres 
Lehrbuch  als  das  vorliegende  empfehlen  "zu  können,  namentlich 
wenn  ihnen  dabei  der  Rath  eines  schon  mit  der  Wissenschaft  mehr 
vertrauten  Mannes  zur  Seite  steht.  Denn  der  Herr  Verfasser  sagt 
selbst,  dass  er  das  Buch  mehr  zu  einem  Lehrbuche»  als  für  den 
Selbstunterricht  bestimmt  habe,  obgleich  der  Vortrag  uns  so  deut- 
lich scheint,  dass  ein  cinigermassen  fähiger ,  mit  den  Elementen 
gehörig  vertrauter  Kopf  schwerlich  häufig  auf  Schwierigkeiteti 
stossen  wird.  Was  der  Herr  Verfasser  in  der  Vorrede  über  den 
Unterricht  von  Praktikern  und  Teohuikern  sagt,  unterschreiben  wir 
aus  vollster  Ueberzeugung,  und  das  vorliegende  Werk  ist  seiner 
ganzen  Anlage  nach  der  beste  und  augenfälligste  Beweis,  dass  bei 
dem  Unterrichte  nuf  dem  polytechnischen  Institute  in  Wien  keines- 
wegs ein  solches  Abrichtungssjstem,  wie  leider  noch  zu  oft  auf  an* 
deren  Anstalten  ähnlicher  Art,  befolgt,  sondern  die  freie  aber  strenge 
Wissenschaft,  wie  ihre  Natur  es  nicht  anders  zulftsst,  auch  stfeng 
vrissenscbaftlicb,  aber,  wie  es  ebenfalls  recht  und  zweckgemäss  ist, 
nicht  ohne  sorgfältige  stete  Rücksicht  auf  ihre  Anwendung  im  Le- 
ben und  nicht  in  eine  unbestimmte  Weite  hinein,  bebandelt  wird« 

Sammlung  ausgewählter  allgemeiner  Formeln^  Def« 
spiele  und  Aufgaben  aus  der^Differenziatrecbnunir  nad 
deren  Anwendling  auf  Geometrie.  Ein  Hülfsbnch  für  Leh- 
rer und  Schüler  an  höheren  Unterricbtsanstalten.  Her- 
ausgegeben von  Dr.  C.  H.  Schnuse.  Mit  einer  Figuren* 
tafel.  Brannschweig.  1844.  8,  Pr'teis  des  Ganzen  1  Tbfr. 
8  ggr.  , 

Fortsetzung  von  Literarischer  Bericht,    No.  XVL   >&  242. 

•  XVL  Von  den  Spiralen  oder  den  auf  Polarcoordinaten  beza- 
ffsnen  ebenen  Curven.  XVÜ.  Singulare  oder  besonders  merkwür- 
dige Ponkie«  XVIII.  Beschreibung  ebener  Curven.  XLX*  Difffrp 
renziirung  der  Functionen  mit  mehreren  Veränderliche»-  XX,  E|if 
mination  willkübrlicber  Constanten  und  Fuoctionen.  XXI.  Kei- 
benentwiekelaag  der  Functionen  von  mehreren  anabbangigea  Ver- 
ftadeflieben.   (Oieaef  Abschnitt  enthält  für  Functionen  mi  mebrefen 
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TerSoderlicben  Gröisen  die  Taylor'scbe  und  MacHmrin^sche  Reihe» 
so  wie  ferner  die  Lag^range^scbe  ond  Laplace'scbe  Reversioiisforniel ; 
aber  Docb  weniger  als  bei  dem  Tajior'scben  und  Maclavrin'sckea 
Satze  für  Functionen  mit  einer  veränderlieben  Grösse  finden  mikeh 
hier  Beispiele  für  die  Reste  der  in  Rede  stehenden  Reiben,  ait 
gehöriger  Beziehung  auf  deren  Convergenz  vnd  DiFergenz,  "wnm 
wir  für  einen  sehr  fühlbaren  und  wesentlichen  Mangel  dieser  Schrifit 
halten,  da  dieselbe  nur,  wenn  auf  diese  Gegenstände  gebnbreDd 
Rücksicht  genommen  worden  wäre,  als  dem  neueren  Zustande  uBd 
den  neueren  Fortschritten  ^^ßr  Wissenschaft  entsprechend,  and  die- 
selben gehörig  würdigend,  betrachtet  werden  könnte,  worauf  schon 
bei  der  Anzeige  ihrer  ersten  Hälfte  hingewiesen  worden  ist). 
XXIL  Maxima  und  Minima  der  Functionen  mit  mehreren  nnabbmo- 
gigen  Veränderlichen.  XXIII.  Krumme  Flächen  und  Gurren  von 
!loppelter  Krümmung.     XXIV.   Vermischte  Beispiele  und  AafgabeD. 

Wallace:  Practical  Mathematician's  Pocket  Guide:  a  sei  of 
Tables  of  Logarithms  of  Numbers,  and  of  Logarithmic  Sines  mn4 
Tan^ents;  with  otber  useful  Tables  for  Engineers,  Survejora,  Me- 
ebanicsy  etc.    32bo.    Ijondon.    1844.    bound  1  s.  4  d* 


Geometrie. 


Müller,  F.  H.:  Erster  Cursus  der  Geometrie.  Von  den  gern* 
den  Linien,  welche  nicht  einen  Raum  einer  ebenen  Fläche,  in  wel- 
cher sie  liegen,  auf  allen  Seiten  begränzen,  gr.  8«  Frankfurt  a.  M. 
1S44.    cart   i  Thlr. 

Unger,  Or«  E.  S.:  Der  erste  Unterricht  in  der  Geometrie.  Ein 
Leitfaden  zur  Entwickelung  und  Uehung  der  Fassungskraft  der  Jn- 

Send*     Für  die  Lehrer  der  Volksschulen,    so  wie  für  diejenigen, 
ie  sich  selbst  nnterricbten  wollen.     Nach    einer   eigentbümlichen 
Methode  bearbeitet,    gr.  8.    Erfurt.    1844.    i  Thlr. 

Percin,  J.:  G^om^trie  simplifi^e.  3ieme  Edition.  Avec4plancfa. 
12.    Nanci.    1844. 

Lam^-Fleury:  La  g^om^trie  racont^  aux  enfants.  Petit- 18. 
Brnzelles.    :i  Thlr.     1844. 

Hill,  C.  J.:  Conatus  theoriam  linearam  parallelarHm  stabiliendi 
praecipui,  quos  recensuit  novisque  superstruxit  fundamentia  atqoe 
anxit.    Lun4ae.    1844.    4. 

Lehrbuch  der  Stereometrie  für  Schulen«  Von  Dr. 
August  Hubert,  Oberlehrer  der  Mathematik  und  Pbysik 


306 

an  der  Königlichen  Realsehole  in  Berlin.    Berlin«    1S44 
8.    8  ggr. 

Ein  dentlipb  geschriebenes  ganz  kurzes  Lehrbnch  über  die  Ele- 
mente der  Stereometrie.  Von  den  Polyedern  im  Allffcmeinen  hätte 
immer  etwas  beigebracht  werden  können;  namentlich  hätte  wohl 
das  Euler'scbe  Theorem  nebst  seinen  wichtigsten  Folgeruogen  auf- 
genommen zu  werden  verdient,  da  dasselbe  sich  jetzt  so  einfach 
und  leicht  beweisen  lässt.  Nicht  ganz  billigen  können  wir  es  übri- 
gens, wenigstens  für  den  Schnlonterricht,  dass  der  Verfasser  in  der 
Ntereometrie  schon  trigonometrische  Betrachtungen  zu  Hülfe  nimmt. 
Freilich  aber  kann  dies  mit  äusseren  Einrichtungen  der  Schule,  für 
welche  das  Buch  zunächst  bestimmt  ist,  zusammenhängen  und  durch 
dieselben  gerechtfertigt  werden. 

Grassmann,  Herm.:  Die  Wissenschaft  der  extensiven  Grösse, 
oder  die  Ausdehnungslehre;  eine  neue  mathematische  Disciplin. 
Ister  Tb.  A.  n.  d.  T.:  die  lineare  Ausdehnungslehre,  ein  neuer 
Zweiff  der  Mathematik,  durch  Anwendung  auf  die  übrigen  Zweige 
der  A&tbematik,  wie  auch  auf  die  Statik,  Mechanik^  die  Lehre  vom 
Hagnetismus  und  die  Krystallonomie  erläutert,  gr.  8.  Nebst  1  Taf. 
in  4.    Leipzig.    1844.    2  Thir. 

(Diese  Schrift  ist  jetzt  noch  nicht  in  unsere  Hände  gelangti 
scheint  aber  eine  ansführiichere  Anzeige  zu  verdienen ,  die  später* 
hin  gegeben  werden  wird.) 


Praktische  Geometrie. 


Langsdorf,   G.  W.  v.:     Grundriss  der  Geodäsie.    2te  Auflage. 

nheim.     1S44.     12  ggr. 

(M.  s.  Literar.  Bericht.    No.  XllL    S.  197.) 


Löwener,  H.:  Anfangsgründe  des  geometrischen  Zeichnen« 
für  die  unteren  Klassen  der  Volks-  und  Gewerbeschulen.  4.  (3|  lith. 
Bogen.)    Dorpat.     1844.    10  ggr. 


Praktische  MechaDik. 


Demme,  A.  V.:    Der  praktische  Maschinenbaner.     16.  17.  Lie* 
ferung.   8.   Mit  54  Taf.  Abbildungen.   Quedlinburg.   1844.   5|  Thlr. 

Description  des  machines  et  proc^d^s  consign^s  dans  les  brevets 
d'invention,  de  perfectionnement  et  d'importation  dobt  la  dur^  est 
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expir^«  et  dasi  ceux  «loot  1»  d^h^snce  a  it6  pronon«^«;  pvblite  |Nir 
leg  ordres  de  M.  le  ministre  da  commerce.  Tome  52.  4.  Avec 
Z3  pUochea.    Paris.    1844.    15  fr. 


Astronomie. 


HartmaBB»  üraBia.  Das  Wisseoswirdirste  ans  der  HioiBieia. 
künde  und  matbematisijhen  Geoffrapbie.  la  allgemeiB  ^ssKeber 
Darstellung.  2te  verbesserte  und  vermehrte  Auflage,  gr.  8.  Mit 
21  litb.  Tafeln  nebst  2  Sterncbärtcben  mit  bewegücbem  HoriaoDt. 
Leipzig.    1844.    1  Tblr. 

George  >  B.  J.:  Traitd  ^l^^^entaire-de  la  spb^re.  4me  ddition. 
Paris. 

Berliner  astronomisches  Jahrbuch  für  1847.  JUit  GenebmigiiBg 
der  König].  Akademie  der  Wissenschaften  herausgegeben  von  Kö- 
niglicben  Astronomen  etc.  Ritter  J.  F.  Eocke.  gr.  8.  1844.  Berlin. 
2i  Thlr. 

Connaissance  des  tems  on  des  mouvemens  ehestes,  a  Pusage 
des  astronomes  et  des  navigateurs,  ponr  l'an  1847.  Puhü^e  par  le 
bnreau  des  Longitudes.    8.    Paris.   1844.    5  fr. 

Nicolai,  C.  H.:  Wegweiser  durch  den  Sternenhimmel  oder  An- 
leitung auf  leichte  Art  die  Sterne  am  Himmel  finden  nnd  kennen 
so  lernen.  Für  Gebildete  jedes  Standes.  3te  völlig  umgearbeiteta 
und  mit  einer  neuen  Sternkarte  versebene  Auflage.  8.  Leibsiff. 
1844.    i  Tblr. 

Ziemann:  Grosse  Wand-  und  Deckenkarte  des  nördlichen  ge- 
stirnten Himmels,  nach  Stieler,  Bode  und  Littrow  gezeichnet,  mr 
Schulen  und  Privatgebraucb  herausgegeben,  4  Blatt.  Haue.  1844. 
1  Tblr. 

Geschichte  der  Astronomie  vom  Anfange  des  nenn- 
sehnten Jahrhunderts  bis  zu  Ende  des  Jahrs  1842,  von 
G.  A.  Jahn.  Zweiter  Band.  Leipzig.  1844.  8.  2  Thlr. 
16  ggr. 

Dieser  zweite  Band  ist  ganz  in  derselben  Weise  verfasst,  wie 
der  im  Literarischen  Berichte.  No.  XVI.  8.  249.  angezeigte  erste 
Band,  so  dass  das  Werk,  wie  dort  schon  erwähnt  worden  ist,  we- 
niger als  eine  eigentliche  Geschichte  der  ABtronoroie,  als  vielmehr 
als  ein  Repertorium  der  wichtigsten  Erscheinungen  auf  dem  Felde 
der  Astronomie  in  dem  auf  dem  Titel  genannten  Zeiträume  zu  be- 
trachten ist,  aus  welchem  Gesichspunkte  dasselbe  daher  aacb  nur 
beurtheilt  werden  darf;  und  in  dieser  Beziehung  ist  seine  Nütz- 
lichkeit för  viele  Leser  nicht  zu  verkennen.  Der  vorliegend«  aweite 
Band  betrifft  die  Fixsterne,  und  zwar  die  Fixsterneatalage,  Aktf« 
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ratiofi,  Niitatioo  und  Prücessioi!,  eigene  Bewegan^  nmi  Parallaxe 
der  Kixsteroe,   SterDchartea  und  BiinmeUgloben>  die  Doppelstern«, 
Stern li auf en ,  Nebelflecke,   u.  s.  w.;  ferner  astronomisclie  Ge- 
|if enstände  vermischten  Inhalts,  nämlich  die  Refraction, Schiefe 
der  Ekliptik,    geographische    Längen-    nnd  Breitenbestimmungeny 
Theorie  der  ParalUxenrechnung,  Äiternbedeckungen ,  Sonnen-  und 
Mondfinsternisse,  Mondsculeiinationen,  Chronometrische  Längenbe* 
Stimmung  durch  Pulversignale,  Methoden  zur  Bestimmung  der  Zeit 
und  PolhÖhe,    Interpolation,    Wahrscheinlichkeitsrechnung,    Stern- 
sclinuppen;  dann  astronomische  Geographie,  und  xwar  Grad- 
messungeo,  kritische  (Jntersuchuogen  über  ältere  Grad m essungen, 
Pendelbeobachtungen,  Gestalt  der  Erde  zufolge  astronomischer  Be* 
Stimmungen,    andere   die  Theorie   und  Praxis    der  astronomischen 
€reographie  betreffende  Arbeiten.    Den  Schluss  dieses  Bandes  bildet 
ein,  wie  es  scheint,  ziemlich  vollständiges  alphabetisch  geordnetes 
Verceichniss  der  Sternwarten  und  der  auf  denselben  thätigen  Astro- 
nomen, nebst  Angabe  der  auf  d-iesen  Anstallen  sich  findenden  wich- 
tigsten Instrumente.    Die  Anzahl  der  aufgezählten  Sternwarten  be- 
trägt ungefähr  neunzig,  unter  denen  sich  aber  freilich  viele  gans 
unbedeutende   und   längst   verbchollene   6nden.     Daas   ein  solches 
,  Verzeichniss  nicht  ganz  ohne  Fehler  and  ohne  Auslassungen  sein 
kann,  wird  jeder  Billigdenkende  gern  zugehen.    Auffallend  ist  es 
uns  gewesen,  dass  bei  Breslau  fälschlich  v.  Biela  als- Director 
der  Sternwarte  angegeben,  und  v.  Boguslawski^s,  der 'doch  als 
Vorsteher  der  dortigen  Sternworte  bekannt  genug  ist,   mit  keinem 
Worte  gedocht  wird.     Vielleicht  beruht  dies  aber  auf  einer  blossen 
Namensverwechselung.     Ferner  ist  es  u.  A.   auffallend,    dass  sick 
über  die  neue  unter  Herrn  Quetelet's  Leitung  erbaute  Sternwarte 
zu  Brüssel   mit  Ausnahme  einer  ganz  kurzen  Notiz  über  die  Be- 
stimmung der  Breite  derselben  gar  nichts  findet.     Hätte  der  Herr 
Verfasser   sich,,  wenn    ihm   die  nöthigen  Nachrichten  felilten,    an 
Herrn   Quetelet    gewandt,    so    wurde    derselbe   ihm    mit   seiner 
bekannten    grossen   Bereitwilligkeit   gewiss   alle  gewünschte  Aus- 
kunft  ertheilt   halben.    Auch    scheint    es,   was   wir   hier   nur   bei- 
läufig erwähnen  wollen,   dass  der  Herr  Verfasser  unter  mehreren 
anderen  eine  Quelle  gar  nicht  gekannt  hat,  ans  welcher  er  viele 
nützliche  und  höchst  interessante  Nachriciiten  über  Sternwarten  und 
Astronomen  hätte  schöpfen  können,' nämlich  die  Correspondance 
math^matique    et   phjsique    publice  par  A.  Quetelet.     In 
dieser  Zeitschrift  Goden  sich  u.  A.  folgende  Aufsätze.    T.  1.  p.  67. 
Extrait   d^un   rapport  sur  la  formation  d'un  observat^ire  dans  le 
royaume  des  Pays-Bns.  -~  T.  HI.  p.  8^    Destrifitions  des  obser- 
vatoires  principaux  d^AUemagne.    p.  90.    Note  sur  Tobservatoire  de 
Bruxelles.     p.  236.    Inslrumens   destin^s   a    l'ohservatoire  de  Bru- 
xeltes.  -^  T.  IV.  p.  313.    Deseriptions  des  principaux  observatoires 
d'Angleterre.  -^  T.  V.  p.  58.    Descriplions  des  o>bservatoires  d'An- 
gleterre«    pw  366.   Constroctinn  d^nn  vouvel  observiitoire  de  Geneve. 
—  T.  VI.  p.  126.     Notes  extraites  d'un  voyage  scientifiqne,  fait  en 
Allemagne '  |>endant  T^t^  de  1829.     p.  161.    Sirr  les  observatoires 
de  l'Ailemagne,  2e  article.     Notes  extraites  d'no  vnyage  fnit  en 
ANemagne,  ^e  ar-ticlob   Mehreren  dieser  sämmtlich  von*  Herrn  "Que- 
telet  verfassten  Aufsätze,  aus  denen  der  Herr  Verf.  manche.  Nach« 
träge  zu  seinem  verdienstlichen  Verseichnisse  wird  entnehmen  köo- 
nen,  sind  Grandrisse  und  Aufrisse  der  Stemwart«  beigegeben« 
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Im  Allpremeinen  miisBen  wir  noeh  bemerken  >  dtmß  io  einigen 
Partieen  das  Werk  an  einer  gewissen  ünvollständififkeit  leidtr. 
Denn  wie  es  z.  B.  kommt,  dass  unter  dem  Artikel  Pendelbeobacb- 
tnngen  S.  191.-— S.  200.  BessePs  wichtiger  Arbeiten  über  dieses 
Gegenstand,  so  viel  wir  wenigstens  finden  können»  gar  keine  Er. 
wähniing  ffethap  worden  ist»  Jässt  sich  schwer  erkläreo,  da  doch 
BessePs  Untersuchungen  über  die  Länge  dea  einfacbes 
Secundenpendels  im  Jahre  1828  erschienen  sind,  und  also  ganz 
,  in  den  Zeitraum  gehören,  welchen  der  Verfasser  in  seiDem  Werke 
umfassen  wollte.    CJeherhaupt  scheint  sich  derselbe  zu  sebr  bloss  an 

'    die  aus  Journalen   gewonnene  Ausbeute  gehalten,  uad    grössere 
Werke  weniger  berücksichtigt  zu  haben.    Denn,  um  nur  eins  anzo- 
führen«  so  hat  der  Verfasser  z.  B.  in  dem  der  Geodäsie  gewidmeten 
Abschnitte  nur  des  Unterzeichneten  Elemente  der  ebeoeo,  sphä- 
rischen   und    sphäroidischen    Trigonometrie.       Leipzig. 
1837.   in  einer  Note  erwähnt,   das  grössere  Werk  desselben  aber: 
Sphäroidische  Trigonometrie.    Berlin.    1833.    4.,    in  wel- 
ehem  alle  hierher  gehörenden  Lehren  mit  der  grössten  Vollatändig- 
keit  zu  entwickeln   und  in   ein  strenges  wissenschaftlicbes  System 
zu   bringen*  versucht  worden  sind,  ganz  unberücksichtigt  gelassen. 
Khen  so  wenig  finden  wir  auf  8.  205.  neben  Puissant^a  Trait^ 
de    G^od^sie    auch    Orfani's    Element!   di   Trigononetria 
sferoidica.    Bologna.    1806.    4.,   Thone's  Tentamen  circa 
Trigonometriam  sphaeroidicam.  Hauniae.   1815.  4.  und  die 
wichtige  Abhandlung  von   Gauss:    Disquisitiones   generales 

.  circa  superficies  curvas.  Gottingae.  1828.  4.,  welche  Schrif- 
ten alle  für  die  höhere  Geodäsie  von  grosser  Wichtigkeit  sind,  er- 
wähnt. 

Dessenungeachtet  ist  aber  in  dieser  Geschichte  der  Astroooaie 
Vieles  gesammelt,  was  für  diejenigen,  denen  ein  unmittelbarer  Zu- 
gang zu  den  Quellen  nicht  gestattet  ist,  von  Wichtigkeit  und  In- 
teresse sein  muss.  G. 


Physik. 


Melos,  F.  6.:  Natnriehre  für  Bürger-  und  VolksscknIeDt  #• 
wie  fUr  die  untern  Klassen  der  Gymnasien.  6te  Aufl.  Durchgese- 
hen von  Dr.  B.  F.  August.    Leipzig.    1843.    |  Thlr. 

Pouillet^s  Lehrbach  der  Pbjsik  und  Meteorologie,  für  dealich« 
Verbältnisse  frei  bearbeitet  von  Dr.  J.  Müller.  13te  Lief.  d.  2.  &<«• 
Schlnss  des  Werks.    Brannschweig.  xl844.    gr.  8.    12  ggr. 

Ettingshausen ,  Andr.  v«:  Anfangsgründe  der  Physik,  gr.  8. 
Mit  5  Kupfertafeln  in  ^Fol.    Wien.    1844.    3  Thlr.  8  m. 

(Das  Werk  ist  nun  vollständig  erschienen.  M.  s.  Literarischer 
Bericht.    No.  XV.    S.  237.) 

Olivier,  G.  F.:    Physique  usuelle ,  expoa^  des  principau  ph^ 
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oom^Bes  4e  U  nature,  renfermaat  one  ii^fe^ologie  ä^meataire, 
c'est-ä'dire  Fexplicatioa  des  caniea,  qiü  produiseat  le  veat,  las 
noagea,  la  ros^e,  la  geUe,  la  pluia,  la  neiffe,  ia  g^^le,  le  touaerre, 
laa  ^clioa,.etc,  et  ua  graad  nombre  d'experiencea  facilea  aur^Tean, 
le  fen,  Taif)  l'^lectricit^  et  le  maga^tisme;  extroit  des  ^cvits  las  plue 
eativ^a,  aar  eette  laatiere.  Oavrage  r^ellemeat  d^neDtaire  et  a  la 
^•rt^  des  plas  jeuaes  ^l^ves  des  Colleges  et  des  iastitutioos«  Troi* 
ai^saa  dditioa,   revae  et  corri^^e.    In  »12.    Paris.    1844.    1.  50. 

Cambridge  eoorse  of  Elemeatarj  Natural  Pbilosopbj;  beiag  tbe 
demoDStratioDs  of  tbe  Propositioas  in  Mecbanica  and  Uydrostatics, 
IB  wbicb  tboae  Perpoos  wbo  are  oot  Candidates  for  Honours  are 
ezamiaed  for  tbe  Degree  of  B,  A.  $d  edition,  12bio.  Cambridge. 
1844.    4  sb. 

Whatson,  T.:  Lectures  on  tbe  principles  and  practice  of  pbj- 
sic  at  Kings  College,  London.   2  yols.  London.   lo44.    1  L.  14  sb. 

Kleine  bygrometriscbe  Tafeln  für  die  Beobacbtang 
des  Psychrometers.    Göttingen.    1844.     16.    i  Tblr. 

Diese  kleinen  von  Herrn  Professor  Listing  an  Göttingen  ber« 
ansgegebeaen  bygrometriscben  Tafeln  scheinen  uns,  so  weit  wir, 
ebne  dieselben  scbon  länffera  Zeit  wirklieb  gebraucht  zu  haben, 
urtheilen  können,  den  Beobacbtern  des  Psychrometers  Behufs  der  Be- 
rechnung ihrer  Beobachtungen  recht  sehr  xu  empfehlen  zu  sein«  Sie 
sind  sehr  compendiös  und  können  jeder  kleinen  Ijogaritbmentafel 
bequem  beigebunden  werden.  Im  Wesentlichen  kommen  sie  mit  den 
grösseren  Stierlin'schen  Tafeln  (Hülfstafeln  und  Beiträge  zur  neue- 
ren Bygrometrie.  Köln.'  1834.  Taf.  III.«  IV.,  IX.)  ilaerein.  Sie 
sind  für  metrisches  Maass  und  Centesimalgrade  eingerichtet,  wie  ea 
uns  seheint,  ^aox  mit  Recht,  da  es  weaigstens  jedenfalls  sehr  wün- 
schenswerth  ist,  dasa  diese  Biotbeilangen  immer  in  allgemeineren 
Gebrauch  kommen. 

Versuche  über  Magnetketten  und  über  die  Eigen- 
schaften der  Glieder  derselben,  besonders  über  jene, 
welche  ihnen  angewöhnt,  oder  auf  sonatige  Weise  will- 
kührliob  ertheilt  werden  können,  yon  Dr.  J.  B.  C.  Hes- 
sel,  Prof.  der  Mineralogie  und  Technologie  zu  Marburg 
u.  8.  w.  Ein  auch  für  Laien  interessanter  Beitrag  zur 
Lehre  von  der  magnetischen  Anziehung  und  Tragkraft. 
Marburg.    1844.    8.    1  Tblr.  16  ggr. 

Der  Herr  Verfasser  dieser  den  Physikern,  besonders  anch  Leh- 
rern zur  Benntzuuff  fiir  die  bei  ihrem  Unterrichte  anzustellenden 
Versuche  zu  empfehlende  Schrift  spricht  sich  selbst  in  der  Vorrede 
über  dieselbe  auf  folgende  Art  aus:  ., Jeder  Kenner  magnetischer 
Erscheinungen  weiss,  dass  über  die  Gesetze  des  Fesibaltens  zwi- 
schen einem  Mahnet  und  einem  Bisenstttck  die  Wissenschaft  noch 
keineswegs  im  Klaren  ist.  —  Die  hier  entwickelten  und  durch  Ver. 
suche  nachgewiesenen  Gesetze  f&r  die  Erregauff  magnetischer  Kraft 
in  eiaem  Eisen  •  oder  Stablstück»  auf  welches  ein  Magnet  wirkt,  sa 
wie  jene  für  die  Erregungsvermebrung  beim  Aufeinanderwirken  tod 
Msgneten,  scheinen  daher  die  Aufmerksamkeit  der  Physiker  zu  ver« 
dienen.    Dass  von  diesen  Gesetzen  jene  Gesetze  abhängen,  die  für 
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die  Bildung  von  Magnetketten  und  fnr  ibr  Zerreissen,  aithio  auch 
fiir  das  Festhalten  oder  für  das  Zerreissen  der  zweigliedrigen,  von 
einem  Magnete  und  seinem  Anker  gebildeten  Kette  gelten ,  ist  von 
selbst  einleuchtend.  Da  sehr  viele  der  Versnobe,  welche  bier 
erläutert  werden,  etwas  Ueberraschendes  haben  und  dal>et  doeh 
leicht  angestellt  werden  können,  sich  also  gaox  vorzüglich  daxa 
eignen,  um  in  Vorlesungen  über  Physik  angestellt  zu  werden:  so 
lässt  sich  erwarten,  dass  durch  sie  die  Aufmerksamkeit  der  Phjsi» 
kcr  auch  auf  diesen  Theil  ihrer  Wissenschoft  rege  gemacht  werde. 
Mauches  was  ich  noch  nicht,  oder  nur  unvollkommen  zu  erklären 
vermochte,  wird  dann  bald  deutlicher  erklärt,  vielleicht  auch  wohl 
Einzelnes,  durch  genauere  Versuche  als  die,  welche  ich  anzustellen 
vermochte,  berichtigt  werden".'  —  Wir  empfehlen  diese  Schrift  na- 
roentlich  aus  dem  unmittelbar  vorher  angegebenen  Grunde  nochmals 
den  Lehrern  der  Physik  zur  Berücksichtigung  beim  physikalischen 
Unterrichte. 

üeber'die  galvanische  Kohlenzinkkette  und  einige 
mit  derselben  angestellte  Beobachtungen  Von  Dr.  W.  Th. 
Casselmann.    Marburg.    1844.    8.     16  ggr. 

Am  Ende  der  Vorrede  sagt  der  Herr  Verfasser:  „In  ihrer  jetzi- 
gen Gestalt  wird  die  Kohlenzinkbatterie  jedem  andern  ähnlichen 
Apparate  an  die  Seite  gestellt  werden  müssen,  und  namentlich  der 
Platinzinkbatterie  ihrer  grössern  Einfachheit  wegen  vorzuziehen 
sein,  zumal  da  sie  selbst  in  kleinerer  Form  allen  zu  wissenschaft- 
lichen Untersuchungen  erforderliehen  Bedingungen  vollkommen  ent- 
spricht". 

Neue  Beiträge  zur  Chemie  und  Physik  von  Dr.  G.  W. 
Osann.  Alit  galvanokaustischen  Abbildungen.  Des  er- 
sten Beitrags  dritte  Lieferung.     Wörzburg.    1844.    8  ggr. 

Diese  Lieferung  enthält  folgende  Aufsätze: 

11.  Betrachtungen  über  die  Frage,  ob  es  eine  oder  zwei  Blek- 
tricitäten  giebt  (Schluss). 

12.  Zur  nähern  Kenntniss  des  Ohmischen  Gesetzes. 

13.  Verschiedene  Mittheilungen  aus  dem  Gebiete  der  ElektricitSt. 
Compressionssäule.  Kleine  Grove'sche  Säule.  Zum  voltai« 
sehen  Gruodversucb.  Grösse  der  Platinbleche  in  der  Grove*- 
achen  Saale.  Entzündung  von  Schwefelpulver  durch  den 
elektrischen  Funken. 

14.  Beitrag  zur  Photochemie. 

15.  Neue  Versuche  über  Brgänzungsfarben. 

Partsch,  Paul:  Die  Meteoriten  oder  vom  Himmel  gefallenen 
Steine  und  Eisenmassen  im  k.  k.  Hof  -  Mineralien  -  Kabinette  zn 
Wien.    Mit  1  Abbildung,    gr.  8.     Wien.     1844.    1  Thir. 

Seidemann:  Der  Wetterprophet,  ein  Witte mngstasehenbudi  für 
das  Juhr  1845.  Enthaltend  die  genaue  Angabe  der  Witterung  auf 
alle  Tage  dieses  Jahres.  Nebst  einem  Anhange,  enthaltend:  An- 
weisung, wie  man  das  in  neuerer  Zeit  so  beliebt  gewordene  Ba- 
roscop  selbst  fertigen  kann.  Nützliches  und  Unterhaltendes  aus  der 
Naturgeschichte.  Die  monatlichen  Verrichtungen  im  Blumen-  und 
Kttcbengarten,    8.    Leipzig.    1845.    4  ggr. 
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Colla,  A.:  Notizie  meteorologicbe  relative  affti  anni  1841  e  1842. 
Parma.    1842.    1d.8. 

DaoeBie,  G.  L.:  Relazione  topografico  -  fitico  -  mctteoroloirica. 
8.     Siena.    1842. 

AnnaleD  far  lUeteorologie  und  Erdmagnetismus  und 
▼  erwandte  Gegenstände,  redigirt  von  Grunert,  Koller, 
Kreil,  Lamont,  Plieninger,  Quetelet,  Stieffei,  heraus- 
gregeben  von  Dr.  J.  Lamont. 

Jahrgang  1844.  Heft  X.  Magnetisehe  Terminbeobachtun- 
gen in  Prag  und  Mailand  im  Jahre  1843.  —  Meteorologische  Beob- 
achtungen in  Cronberg  bei  Frankfurt  a.  M.  1843.  Vom  Herrn  Leh- 
rer Becker.  —  Vergleichung  der  meteorologischen  Beobachtungen 
in  Iftrüssel  und  München.  1842.  —  Meteorologische  Beobachtungen 
in  Kaiserslautern  vom  Januar  bis  Juni  1843.  Von  Herrn  C.  W.  H. 
Faber.  —  Uebersicht  der  magnetischen  und  meteorologischen  Beob- 
achtungen in  Cracau.  1843.  Von  Herrn  Prafess.  Weisse.  —  Tem- 
peratur, Regenmenge  und  Windverhältnisse  in  Cupenhagen  1843^ 
verglichen  mit  den  früheren  Jahren.  -^  Magnetische  und  meteoro- 
logische Beobachtungen,  angestellt  an  der  Königlichen  Sternwarte 
bei  München,  während  der  Monate  Januar,  Februar  und  März  1844. 

—  Perturbations  magndtiques,  observ^es  dans  la  d^clinaison  k  Tob- 
servatoire  de  Parme  pendant  Janvier,  F^vrier  et  Mars  1844.  —  Ge- 
witter im  Jahre  1842,  nach  den  Beobachtungen  von  Landsberg, 
Neustadt  a.  d.  A.,  Ansbach,  Gunzi^nhausen,  Burglengeefeld,  Hohen- 
peissenherg,  Dilinffen,  Hof,  Wurzburg,  Leipzig.  Cronberg.  —  Ge- 
witter im  Jahre  1943  nach  den  Beobachtungen  von  Ansbach,  Burg- 
lengenfeld,  Carlsruhe,  Cronberg,  Dilingen,  Gunzenhansen,  Hof,  Ho- 
benpeissenberg,  Mallersdorf,  Neustadt  a.  d.  A.,  UfFenheim,  Bensberg. 

—  Resultate  zehnjähriger  auf  der  Sternwarte  in  Kremsmünster  an- 
gestellter Beobachtungen  über  die  Feuchtigkeitsverhältnisse  unserer 
Atmosphäre.  Von  Herrn  M.  Koller.  —  Tägliche  Periode  der  magne- 
tischen Declination  in  Prag  und  Brüssel,  verglichen  mit  den  für 
München  erhaltenen  Bestimmungen.  Vom  Herausgeber.  —  Meteo- 
rologische Beobachtungen  in  Stuttgart  im  Jahre  1843.  Von  Herrn 
ProL  Plieninger,  —  Mittlerer  Barometer-  und  Thermometerstand 
nach  den  in  Frankfurt  a.  M.  von  dem  physikalischen  Vereine  unter 
Leitung  des  Herrn  Dr.  Greiss  veranstalteten  Beobachtungen  nebst 
Differenz  Frankfurt -München.  —  Tafeln  zur  Berechnung  der  rela- 
tiven Feuchtigkeit  aus  dem  Dunstdrucke.  Von  Herrn  B.'  Valz,  Di- 
rector  der  Sternwarte  in  Marseille.  —  Magnetische  Störungen, 
beobachtet  in  München  während  der  Monate  Januar,  Februar  und 
Harz  1844.  —  Vermischte  Nachrichten  vom  Herausgeber:  Wirkung 
eines  nahen  Blitzschlages  auf  die  magnetischen  Instrumente.  Mit- 
theilungen von  Herrn  Fournet.  Aufzeichnung  der  Autographen  in 
Prag  von  Herrn  Kreil. 

Repertorium  der  Physik.  Enthaltend  eine  volKstän- 
diffe  Zusammenstellung  der  neuern  Fortschritte  dieser 
Wissenschaft.  Unter  Mitwirkung  der  Herren  Brach,  Le- 
jeune- Dirichlet,  Minding,  Mahimann,  Moser,  Radicke, 
Riess,  Röber,  Strehlke,  herausgegeben  von  H.  W.  Dove. 
V.Bond.    Berlin.    1844.    8.    2  Tblr.  6  ggr. 
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Der  allgeaeiiie  liilialt  dieaei  BaniM  ist  folgender.  Meckasik 
¥0D  Hiading.  AlIgemeiDe  Gesetze  der  WelleobeweguDg  von  Braeb. 
Literatur  des  Magnetismus  und  der  Elektricitat  von  H.  W.  Dove 
(eine  sehr  vollständige  ZuMaunensteÜHng  dieser  reichen  Uteratar). 
lieber  das  Auge  von  L.  Moser. 


Vennisehte  Schriften. 


Hathematiscbe  Abhandlungen  der  KSnifflichen  Acadenie  der 
Wissenschaften  zu  Berlin.  Aus  dem  Jahre  1§42.  Enthält:  die  an 
%  März  vorigen  Jahres  gelesene  4te  Abhandlung  von  Encke,  nber 
den  Kometen  von  Pona.    Berlin.    1844.    4. 

Annuaire  pour  Fan  1S44,  pr^sent^  auBoi,  par  le  barean  des 
longitudes.  2e  Edition,  angment^e  de  notices  scientifiques  par  M. 
Arago.    Paris.    1844.     1  fr, 

Actes  de  la  soci^t^  hely^tique  des  sciences  natorelfes, 
r^unie  ä  Lausanne  les  24,  25  et  26  Juillet.  1843.  28e  Ses- 
sion.    Lausanne.     1S43. 

Ausser  mehreren  interessanten  physikalischen  Notizen  finden 
sich  in  diesen  Theilen  der  Schriften  der  schweizerischen  naturfor- 
schenden Gesellschaft  auch  mehrere  grössere  Autsätze  botanischen 
geologischen  und  chemischen  Inhalts,  letztere  von  Prof.  Scbonbein 
zu  Basel,  «^it  Bezug  auf  S.  269.  ben^erken  wir  anch,  dass  in  Na.  1. 
und  No.  4.  der  Mittheilungen,  welche  jetzt  die  naturforscbende 
Gesellschaft  zu  Bern  in  zwanglosen  Nummern  herausgiebt,  einige 
nicht  uninteressante  Betrachtungen  über  graphische  Darstellungen 
der  Zahlen  und  über  die  Primzahlen  von  Herrn  Lehrer  Rndolpli 
Wolf  an  der  Reals  bule  zu  Bern  abgedruckt  sind. 
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